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RESUMO

O presente trabalho consiste em uma pesquisa na area da Teoria dos NUmeros com
uma interface em Algebra, tendo como principais areas de estudo 0s nimeros primos
e a divisibilidade nos inteiros. Inicialmente abordaremos a importancia da Matematica
pura, evidenciando a evolucéo e as descobertas que envolvem nameros primos e a
importancia que eles possuem para a criptografia. Posteriormente, voltaremos o olhar
para resultados que servirdo como porta de entrada para o desenvolvimento do
principal objetivo deste trabalho que € enunciar e realizar a demonstracdo de um novo
critério de divisibilidade valido para todo e qualquer nimero primo maior do que ou
igual a sete. Esta pesquisa pode ser incorporada a abordagem qualitativa, utilizando
métodos de investigacdo de natureza bibliografica. A andlise dos dados e a
fundamentacdo da pesquisa serdo extraidas de livros, dissertagcdes e monografias.
Além disso, os resultados da pesquisa, assim como estudos futuros estao dispostos
nas consideragodes finais desta monografia.

Palavras-chaves: Numeros primos; Algebra; Divisibilidade; Critério de Divisibilidade.



ABSTRACT

The present work consists of research in the field of Number Theory with an interface
in Algebra, focusing on the prime numbers and divisibility in integers as the main areas
of study. Initially, we will address the importance of pure Mathematics, highlighting the
evolution and discoveries related to prime numbers and their significance in
cryptography. Subsequently, we will turn our attention to results that will serve as a
gateway to the development of the main objective of this work, which is to state and
demonstrate a new divisibility criterion valid for any prime number greater than or equal
to seven. This research can be incorporated into a qualitative approach, using methods
of bibliographic investigation. The data analysis and research foundation will be drawn
from books, dissertations, and monographs. Additionally, the research results, as well
as future studies, are presented in the concluding remarks of this monograph.

Keywords: Prime numbers; Algebra; Divisibility; Divisibility Criterion.
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1 INTRODUCAO

A teoria dos numeros e a algebra séo dois ramos fundamentais da matematica
gque desempenham papéis vitais na compreensdo das propriedades dos nameros
primos, bem como na resolucdo de problemas relacionados a divisibilidade e a
estrutura dos numeros inteiros. Este trabalho, surge da busca por uma compreenséao
mais profunda da relacdo entre primos maiores ou iguais a 7 e das implicacdes
praticas que essa conexao pode oferecer.

A matemética, em sua pureza e abstracdo, tem sido o caminho do
conhecimento humano, revelando padrdes e relacdes que sustentam o nosso mundo.
No ambito da matematica, os numeros primos, aqueles inteiros indivisiveis por
qualquer outro além de 1 e eles mesmos, tém desafiado a mente humana ao longo
dos séculos. Sua misteriosa distribuicdo, sua aparente aleatoriedade e sua
importancia na criptografia moderna tornam os ndmeros primos um campo de estudo
fascinante e de extrema importancia.

Nesse contexto, a divisibilidade por primos desempenha um papel central, uma
vez que serve como um elo entre os nimeros primos e a algebra, revelando conexdes
profundas com a teoria dos nameros. Enquanto critérios de divisibilidade por primos
menores, como 2 e 3, sdo bem compreendidos e amplamente utilizados, a extensao
desse conhecimento para primos maiores ou iguais a 7 € uma area menos explorada.

E aqui que entra o cerne deste trabalho, pois ele estabelece uma interface entre
a algebra e a teoria dos numeros, ao desenvolver um critério de divisibilidade
especifico para primos maiores. Essa iniciativa ndo s6 amplia a compreenséo desses
primos, mas também promete facilitar a tarefa de verificar algumas divisibilidades,
tornando-as acessivel e, além disso, de facil compreensao.

A justificativa para este trabalho decorre da importancia intrinseca dos numeros
primos e da necessidade de desenvolver critérios de divisibilidade mais abrangentes
e eficazes. Pois, como ja foi dito, enquanto a divisibilidade por 2, 3 e 5 é bem
conhecida, primos maiores ou iguais a 7 muitas vezes desafiam uma analise direta de
divisibilidade. A existéncia de um novo critério especifico para esses primos pode
revelar conexdes surpreendentes entre eles e, a0 mesmo tempo, servir como uma
ferramenta valiosa para verificar se um ndmero é primo ou néo.

Este trabalho tem como objetivo principal formular e realizar a demonstracao

algébrica de um novo critério de divisibilidade por primos. Esse critério representa uma
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inovacdo no campo da teoria dos numeros e tem o potencial de simplificar
significativamente o processo de verificacdo da divisibilidade por primos maiores do
gue ou iguais a 7 (vale ressaltar que foram realizadas pesquisas para verificar a
existéncia de estudos que envolvam o critério e, até a data de escrita deste trabalho,
ndo foram encontrados possiveis estudos).

Outro objetivo deste trabalho € demonstrar a importancia da matematica pura
no contexto do desenvolvimento da sociedade. Buscamos destacar como a
matematica pura, em sua forma mais abstrata, desempenha um papel fundamental na
nossa compreensdo do mundo e na solucdo de problemas que vdo além das
aplicacOes diretas. Além disso, realizaremos uma retrospectiva histérica, analisando
os estudos, descobertas e formulagdes relacionadas aos nimeros primos ao longo da
histéria. Destacaremos a importancia desses numeros nao apenas como objetos
matematicos fascinantes, mas também como elementos essenciais na criptografia e,
por conseguinte, na protecdo de dados em escala global. Esses objetivos coletivos
guiam nossa pesquisa e buscam contribuir para o avanco do conhecimento
matematico e sua relevancia na sociedade contemporanea.

Considerando o objetivo principal desta pesquisa, esta assume, inicialmente,

um carater exploratorio, uma vez que

[...] tem como finalidade proporcionar mais informagdes sobre o assunto que
vamos investigar, possibilitando sua definicdo e seu delineamento, isto é,
facilitar a delimitacéo do tema da pesquisa; orientar a fixacdo dos objetivos e
a formulacao das hipoteses ou descobrir um novo tipo de enfoque para o
assunto. Assume, em geral, as formas de pesquisas bibliograficas e estudos
de caso. (PRODANOV; FREITAS, 2013, p. 51-52).

A metodologia adotada é uma pesquisa qualitativa denominada reviséo
bibliografica. Este estudo consiste em um compilado de andlise de artigos, livros,
dissertacGes e trabalhos de conclusdo de curso no campo da teoria dos numeros,

algebra e da divisibilidade. Além disso, utilizaremos o método hipotético-dedutivo.

O método hipotético-dedutivo inicia-se com um problema ou uma lacuna no
conhecimento cientifico, passando pela formulagcdo de hipéteses e por um
processo de inferéncia dedutiva, o qual testa a predicdo da ocorréncia de
fendmenos abrangidos pela referida hipétese. (PRODANOV; FREITAS,
2013, p.32).
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Karl Popper definiu o método hipotético-dedutivo a partir de criticas a inducéo,
conforme expresso em sua obra "A légica da investigacéo cientifica," que foi publicada
em 1935 (GIL, 2008).

Uma das contribui¢des significativas deste trabalho é a introducdo de um novo
critério de divisibilidade por primos. Este critério ndo apenas verifica se um namero é
divisivel ou ndo por um numero primo especifico, mas também permite a determinacgao
do resultado (quociente) da divisdo (caso a divisibilidade ocorra). Essa abordagem
simplificada torna o critério acessivel e valioso, ndo apenas para pessoas que tenham
contato mais profundo com a Matematica, mas também para professores e alunos da
educacdo basica. A utilizacdo deste critério pode aprimorar a compreensdo das
caracteristicas dos numeros primos, bem como fortalecer o conhecimento sobre
multiplos e divisores.

Ao final do trabalho (ver anexo A), sera disponibilizado um cédigo em HTML
com a programacao basica do algoritmo, fornecendo as respostas em cada passo.
Dessa maneira, o leitor podera copiar e colar o cédigo em algum site que suporte a
programacao HTML. Além disso, sera disponibilizado outro resultado decorrente do
critério (ver anexo B), acompanhado por uma breve explicacdo e alguns exemplos
nUMEricos.

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: No Capitulo 2, sera abordada
a importancia que a Matematica desempenha na sociedade, focando especificamente
na Matematica pura. Mostraremos as areas de principais influéncias e como ela se
encaixa na sociedade com o passar do tempo. No Capitulo 3, abordaremos um pouco
sobre o mistério que envolve 0s numeros primos, explorando a definicdo e os
principais autores que desenvolveram trabalhos e realizaram descobertas sobre esses
nameros. No Capitulo 4, sera destacada a importancia desses magnificos nimeros
na computacéo, sendo o principal elemento na construcdo do modelo de criptografia
mais utilizado globalmente. Além disso, abordaremos o impacto que a solugdo de um
dos problemas matematicos mais complexos teria nesse modelo de criptografia. Logo
em seguida, no Capitulo 5, iniciam-se o0s estudos sobre o conteldo que esta
intimamente ligado ao principal objetivo desta monografia. Nesse capitulo, serdo
abordados os multiplos e as principais propriedades de divisibilidade nos inteiros.
Posteriormente, no Capitulo 6, serd mostrada a origem do tema desta monografia.
Além disso, neste momento, entramos no foco do trabalho, comegando com exemplos

do que vem a ser um critério de divisibilidade e, em seguida, a demonstracdo de
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alguns critérios mais amplamente conhecidos. Por fim, no Capitulo 7, daremos inicio
as explicagcdes do funcionamento do critério e por que ele € valido apenas para primos
com terminacdes especificas. Além disso, formularemos algumas definicdes que
servirdo como suporte para a demonstracéo do critério. Logo em seguida, no mesmo
capitulo, serd explanada a demonstracdo seguida de algumas particularidades e

alguns exemplos numéricos.
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2 A IMPORTANCIA DA MATEMATICA PURA

Esta pesquisa tem como base uma area da Matematica que, por muitas vezes,
€ subjugada e menosprezada por pessoas que ainda ndo entenderam que 0 processo
de evolucdo da humanidade se deu primordialmente em decorréncia de estudos e
aplicacOes de resultados provenientes dela. Além disso, sdo poucos os individuos que
se arriscam a adentrar em estudos, pesquisas e o desenvolvimento de dissertacdes
gue estejam relacionadas a essa area de pesquisa. Nesse contexto, este capitulo tem
como obijetivo principal mostrar a importancia da Matematica pura.

E impossivel falar de Matemaética pura e néo ressaltar sua beleza e importancia.
No entanto, essa beleza que ela possui ndo é algo facil e simples de perceber, pelo
simples motivo de que é preciso muito esforco e dedicacdo para se demonstrar algo,
por exemplo. E é justamente aqui que chegamos ao ponto chave da questéo: a beleza
sobre a qual falamos nessa area da Matematica ndo estd compreendida apenas em
algo superficial, mas sim no desenrolar, na estruturacéo, na ordem légica, nos calculos
envolvidos e, por fim, no resultado obtido.

Em uma entrevista concedida a jornalista Cecilia Manzoni e publicada no site
do IMPA (Instituto de Matemética Pura e Aplicada) em 17 de junho de 2022, o carioca
e pesquisador do IMPA, Arthur Avila, diz que “A Matematica tem essa opacidade; sua
beleza s6 se revela a quem a explora mais a fundo”. Isso se da justamente pelo fato
mencionado acima, de que a Matematica requer tempo e dedicacdo para que seus
mistérios (opacidade) sejam desvendados e sua beleza se mostre.

Outro ponto importante a destacar € a resiliéncia que os modelos e as provas
matematicas possuem com o passar do tempo. Sao imutaveis e tém o poder de serem,
de certa forma, eternos, desde que demonstrados corretamente. Para efeito de
comparacao, se comparado com outros modelos ndo provenientes da demonstracao
matematica, como, por exemplo, a linguistica, que, por sua vez, sofre mutacdes com
o decorrer do tempo.

Por fim, a Mateméatica pura desempenha um papel fundamental no
desenvolvimento da nossa compreensdo do mundo e na evolugcdo da sociedade.
Embora muitas vezes possa parecer bastante abstrata e distante das aplicacdes
praticas imediatas, a Matematica pura foi e continua sendo essencial para o

desenvolvimento da humanidade de um modo geral.
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Com base nisso, o cerne desse trabalho foi fundamentado nessa area da
Matematica. Espera-se que ele sirva como implementagcédo ou aplicacdo em alguma
area da Tecnologia, por exemplo, para aprimorar algum algoritmo de divisibilidade que
busca nameros primos, contribuindo, assim, de alguma forma com a teoria dos
nameros.

Deste modo, a seguir, serdo listados exemplos em que a Mateméatica pura

possui extrema importancia.

2.1 Base do Conhecimento Fundamental

A Matematica pura € a base sobre a qual a Matematica aplicada e outras
disciplinas cientificas sdo construidas. Por exemplo, modelos fisicos e quimicos sao
desenvolvidos a partir de conceitos da Matemética pura. Ela envolve a investigacao
de conceitos abstratos, relacdes e estruturas matematicas, que podem mais tarde

encontrar aplicacdes praticas em diversas areas.

2.2 Desenvolvimento de Teorias

A Matematica pura frequentemente leva ao desenvolvimento de teorias
matematicas profundas. Essas teorias ndo apenas podem ter implicacfes praticas
surpreendentes, mas também influenciar outras areas da Matematica e até mesmo

inspirar avangos cientificos em outras disciplinas.

2.3 Inovacéo e Avanc¢o Tecnoldgico

O leitor provavelmente possui algum equipamento eletronico, como um celular,
uma televisdo, uma caixa de som, ou até mesmo um automovel ou uma motocicleta.
Todos esses objetos tém algo em comum: desde sua construcdo até seu
funcionamento, s6 foram possiveis gracas aos resultados obtidos a partir da
estruturacdo de modelos matematicos. Muitos avancgos tecnolégicos, mesmo aqueles
que podem parecer distantes da Matematica pura, tém suas raizes nessa disciplina.
As teorias matematicas puras podem, com o tempo, ser aplicadas a problemas do
mundo real, impulsionando a inovagdo em campos como ciéncia da computagéao,

engenharia, fisica e biologia.
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Um exemplo que pode ser citado no que diz respeito as aplicacdes de teorias
e resultados no nosso cotidiano teve inicio com Euclides de Alexandria (300 a.C.),
mais especificamente com seu 5° postulado que trata das retas paralelas e afirma o

seguinte:

E, caso uma reta, caindo sobre duas retas, faga os angulos interiores e do
mesmo lado menores do que dois retos, sendo prolongadas as duas retas,
ilimitadamente, encontrarem-se no lado no qual estdo os menores do que
dois retos. (BICUDO, 2009, p.98).

O postulado acima pode ser representado como mostra a Figura 1 a seguir.

Figura 1- Representacéo do 5° postulado

Fonte: Elaboracéo do autor.

Esse postulado, por cerca de 2000 anos, foi motivo de varias tentativas
frustradas de matematicos que nao conseguiram demonstra-lo, inclusive o préprio
Euclides e varios outros apos ele. Isso foi considerado um escandalo geométrico
naquela época. Além disso, Karl Friedrich Gauss (1777-1855), considerado por muitos
como um principe da Matematica, chegou a desenvolver uma geometria que buscava
negar o postulado de Euclides, através de uma contradicdo que, no entanto, ndo se
realizou.

Dessa maneira, somente em 1829, com Nicolai Lobachevsky (1792 - 1856) veio
a tona com a publicacdo de uma geometria que se diferenciava da euclidiana, a qual
conhecemos hoje como geometria ndo-euclidiana.

Mas enfim, o que isso tem a ver com aplicacdo e avanco tecnolégico? Para

responder a essa pergunta, é preciso ter em mente quem foi Albert Einstein (1879-
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1955) e entender que, entre as varias contribuicbes que ele deixou para a
humanidade, uma se destaca entre todas as outras. E através dela que o homem foi
capaz de compreender uma pequena parte de como o0 universo se comporta. Estamos
falando da relatividade geral; essa teoria tem suas bases apoiadas na geometria
hiperbalica.

Observe a seguir uma representacao da teoria da relatividade geral de Einstein
gue descreve a deformacéo que corpos massivos causam no tecido do espaco, como

mostra a Figura 2.

Figura 2- Relatividade geral

Fonte: Brasil Escola, 2023
Disponivel em: https://brasilescola.uol.com.br/fisica/teoria-relatividade-geral.htm.Acesso
em:29/08/2023

Por fim, foi gracas a Teoria da Relatividade Geral de Einstein que varios
equipamentos tecnolégicos puderam ser criados. Um exemplo bem simples a ser
citado € o GPS (Global Positioning System), algo que nos dias atuais se torna
indispensavel. Portanto, na proxima vez que for utilizar um GPS, lembre-se de que ele
surgiu implicitamente em 300 a.C. com um postulado. Sendo assim, iSso € uma prova
incontestavel de que os modelos matematicos, a Matematica pura, mesmo que

demorem, em algum momento irdo fazer parte do cotidiano da humanidade.
2.4 Treinar a Mente
O estudo da Matematica pura é uma maneira valiosa de desenvolver

habilidades analiticas, de resolucdo de problemas e de raciocinio l6gico. Ela ensina a

pensar de forma abstrata, a desenvolver argumentos rigorosos e a trabalhar com
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conceitos complexos, habilidades que sao transferiveis para muitos outros aspectos
da vida e do cotidiano, ou seja, a Matemética auxilia no desenvolvimento do individuo
em outras areas, isso se deve ao do fato de que, o conhecimento obtido e a maneira
utilizada na resolucdo podem ser adaptados e servirem como base para o

desdobramento de outras questdes.

2.5 Interdisciplinaridade

A Matemética pura muitas vezes leva a descobertas inesperadas e conexdes
entre diferentes areas da Matematica e outras disciplinas, como, por exemplo, a Fisica
e a Quimica. Essas conexdes podem ser responsaveis por novas maneiras de abordar
problemas e podem servir como inspiracdo para o surgimento de colaboracdes

interdisciplinares présperas.

2.6 Criacdo de Novos Campos

A exploracdo de ideias matematicas puras pode levar a criacdo de novos
campos de estudo. Por exemplo, a topologia algébrica, que inicialmente era uma area
da Matemética pura, acabou sendo usada para resolver problemas na fisica teorica e

dessa forma, mais uma vez, a Matematica se mostrou eficiente e essencial.

2.7 Desafios Intelectuais

A Matematica pura é repleta de desafios intelectuais complexos e problemas
nao resolvidos. Resolver esses problemas ndo apenas contribui para o avanco do
conhecimento humano, mas também oferece satisfacdo intelectual e um senso de
realizacdo para aqueles que os desvendarem.

Um exemplo bem claro desses desafios intelectuais que podem ser
mencionados sao os problemas matematicos do Prémio Millennium, que consiste em
6 problemas matematicos propostos pelo Instituto CMI (Clay Mathematics Institute), o
qual oferece 1 milhdo de dolares pela resolucéo de cada problema. Os problemas do

Millennium sao:
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2.7.1 Conjectura de Birch e Swinnerton-Dyer

Esta conjectura esta relacionada com o nimero de pontos racionais em uma
curva eliptica e sua ligac&o com a ordem do grupo de pontos racionais. E uma quest&o
central na teoria dos nimeros e tem aplicacdes em criptografia, teoria dos numeros,
entre outros. A conjectura permanece sem solucdo, embora tenham sido feitos
progressos significativos na compreensao de casos especiais. A conjetura pode ser
enunciada de forma simplificada da seguinte maneira: Se E € uma curva eliptica
definida sobre os numeros racionais, entdo o numero de pontos racionais em E (ou
seja, solucdes racionais para a equacao da curva eliptica) esté relacionado com a

ordem do grupo de Mordell-Weil de E.
2.7.2 Conjectura de Hodge

Esta conjectura diz respeito a geometria algébrica e a estrutura das solucdes
de sistemas de equacdes algébricas. Ela prevé a relacéo entre a topologia do conjunto
de solucbes e equacdes algébricas. Embora seja conhecida em certos casos,
permanece em aberto de forma geral, especialmente em dimensdes mais altas. A
Conjectura de Hodge sugere que a cohomologia de De Rham pode ser decomposta
em uma soma direta de subespacos vetoriais, cada um correspondente a uma classe
de cohomologia de Hodge. De forma simplificada, podemos escrever:

Hpr(X) = @y, HPI(X)
onde Hpr(X) representa a conomologia de De Rham da variedade X e &, ,H?9(X)

representa a soma direta dos termos da cohomologia de Hodge de X.
2.7.3 Equacéo de Navier-Stokes

Essa equacédo descreve o comportamento do fluxo de fluidos e é de extrema
importancia na fisica e engenharia. Apesar de seu papel fundamental, provar a
existéncia, unicidade e comportamento das solucbes para essa equagdo é um
problema em aberto de longa data. A forma geral da equacao de Navier-Stokes para

0 escoamento incompressivel (densidade constante) em trés dimensdes é dada por:

ou 1
E+(u-V)u=—;Vp+vV2u+fV-u=0
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Onde:
e u € o vetor de velocidade do fluido em relagéo ao tempo e ao espaco.
e téo0tempo.
e p € apressao no fluido.
e p é adensidade do fluido.
e v é aviscosidade cinematica do fluido.
e I é o operador nabla, que representa o gradiente.
e 72 é o0 operador laplaciano, que representa a divergéncia do gradiente.

e frepresenta as forgas externas aplicadas ao fluido.

2.7.4 Problema P vs NP

O problema P vs NP é uma questdo fundamental na ciéncia da computacao
gue pergunta se, quando é facil verificar se uma solugdo para um problema esta
correta (P), também é facil encontrar essa solucdo (NP). Em outras palavras, ele
investiga se a capacidade de verificar solucbes é equivalente a capacidade de
encontra-las rapidamente. Por exemplo, se alguém foi encarregado de verificar se o
namero 3.586.591 é primo ou composto, provavelmente sera uma tarefa ardua, no
entanto, se ele tiver conhecimento de que o nimero € produto entre 1.747 e 2.053, a

verificacdo seria imediata.

2.7.5 Hipotese de Riemann

O teorema dos numeros primos determina a distribuicdo média dos numeros
primos. A hipotese de Riemann fala sobre a desvio dessa média. Formulada no artigo
de Riemann de 1859, ela afirma que todos os zeros "néo 6bvios" da funcdo zeta sao
nameros complexos com parte real %2, que também é denominada como reta critica
da funcao zeta de Riemann. A funcdo zeta de Riemann é definida pela seguinte série
infinita:

() =1"54+254+354+475+ ...
A hipotese afirma que todos 0s zeros nao triviais (ou seja, que ndo sao zeros

esperados devido aos numeros inteiros negativos) desta funcéo tém parte real igual a
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1/2. De forma mais precisa, se {(s) = 0, entdo s deve ser da forma s = a + bi, onde

aé v ebéumnumero real.

2.7.6 Yang-Mills e o0 gap de massa

Esse problema surge na teoria quantica de campos, especialmente no contexto
da forca forte entre particulas elementares. A conjectura sugere a existéncia de um
'‘gap de massa', o que significa que certas particulas adquirem massa através de
interacbes. Embora a evidéncia experimental e simulagcbes apoiem essa ideia, uma

prova matematica rigorosa ainda esta faltando.
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3 RETROSPECTIVA HISTORICA SOBRE OS NUMEROS PRIMOS

Neste capitulo, sera apresentada uma retrospectiva histérica acerca do estudo
dos numeros primos, com enfoque nos principais resultados obtidos ao longo do
tempo. Destacaremos grandes nomes da Matematica e suas contribui¢cdes nesta area,
além de abordarmos a definicho do que € um numero primo. Para concluir,

discutiremos a importancia deste tema na criptografia.

3.1 Um Segredo Resistente a Revelagéo

Segundo Abud e Pitta (2014), Pitagoras (570-500 a.C.) estabeleceu uma escola
na regido que hoje corresponde a lItalia, conhecida como a Ordem Pitagérica, com o
objetivo de compartilhar suas ideias com as classes que detinham o poder. Essas
pessoas eram iniciadas nos profundos mistérios numéricos da organizagdo. Os
pitagodricos, como eram conhecidos, dedicaram uma quantidade significativa de tempo
e atencdo aos numeros primos. Muitos problemas relacionados a teoria dos nimeros,
propostos por eles, ainda permanecem sem solucao satisfatéria, apesar dos esforcos
de notaveis matematicos ao longo dos anos.

Nesse contexto, torna-se interessante entender que a Teoria dos NUmeros é
considerada a area de estudo da Matematica que se dedica a entender principalmente
0 comportamento dos numeros inteiros ( Z ) e as relacdes entre eles. Ela aborda temas
de extrema importancia, como divisibilidade, congruéncias e nimeros primos.

Qualquer pessoa que de alguma forma tenha tido contato mais profundo com
a Matematica ja deve ter se deparado com os numeros primos e conhecido sua fama,
pois, para estar entre os 6 problemas restantes do Prémio Millennium, é preciso
apresentar um nivel de dificuldade elevado e, o mais importante, o impacto que a
resolucao desse problema causaria na sociedade que conhecemos.

N&o é de se estranhar que a Hipotese de Riemann (que envolve a conjectura
dos primos), citada acima, é considerada um dos problemas mais dificeis. Isso porque
0S nUmeros primos parecem se negar a mostrar seu segredo e de alguma forma se
esquivam de qualquer formula que possa representa-los. (SAUTQOY, 2007).

Essa fama dos numeros primos ja é antiga como vimos no primeiro paragrafo
desse tdpico, no entanto, foi no adentrar do século XX que ela se consolidou e virou

obsessdo de muitos matematicos. Tudo teve inicio quando o matematico aleméo
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David Hilbert (1862-1943) em uma palestra no Congresso Internacional de
Matematicos, realizado em Paris, na Franga, diante de varios cientistas que se fazia
presente, apresentou 23 problemas que segundo ele revolucionaria a Matematica
conhecida: “Quem de nos ndo gostaria de levantar o véu que esconde o futuro,
vislumbrando os proximos avancos da nossa ciéncia e 0s segredos do seu
desenvolvimento nos séculos que virao?” (SAUTOY, 2007, p. 06).

Dentre os 23 problemas propostos por Hilbert, um dentre todos os outros se
destacava, o oitavo da lista. O seu impacto foi tamanho que certa vez perguntaram
para Hilbert: “E se, como Barba-Ruiva, vocé pudesse acordar apds 500 anos, o que
faria?” Hilbert respondeu: “Eu lhe perguntaria”. Alguém conseguiu provar a hipotese
de Riemann? ” (SAUTQY, 2007, p. 07).

Dessa maneira, a impossibilidade de conseguir encontrar um padrdo ou uma
férmula que represente todos os primos faz com que varias outras conjecturas se
tornem impossiveis de serem demonstradas, pois as mesmas dependem da resolucao
da questao anterior.

Logo, nesse momento, vamos adentrar em um dos maiores mistérios do
mundo da Matematica, mistério esse que fez grandes nomes da Matematica se

debrucarem em estudos na tentativa de desvenda-lo.

3.2 Definicao e Principais Autores

Vamos admitir aqui alguma familiaridade do leitor com o0s conceitos iniciais da
Teoria dos Numeros, como divisor, resto e quociente.

Definicdo 1: Dadoumnumeron € Z,comn > 0 e n # 1 dizemos que n € um namero
primo se possuir apenas dois divisores positivos distintos, sendo eles 1 e n.

Os numeros inteiros maiores do que 1 que ndo sdo primos, isto €, que nao
possuem apenas 0 1 e eles mesmos como divisores positivos, sdo chamados de
nameros compostos.

Definicdo 2: Um numero b € Z com b maior do que 1 € dito composto se nao for um
namero primo, ou seja, se b possuir no minimo trés divisores distintos positivos.

Note que as duas definicbes apresentadas sdo muito simples de serem
compreendidas, no entanto, apesar dessa simplicidade, é estranho pensar que isso
esconde o0 maior segredo da Matematica atualmente. Tiramos como reflexdo que é

muito facil formular problemas elementares que estejam ligados a esses numeros,
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dificil € provar. Isso mostra o quanto a Teoria dos nimeros é bela e a0 mesmo tempo
de uma complexidade inimaginavel.

Veja os exemplos a seguir para compreender melhor as definicdes acima.
Exemplo 1: O ndmero 7, por exemplo, € um nimero primo, pois ou unicos divisores
positivos de 7 sdo: 1 e 7.

Podemos representar o conjunto de divisores positivos de 7 por:

D(7)={1;7}

Em contrapartida, vamos verificar outro nimero no exemplo a seguir.
Exemplo 2: O niumero 8 ndo pode ser considerado um nimero primo, pois ele possui
mais do que dois divisores positivos. O conjunto que representa todos os divisores
positivos de 8 é:

D(8)= {1;2;4;8}

E importante salientar que, quando queremos saber se um niimero é ou n&o é
divisor de outro nimero, basta olharmos se o resto é ou ndo igual a 0.

Exemplo 3: O numero 8 pode ser dividido por 5?

Vamos efetuar essa divisao a seguir.

8=(1x5)+3

A patrtir do resultado obtido, tiramos como conclusdo de que 8 ndo pode ser
dividido por 5, logo, 8 ndo é multiplo de 5, pois o resto ndo é igual a 0.

Exemplo 4: O numero 65 é divisivel por 13?

Aqui ja caimos na situacao que nos interessa, pois:

65=5%x13+0

Nesse caso, obtivemos como quociente um namero inteiro e resto 0, logo, é
possivel afirmar que 65 € multiplo de 13 e, portanto,13 é divisor de 65.

Matematicamente, escrevemos que M é divisivel por Q como:

QM & M=XQ+0,comXe Z

Conclui-se que “M ser divisivel por Q" implica em “Q ser divisor de M” (Q|M), e
escreve-se Q + M para dizer que Q nao é divisor de M, ou seja, M ndo pode ser escrito
como M = XQ + 0 para X € Z, logo, M n&o € multiplo de Q.

Esse tema sobre divisores sera trabalhado com mais énfase quando formos
trabalhar com divisibilidade no conjunto dos inteiros.

Para iniciar nossa viagem pelo tempo, comegaremos com uma pergunta: vocé

ja parou para pensar no porqué os numeros primos sdo chamados de “primos”? Surgiu
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do nada? Para responder essa pergunta, iniciaremos com um dos matematicos mais

intrigantes e misteriosos que se tem conhecimento.

3.2.1 Pitagoras de Samos

Vocé provavelmente ao longo de sua jornada educacional com certeza ja teve
contato com o famoso Teorema de Pitagoras (se aplica no triangulo retangulo), no
entanto, apesar desse resultado ser o mais famoso de Pitdgoras, ndo foi sua Unica
contribuicdo para a Matematica. Os “numeros primos”, como conhecemos hoje foi
pensado muito provavelmente por Pitdgoras por volta dos anos 530 a.C. e ao contrario
do que se pensa, essa expressdo nao tem ligagao alguma com algum tipo de “grau
de familiaridade”, mas sim com o termo “primario” (SILVEIRA,2001).

A escola pitagorica citada acima prestava devo¢do ao numero 1 (em grego:
monad) que, para eles, era considerado a unidade fundamental, o bloco que constréi
outros blocos, em resumo, a origem. Em contrapartida, todos os restantes que eram
gerados pela origem eram denominados nimeros (em grego: arithmaos).

Vamos encarar essa diferenciagdo como o berco do surgimento desse mistério.
E nesse momento vocé deve estar se perguntando: Mas por qué? Vamos |4; logo
depois desse acontecido, Pitagoras percebeu que existiam dois tipos de nimeros, 0s
protoi arithmdi que eram 0s niUmeros primarios ou primos (esses nimeros nao podiam
ser gerados via multiplicacdo por outro niamero, a nao ser via préprio numero e a
origem) e os deuterdi arithmoi que eram nimeros secundarios que, ao contrario dos
protoi arithmoi, poderiam ser gerados por outros numeros, como por exemplo, 4 = 2 X
2e20=5x4.

Logo, ao final de todo o processo, 0 que conhecemos hoje como conjunto dos
naturais foi dividido em trés classes: monad, protoi arithmoi e os deuteroi arithmoi.

Logo adiante, vamos falar um pouco sobre Euclides de Alexandria e sera
possivel perceber uma influéncia dessas formulagcfes dos pitagoricos para a famosa

obra dos Elementos de Euclides e o TFA (Teorema Fundamental da Aritmética).
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3.2.2 Erastéstenes

Eratéstenes (276-194 a.C.) foi um brilhante matematico de seu tempo, além de
poeta, linguista e astronomo. E considerado por muitos como o pai da geografia pelo
fato de ter determinado com precisdo o perimetro da terra. Por seus célculos, a Terra
possuia 40.000 km de perimetro, e os calculos feitos nos dias atuais, com
equipamentos altamente precisos, revelam que a Terra possui 40.075,017 km, ou
seja, Eratostenes errou por 0,18%. Levando em consideracdo as limitagcbes e as
poucas ferramentas que ele possuia, essa margem de erro pode ser desconsiderada.

No entanto, daremos enfoque em seu lado como mateméatico, mais
precisamente em sua contribuicdo para 0os nimeros primos, pois ele foi responsavel
pela primeira ferramenta capaz de encontrar nimeros primos até um certo n, chamada
de o Crivo de Eratostenes. Esse método ainda pode ser utilizado até os dias atuais,
todavia torna-se de dificil manuseio caso n seja muito grande.

O crivo consiste basicamente em encontrar um primo da lista em ordem
crescente e, a partir dessa identificacdo, inicia-se o processo de eliminacdo de
nameros multiplos do primo identificado. Agora, para uma melhor compreensédo do
funcionamento do crivo de Eratéstenes, imagine que vocé queira determinar todos os
nameros primos até 50. Para isso, apresentamos a tabela 1 a seguir que lista todos

os inteiros de 2 até 50.

Tabela 1- Inteiros de 2 a 50
2 3 4 5 6 7 8
9 10 11 12 13 14 15
16 17 18 19 20 21 22
23 24 25 26 27 28 29
30 31 32 33 34 35 36
37 38 39 40 41 42 43

44 45 46 47 48 49 50
Fonte: Elaboracéo do autor.

Veremos agora como Eratéstenes pensou para conseguir todos os primos
dessa sequéncia.
i) O primeiro primo da lista € 2, logo cortaremos todos os multiplos de 2 (> 2).
4,6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 34, 36, 38, 40, 42, 44,
46, 48, 50.
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1)) O 3 é primo, corta-se todos os mdltiplos de 3 (> 3) (observe que restam
apenas multiplos impares).
9, 15, 21, 27, 33, 39, 45.
iii) O 5 é primo, corta-se todos os multiplos de 5 (> 5) (observe que s6 restam
0s multiplos que possuem fatores primos > 5).
25, 35.
iv) O 7 é primo, corta-se todos os multiplos de 7 (> 7) (observe que o0s
multiplos de 7 que sdo multiplos de 2, 3 e 5 ja foram retirados).
49.
Chegamos ao final com os nameros: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31,
37,41,43 e 47.
Mas por que ndo continuamos e fizemos para 0 11? Ou para 0 13? O processo
Se encerra N0 momento que vocé passa para o0 proximo numero primo da lista e nédo
encontra nenhum mudltiplo dele. Observe na lista final que, se féssemos cortar os
multiplos de 11 (préximo primo), ndo encontrariamos nenhum, pois, os multiplos de
11 (> 11) entre 2 e 50 sd0:22,33,44. Veja que dois deles sdo multiplos de 2 e o outro
€ multiplo de 3. O mesmo acontece para os multiplos de 13 (> 13) que séo: 26 e 39.
O crivo pode ser interpretado da seguinte maneira: Um nimero A sO vai ser
primo se ndo existir nenhum primo que é divisor de A4 no intervalo [1; 4 — 1], ou seja,
como o processo de corte ocorre da esquerda para a direita, para A ser um namero
primo, obrigatoriamente ele n&o deve ser identificado como composto e como ele néo
foi identificado como multiplo de nenhum outro primo antes dele, isso significa que ele
s6 pode ser primo. Para um melhor entendimento, observe os exemplos a seguir.
Exemplo 5: 21 é primo ou composto?
Pelo crivo, para 21 ser primo, ele obrigatoriamente n&o deve ser divisivel por nenhum
outro nimero primo entre [1; 21 — 1]. Vamos verificar se isso ocorre identificando os
primos entre 1 e 20 que sao: 2,3,5,7,11,13,17 e 19. Agora é possivel notar que 21 é
multiplo de 3 (3 € um namero primo), logo, 21 é composto.
Exemplo 6: 73 é primo ou composto?
Pela mesma linha de raciocinio do exemplo anterior, vamos verificar se 73 pode ser
dividido por algum numero primo entre 2 e 72. Os primos dessa sequéncia séo:
2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61,67 e 71. Note que nenhum dos

nameros primos da sequéncia é divisor de 73, logo, ele sé pode ser primo.
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A limitagdo do crivo ocorre caso o numero que venha a ser verificado for muito
grande, pois, se pararmos para pensar, 0S numeros primos ocorrem em uma
frequéncia bem menor do que compostos. Vamos verificar se isso € verdade? Imagine
a sequéncia de numeros que vai de 2 até 300. Podemos pressupor uma aproximacao
da porcentagem de primos ou compostos nessa sequéncia? Sim! Aplicando o crivo,
segue que:

- Retirando os pares maiores que 2 (149 nameros)

4, 6,8, 10,12, 14, 16, 18, 20, 22, 24, 26, 28, 30, 32, 34, 36, 38, 40, 42, 44, 46, 48, 50,
52, 54, 56, 58, 60, 62, 64, 66, 68, 70, 72, 74, 76, 78, 80, 82, 84, 86, 88, 90, 92, 94, 96,
98, 100, 102, 104, 106, 108, 110, 112, 114, 116, 118, 120, 122, 124, 126, 128, 130,
132, 134, 136, 138, 140, 142, 144, 146, 148, 150, 152, 154, 156, 158, 160, 162, 164,
166, 168, 170, 172, 174, 176, 178, 180, 182, 184, 186, 188, 190, 192, 194, 196, 198,
200, 202, 204, 206, 208, 210, 212, 214, 216, 218, 220, 222, 224, 226, 228, 230, 232,
234, 236, 238, 240, 242, 246, 248, 250, 252, 254, 256, 258, 260, 262, 264, 266, 268,
270, 272, 274, 276, 278, 280, 282, 284, 286, 288, 290, 292, 294, 296, 298, 300.
-Retirando impares multiplos de 3 (49 numeros)

9, 15, 21, 27, 33, 39, 45, 51, 57, 63, 69, 75, 81, 87, 93, 99, 105, 111, 117, 123, 129,
135, 141, 147, 153, 159, 165, 171, 177, 183, 189, 195, 201, 207, 213, 219, 225, 231,
237, 243, 249, 255, 261, 267, 273, 279, 285, 291, 297.

- Retirando multiplos de 5 (19 numeros)

25, 35, 55, 65, 85, 95, 115, 125, 145, 155, 175, 185, 205, 215, 235, 245, 265, 275,
295.

-Retirando multiplos de 7 (10 nimeros)

49, 77,91, 119, 133, 161, 203, 217, 259, 287.

-Retirando multiplos de 11 (5 nimeros)

121, 143, 187, 209, 253,

-Retirando multiplos de 13 (4 nimeros)

169, 221, 247, 299

-Retirando multiplos de 17 (1 niumero)

289.

Analisando a situacao inicial que envolvia 299 nameros e aplicando o crivo,
tivemos um total de: 149+49+19+10+5+4+1=237 nimeros compostos e somente 62
nameros primos que séo: 2, 3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59,
61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 127, 131, 137, 139, 149, 151,
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157, 163, 167, 173, 179, 181, 191, 193, 197, 199, 211, 223, 227, 229, 233, 239, 241,
251, 257, 263, 269, 271, 277, 281, 283, 293. Representando em porcentagem, a
guantidade de primos existentes entre 2 e 300, chegamos a aproximadamente
20,73% e isso pode servir como justificativa para a limitagdo do crivo, pois, conforme
0 numero a ser verificado aumente, a chance de ele ser composto é maior do que a
de ele ser primo.

Para um melhor esclarecimento, a frequéncia que primos ocorrem entre 2 e
500 € 17,43% que representa 87 dos 499 numeros e a quantidade de primos entre
2 e 1000 é exatamente 168 numeros que representa 16, 81% do total de 999 nimeros
(em todos os exemplos o niumero 1 € desconsiderado pois ndo é considerado um
namero primo e nem composto).

Buscar explicacfes para responder questfes ligadas a numeros primos €
sempre complexo, no entanto, em alguns casos, podemos cogitar algumas
suposicdes que tentam nos dar um norte para o problema.

Por exemplo, para responder essa questdo da chance de um ndmero
extremamente grande ser composto ao invés de primo podemos pensar no seguinte
argumento: quanto maior for o nimero, maior serdo as chances de ele ser multiplo
dos outros compostos ou primos antes dele, e se avangarmos mais ainda, 0 novo
namero pensado possui uma maior quantidade de nimeros antecessores a ele do que
0 anterior, inclusive, o novo ndmero pode ser multiplo do anterior que haviamos
pensado ja que ele pode ser muito maior do que 0 mesmo.

Nessa direcdo, um resultado muito interessante na Teoria dos numeros é
chamado “O deserto de nimeros primos”, que nos mostra a existéncia de longas
sequéncias de numeros inteiros positivos consecutivos, a qual ndo possui nenhum
namero primo. Outro ponto a ser destacado € que € possivel construir uma sequéncia
com a quantidade desejada de nUmeros que se queira, por exemplo, com 36,70, 140,
2584 ou 4054785484 numeros consecutivos tais que nenhum termo é primo.

Até esse momento, o leitor ja deve saber a diferenca entre um nimero primo e
um composto e, para compreendermos o resultado citado no paragrafo acima,
devemos saber que todo namero inteiro fatorial pode ser dividido por todos 0s outros
que entraram no processo multiplicativo até chegar no nimero fatorial, ou seja, p!
pode ser dividido por 1,2,3,4,5,6,.....,(p —2),(p — 1) e por p. Vamos tomar como

exemploo7!=7x6x5x4x3x2x1=75040, agora observe que 5040 é divisivel
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por todos os numeros que foram multiplicados para obté-lo e daqui tiramos como
conclusao que todo p! com p > 2 € um numero composto (portanto, ndo primo). Para
finalizar, devemos entender que, dados dois nimeros inteiros positivos multiplos de
a, a soma desses dois inteiros também serd um mdltiplo de a.

Segue que, sendo L e M os inteiroscom L =a X b e M = a X ¢ teremos:

L+M=ax(b+c)

Agora, seja p>2 um inteiro e considere a sequéncia de p numeros

consecutivos:
p'+2,p'+3,p'+4,p'+5,.....,p'+p

Observe que a sequéncia é formada apenas por numeros compostos
consecutivos, ja que p! é divisivel por 1,2,3,4,5,6,.....,(p —2),(p — 1) e p e dessa
maneira, p! + 2 € divisivel por 2, p! + 3 é divisivel por 3, p! + 4 é divisivel por 4, p! + 5
é divisivel por 5, até chegarmos que p! + p é divisivel por p. Assumindo um valor para
p = 8, por exemplo, segue que 8! = 40320 e

8'+2,8'+38'+4,8'+58!'+6,8 +7,8!+8
=40322,40323,40324,40325,40326,40327,40328

€ uma sequéncia formada inteiramente por 7 = p — 1 nameros compostos. Observe
que a quantidade de numeros da sequéncia € sempre uma unidade abaixo do valor
escolhido para p, pois € necessario excluir o p! + 1, uma vez que ndo se sabe a
natureza desse numero (primo ou composto). Se quisermos, por exemplo, 1 milhdo
de ndmeros inteiros consecutivos compostos, basta escolhermos p = 1.000.001 e
construirmos a lista p! + 2,p! + 3, ...,p! + p. Logo, tiramos como conclusdo que, ao
avangarmos no conjunto dos naturais, torna-se cada vez mais dificil encontrar um
namero primo, pois os desertos vao ficando cada vez maiores a medida que o niumero

tomado aumenta.

3.2.3 Euclides de Alexandria

Falar de Matematica e néo citar Euclides de Alexandria é praticamente um
pecado, visto que ele foi um matematico sem igual, que dispensa apresentacdes, um
dos maiores génios que a humanidade ja possuiu. Feliz foi aquele que teve o prazer
de estar ao seu lado.
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Euclides foi um dos matematicos mais importantes da Grécia e ganhou
destaque por sua famosa obra "Os Elementos", que até os dias atuais serve como
base para o ensino da Matematica, principalmente no que diz respeito a Geometria
Plana. A obra é constituida por um total de 13 livros nos quais ele trabalhou com varios
temas, incluindo Geometria Plana, Teoria dos Numeros, Teoria das Proporcdes e
Geometria no Espaco.

Se pararmos para pensar, tudo no universo é constituido pela menor parte
possivell Nao existe algo (matéria) que ndo satisfaca essa afirmacao. Isso implica que
tudo que existe no universo possui algo em comum: todas as coisas sao formadas por
diferentes tipos de atomos, mesmo que com caracteristicas diferentes, sdo todos
atomos. Fazendo uma analogia com a Matematica, vocé percebera que 0 universo
divide essa particularidade com os numeros, e Euclides foi o primeiro a perceber isso.

Como ja foi citado anteriormente, Pitagoras definiu que existiam dois tipos de
nameros (arithmaos), os Protdi arithmoi (numeros primos) e os Deuterdi arithmdi
(nimeros secundarios) e segundo eles os numeros secundarios poderiam ser
formados via multiplicacdo por outros numeros, como por exemplo, 136 =68 x 2 e
30 = 15 x 2. Euclides foi um pouco mais além e chegou a uma conclusédo de que
todos os numeros positivos, com excecdo do 1, podem ser representados via
multiplicacdo por fatores primos e esse é um dos resultados mais importantes da
Teoria dos Numeros e é conhecido como TFA (Teorema Fundamental da Aritmética),
ou seja, naverdade 0 136 =2x2x2x17e30=2x3 X 5.

Chegamos a conclusao de que, igualmente ao universo, 0os humeros também
possuem uma espécie de atomo, os nimeros primos. E importante destacar que,
apesar de Euclides ter sido o primeiro a pensar no TFA, ele s6 foi demonstrado
completamente por Gauss em 1801 na obra Disquisitiones Arithmeticae.

Teorema 1 (Teorema Fundamental da Aritmética): Seja n = 2 um numero natural.
Podemos escrever n de uma unica forma como um produto de primos (MARTINEZ et
al., s.d).

N&o estando satisfeito, Euclides foi o primeiro a demonstrar a infinidade dos
nameros primos através de uma forma de demonstracdo conhecida hoje como:
Demonstracédo por contradicdo (reducéo ao absurdo). Esse tipo de demonstragéo
consiste em negar ou assumir como verdade o que se pretende demonstrar e chegar

a um resultado oposto ao que foi assumido.
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3.2.3.1 Infinitude dos primos e a demonstragdo de Euclides

Teorema 2: Os numeros primos ocorrem infinitamente.
Demonstracdo: Para fazer a demonstragdo, Euclides sup0s que a quantidade de
nameros primos é finita e determinou um que seria 0 maior de todos, vamos nos referir
a ele como Mp (maior primo) e o conjunto de todos 0s numeros primos Cp (conjunto
de todos os primos). Teriamos:

Cp=(2,3,57,...,Mp)

A partir desse conjunto, é possivel construir um novo niumero maior do que

todos dentro dele e teriamos N (hovo numero) como:
N=2X3X5X7X..xMp+1

O numero 1 foi somado estrategicamente para que N nao seja divisivel por nenhum

primo do conjunto, ou seja, a divisdo de N por qualquer primo do conjunto sempre

deixaré resto 1.

Chegamos a conclusdo de que N pode ser primo ou composto e se ele for
primo, temos a contradicdo e a demonstracao estara concluida, pois inicialmente foi
tomado que Mp seria 0 maior primo e N > Mp. Em contrapartida, se N for composto,
pelo TFA, ele pode ser representado por fatores primos, no entanto, N nao é divisivel
por nenhum outro primo do conjunto, logo, existem nameros primos que sao fatores
de N e sdo maiores que Mp e chegamos a uma contradicdo novamente. Desse modo,
fica demonstrado que 0os numeros primos ocorrem infinitamente.m

Observe o0s exemplos a seguir para compreender numericamente a
demonstragao.

Exemplo 7: Vamos supor que o maior nimero primo seja Mp = 11. Logo;
Cp=(2,3,5711)
N=2Xx3x5x7x11+1
U
N = 2311.
Como vimos acima, N nao é divisivel por nenhum primo de Cp.ISso significa que ele
pode ser primo ou composto e de fato 2311 é um numero primo e 2311 > 11.
Exemplo 8: Supondo que o maior primo seja Mp = 13. Logo;
Cp=(2,3,57,11,13)
N=2xXx3x5x7x11x13+1
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U
N =30031

Pela mesma linha de raciocinio, s6 existem duas possibilidades para N, ser
primo ou composto e, nesse caso, 30031 ndo € um namero primo, porém, pelo TFA
ele pode ser representado por fatores primos e esses fatores ndo pertencem a
Cp =(2,3,5,7,11,13), pois, 30031 nao é multiplo de nenhum primo do conjunto. Os
fatores primos de 30031 = 59 x 509 e percebemos que 59 > 13 assim como 509 >
13.

3.2.4 Marin Mersenne

Marin Mersenne (1588-1648) foi, na verdade, um padre que se formou em um
colégio jesuita. No entanto, desde muito cedo demonstrou grande interesse pelos
estudos em areas cientificas, com destaque para a Matemética. Mersenne chegou a
expressar sua insatisfacdo devido a auséncia de lugares onde estudiosos pudessem

se reunir para debater descobertas.

Mersenne lamentava o facto de ndo existir na altura uma organizagéo formal
onde os estudiosos da época se pudessem encontrar regularmente para
trocar e discutir ideias e descobertas. Assim, disponibilizou o seu préprio
quarto no convento Minim para que se pudessem encontrar estudiosos da
época, dando origem aos primeiros encontros regulares de matematicos que
decorreram continuamente desde 1635 até a morte de Mersenne em 1648.
(COSTA, 2015 p.50)

Mersenne ficou bastante conhecido por trocar correspondéncias com outros
pesquisadores da época na tentativa de estimular o desenvolvimento cientifico.

Como ja foi mencionado anteriormente, 0s ndmeros primos parecem se
esquivar de qualquer expressao que tente representa-los, nesse sentido, “Até os dias
atuais ndo se conhece uma férmula simples para gerar grandes nimeros primos.
Porém existem formulas que geram familias interessantes de ndameros primos”
(MOREIRA; SALDANHA, 2008 p.41). Um exemplo de expressao que € capaz de gerar
nameros primos interessantes e grandes foi desenvolvida justamente por Mer
senne, que se dedicou ao estudo dos nimeros primos, mas especificamente na busca
por uma expressdo que pudesse representar apenas numeros primos e chegou na

seguinte expressao:
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e definiu que se 2™ — 1 for primo, entdo n também sera primo, no entanto, o contrario
nem sempre é verdade, ou seja, partindo do fato de n ser primo ndo se pode afirmar
que M,, serd um numero primo.

Antes de morrer, ele publicou um trabalho que demonstrava o poder de sua
expressao no qual ele afirma que paran = 2,3,5,7,13,17,19,31,67,127 e 257, M,,
sera primo e M,, seria composto para todos os primos menores que 257 diferentes
dos da lista. No entanto, tempos depois, foi constatado por alguns matematicos que
Mersenne cometeu algumas falhas pois foi verificado que Mg, € M,57 na verdade sao
compostos e Mg, Mgg € M1o7; que ndo estavam na lista eram primos.

Atualmente, a verificacdo de nUmeros extremamente grandes é feita através de
computadores, o que nos faz refletir sobre como Mersenne chegou a concluséo de
que M, € primo, por exemplo, pois se trata de um nimero extremamente grande.
Para termos uma ideia da complexidade desse numero, vamos pegar um n = 23 e
aplicar a expresséao. Logo:

M,; =223 -1
=(220x23 -1
= (1048576 x 8) — 1
= 8388608 — 1
= 8388607
Observe que 127 € mais que cinco vezes maior do que 23, entao;
My = (215 x 212) -1
M;,, = (8388608° x 212) — 1
M,,, = 83886085° x 4096 — 1
M7 = 170141183460469231731687303715884105727

Se levarmos em consideragédo que, na época em que Mersenne afirmou que
esse namero € primo, ele ndo tinha a sua disposi¢cao muitas ferramentas tecnoldgicas,
essa afirmacdo se torna algo extraordinariamente fantastico e nos mostra que a
Matematica é uma ciéncia que se, manuseada corretamente, é capaz de fazer coisas

realmente admiraveis.
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3.2.5 Johann Carl Friedrich Gauss

Considerado por muitos como o Principe da Matematica, Gauss foi um
matematico alemao nascido em 1777 e fez contribuicbes em diversas areas da
Matemdtica, inclusive na Teoria dos Numeros.

Gauss percebeu que, apesar de grandes matematicos se debrucarem em
estudos e pesquisas na tentativa de encontrar uma formula que representasse a lista
de nimeros primos, o problema parecia impossivel nessa perspectiva. Dessa forma,
Gauss adotou outra estratégia: ao invés de procurar uma férmula que representasse
esses numeros, ele se empenhou em estudar a distribuicdo deles. Tudo comegou em
1792, quando ele tinha 15 anos de idade. Pouco tempo depois, recebeu de presente
um livro de logaritmos e, ao final do livro, havia uma lista de nimeros primos em anexo.
Como qualguer pessoa que tenha contato e certa intimidade com numeros, ele foi
cativado pela curiosidade de entendé-los (SAUTOY,2007). Gragas a esse anexo, ele
percebeu que, apesar de serem temas aparentemente distintos matematicamente,
ainda assim eles tinham uma ligacdo. Gauss confirmou essa ligagdo como um bom
matematico, atraves de varios calculos.

A estratégia utilizada por Gauss foi verificar a quantidade de nimeros primos
existentes em intervalos diferentes, por exemplo, a quantidade de primos entre 1 e
100, entre 1 e 1.000 e assim sucessivamente. Para generalizar, se considerassemos
0 numero N, existiria alguma maneira de verificar a provavel quantidade de primos
entre 1 e N? Escolhendo N = 100, a quantidade de primos entre 1 e 100 é igual 25,

concluimos que se escolhéssemos um namero aleatorio desse intervalo, a chance de
. , ~ 1
ele ser primo esta na razao de n (25%).

No entanto, Gauss foi mais afundo e verificou como essa propor¢cao se

comporta caso o intervalo tomado aumente, por exemplo, entre 1 e 1.000 existem 168
, . . . . 1 , .
nameros primos o que implica em aproximadamente A de numeros primos, ou

16,6666 ... %.

N&o podemos esquecer que ele ja estava munido de uma tabela com milhares
de numeros primos. Portanto, essa verificacdo da quantidade de primos foi facilitada.
No entanto, para Gauss, a quantidade de primos era apenas o inicio. O que ele
realmente buscava era um padrédo a medida que o intervalo aumentasse, e ele obteve

éxito em sua procura, acabou descobrindo uma regularidade fascinante (vale ressaltar
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que encontrar padrdes em qualquer assunto que envolva numeros primos dificilmente
acontece, e quando acontece, prova-los se torna uma tarefa ardua).

A Tabela 2 a seguir, nos mostra a quantidade de primos existentes entre 1 e
10“ (poténcias de dez) e a média entre um numero primo e outro no decorrer de cada

poténcia de dez.

Tabela 2- Quantidade de primos entre 1 e N
N Primos entre 1 e N (chamado de #(N)) Média entre primos

10? 4 2,5
102 25 4

103 168 6

10* 1229 8,1
10° 9592 10,4
10° 78498 12,7
107 664579 15
108 5761455 17,4
10° 50847534 19,7
1010 455052511 22

Fonte: Elaboracéo do autor

Agora, observe atentamente a coluna que indica a média entre primos,
propositalmente destacada em negrito. Consegue notar um padréo? Se observarmos
cuidadosamente, poderemos perceber que a medida em que N aumenta, a diferenca
entre as médias tende a 2, 3 e dessa forma, Gauss constatou que 0s nimeros primos

estdo ligados com logaritmos em que a base ndo é uma poténcia de 10.

A descoberta de Gauss foi o fato de que os primos podem ser contados
usando-se logaritmos cuja base é um nimero especial, chamado e, que, com
12 casas decimais, tem o valor de 2.718 281 828 459... (da mesma forma
gue 7, esse numero possui uma expansdo decimal infinita sem padrdes
repetitivos). O nimero e é tao importante quanto 7, ocorrendo em toda parte
no mundo matematico. E por isso que os logaritmos na base e sdo chamados
“naturais”. (SAUTOY, 2007, p.72)

Dessa forma, Gauss chegou na seguinte conjectura: “entre os numeros 1 a N,
aproximadamente 1 em cada log(N) sera primo (onde log(N) denota o logaritmo de
N na base e)” (SAUTOY, 2007, p.72). Assim, ele concluiu que poderia estimar uma

aproximacéo para a quantidade de primos entre 1 e N da seguinte maneira:

t(N)

“log(\)
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onde (N) representa a quantidade de primos entre 1 e N. Vale ressaltar que m ndo
deve ser interpretado em seu valor real, 3,1415... Devemos pensar nele apenas como
algo que foi usado para dar nome a essa nova contagem de primos, por exemplo,
m(100) = 25, m(1000) = 168 e assim segue-se tomando N = 10%.

3.2.6 Georg Friedrich Bernhard Riemann

Em Souza (2022), Georg Friedrich Bernhard Riemann, o discipulo mais
brilhante de Gauss, nascido na Alemanha em 1826, da mesma forma que Gauss,
demonstrou um grande interesse pelos nimeros primos quando leu sobre eles em um
livro. Foi em 1859 que o mesmo fez uma descoberta notavel que se tornaria a mais
significativa para a teoria dos nimeros primos e também esconderia um dos maiores
mistérios da rainha das Matematicas (Teoria dos NUmeros).

A Hipoétese de Riemann teve inicio quando ele estudou a funcéo { (zeta) de

Euler que é representada por:

© 1
= — >1
(o) anl o com o

Euler trabalhava com a funcéo zeta aplicada aos niumeros R (reais), Riemann
por outro lado, utilizou a funcdo zeta aplicada aos numeros C (complexos) e dessa
forma, ficou conhecida como fungdo Zeta de Riemann. Riemann deu a seguinte
definicdo para a funcao.

Definicdo 3: A funcéo Zeta de Riemann { é definida para uma variavel complexa s

pela seguinte série (THOME,s.d, p.3).

o)

1
=) =

ns
n=1

Riemann identifica, nesse momento, uma regularidade na disposi¢cédo de todos
0S zeros nao triviais que residem na reta critica Re(s) = % comseCene N (LIMA,
2022, p.27). Além disso, Riemann adicionou em sua hipotese que 0s zeros nao triviais

~ 1, .
de sua funcéo sdo da forma z = ;timcompue R.

Hip6tese de Riemann: Todos 0s zeros nao triviais da funcéo {(s) pertencem a reta
critica. (FRITSCHE; SUGUIMOTO, 2015).
Através de calculos computacionais, ja foram encontradas incontaveis

guantidades de raizes sobre a reta critica, no entanto, isso ndo adianta muita coisa,
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pois, algo s6 é considerado como uma verdade absoluta, matematicamente falando,
a partir do momento em que se é demonstrado.
Observe a figura 3 a seguir que nos da uma ideia de como € interpretada

graficamente a Hipdtese de Riemann.

Figura 3- Representacao grafica da Hipotese de Riemann

eixo imaginario
faixa critica 0<Re(s)<1

A i A

linha critica

N

- 4 ° + » eixo real

zeros triviais (-2,-4,-6,...)

Fonte: LIMA, HERONILZA SILVA, 2022, p.28)
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4 NUMEROS PRIMOS E CRIPTOGRAFIA

Um dos primeiros exemplos historicos de criptografia remonta aos tempos do
Imperador Julio César, que a utilizava para se comunicar com seus soldados em
campanhas pela Europa. Esse método de criptografia consistia na substituicdo de
cada letra por outra localizada a uma certa quantidade de casas a frente no alfabeto.
Esse processo ficou conhecido como cifra de César (MOLINARI, 2016).

Hoje em dia, o algoritmo de criptografia mais reconhecido globalmente é o RSA.
Este método de protecdo de dados foi desenvolvido em 1978 por um grupo de
estudantes do Instituto de Tecnologia de Massachusetts (MIT), composto por R.L.
Rivest, A. Shamir e L. Adleman.

A implementacdo do método RSA envolve duas coisas fundamentais: dois
nameros primos, geralmente denominados p e q. Ao usar o método RSA para
criptografar uma mensagem, é suficiente conhecer o produto desses dois nimeros
primos, que chamaremos de n. No entanto, para decodificar a mensagem, é
necessario ter acesso tanto a p quanto a q. Portanto, o sistema de chave do RSA é
essencialmente constituido pelo nimero n = pq, que € a chave publica
compartilhada com todos, e pelas chaves de decodificagdo privadas, que sao
justamente os numeros primos escolhidos. (COUTINHO, 2001).

Se pararmos para pensar, 0 sistema RSA tem um funcionamento
aparentemente simples: dois nimeros primos e o produto desses dois nimeros. No
entanto, a complexidade se deve ao fato de que os numeros primos escolhidos sao
extremamente grandes e o produto resultante ainda maior. Dessa forma, o sistema
RSA garante uma seguranca bastante confiavel, uma vez que fatorar o produto de
dois nimeros primos imensos seria uma tarefa impossivel ou que demandaria um
tempo suficientemente grande (LIMA, 2022).

Para compreendermos melhor como funciona esse modelo de criptografia,
vamos introduzir a definicdo de congruéncia modular.

Definig&o 4: Congruéncia Modulo n. de acordo com IEZZI (2003):

Consideremos a e b € Z quaisquer e n um outro inteiro positivo. Dizemos que a é
cbngruo a b médulo n, se e somente se, n|(a — b), ou seja, (a — b) =nq, comq €
Z. Utilizaremos a seguinte notag&o para expressar essa relacao:

a = b(modn)
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Mas enfim o que significa a = b(mod n)? Essa relacdo nos mostra que a
divisdo de a por n e de b por n deixam restos iguais. Para entendermos melhor, vamos
relacionar a congruéncia com algo que nos deparamos constantemente no dia a dia.

Sabemos que um dia terrestre possui aproximadamente 24h, no entanto, 0s
reldgios s6 possuem um ciclo com 12h. Utilizando congruéncia modulo n, como saber
que 14h na verdade significa duas da tarde? Para isso, vamos considerar a = 14 e
n = 12. Teremos

14 = b(mod 12) < n|(14 — b)
Para encontrarmos b, basta dividir a por n, dessa forma, segue que:

a_14 14=12%x1+2
—_= — = X
n 12

e percebemos que o resto da divisdo é 2. Concluimos que 14 = 2(mod12), pois, b =
2 satisfaz a condicdo n|(14 — b) e dai tiramos que 14h na verdade significa duas
horas.

Nesse momento, vamos codificar e decodificar uma mensagem com 3 letras
utilizando o sistema RSA. Vejamos para a palavra “SEU” e segue que os cédigos para

pré-codificacdo estdo representados na tabela 3 a seguir.

Tabela 3- Cédigos para pré-codificacdo

A B C D E F G H I J K L M
10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22
N O P Q R S T U \% w X Y Z

23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35
Fonte: Elaborag&o do autor

Agora, nesse momento, assim como fazia Julio Cesar, vamos codificar a
mensagem “SEU” tomando como base a Tabela 3, obtendo o cédigo a seguir:
SEU: 281430
Por fim, escolhnemos dois numeros primos aleatdrios que serdo a chave para
decodificar a mensagem.
p=5eq=7
Como ja4 temos a chave privada, podemos criar a chave publica apenas
multiplicando os dois numeros escolhidos, dessa forma teremos:

Chave de codificagdo: n = p X q = 35
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Para iniciar a codificag&o utilizaremos a relagéo v9 = b(mod(n)), onde g é um
dos numeros primos escolhidos para criar a chave publica, nesse caso utilizaremos
g = 7 e v sdo os numeros de dois algarismos decorrentes da pré-codificacao.

Logo, para obtermos a mensagem criptografada é necessario resolver as
seguintes operagoes:

287 = b(mod 35)
U
b=17
147 = b(mod 35)
U
b =14
307 = b(mod 35)
U
b =30
por fim, a mensagem final € 71430.

A regra para a decodificacdo no método RSA € semelhante a codificacdo, mas
requer o conhecimento das chaves privadas. Enquanto na codificacdo usamos a
chave publica (0 numero n) para criptografar a mensagem, na decodificacao
utilizaremos as chaves privadas (0s numeros p e q) para decodificar a mensagem e
revelar seu verdadeiro conteudo.

Para decodificar a mensagem é necessaria uma chave de decodificacédo

(n,d), onde d é obtido pela relacéo:

gxd= 1mod((p —1)(q — 1))

Substituindo teremos:
7 X d = 1(mod 24)
U
d=7
pois 49 = 1mod(24).
Observe que, nesse momento, a seguranca do sistema RSA se mostra, pois
como alguém vai conseguir uma chave de decodificacdo (n, d) sem conhecer g? Vale

lembrar que esse exemplo € meramente ilustrativo, pois fatorar o 35 € algo
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extremamente f4cil. No entanto, como ja foi dito, o sistema RSA utiliza nUmeros primos
com uma grande quantidade de digitos.
Agora, utilizaremos a relacdo b? = v(mod n) para decodificar a mensagem,
onde v é a mensagem pré-codificada que se pretende.
Segue que:
77 = v(mod 35)
U
v =28
147 = v(mod 35)
U
v=14
307 = v(mod 35)
U
v=30
Logo, a mensagem € 281430, e agora basta olhar na Tabela 3 para finalizar a
decodificagdo, retornando a palavra 'SEU' como resultado.

4.1 Hipotese de Riemann e o Impacto no Modelo RSA

Como ja mencionado anteriormente, a Hip6tese de Riemann é um grande
problema em aberto na Matematica, revelando um conhecimento avancado no estudo
da distribuicdo infinita dos nimeros primos. No entanto, ela também esté relacionada
a algo reconhecido como uma preocupacéo global e de importancia gigantesca: a
seguranca na rede (internet) e, em termos gerais, o sigilo de dados.

Atualmente, todo tipo de acéo realizada em meio virtual exige uma confirmacao.
Por exemplo, uma compra online exigird que vocé forneca o numero do cartdo de
credito, ou até mesmo no momento em que precisamos digitar a senha para entrar no
aplicativo do banco. Enfim, sdo incontaveis as situagcdes em que é necessario lidar
com dados/informagfes sigilosas. No entanto, gracas a criptografia, esses dados
podem ser mascarados, como vimos anteriormente, sendo a forma mais utilizada
desse processo a criptografia RSA.

Mas qual seria o impacto que uma demonstracdo da Hipotese de Riemann

traria para esse sistema? Uma prova de que realmente todos 0s zeros nao triviais da
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funcdo Zeta estao distribuidos na reta critica 1/2 seria o suficiente para possibilitar o
aprimoramento de uma férmula que busca nameros primos no infinito. Entretanto, é
precisamente nesta abordagem que reside a ameaca a seguranca do modelo de
criptografia RSA, como ja vimos anteriormente: a chave n é publica e € um nimero
extremamente grande. Apesar disso, se conseguirmos fatorar esse numero, torna-se
trivial determinar os valores de p e q, que sdo 0s numeros primos que compdem as
chaves privadas. Portanto, a capacidade de fatorar n implica na quebra do codigo
(OKUMURA,2014).

De acordo com nossos estudos e pesquisa a hipétesse de Riemann que, na
verdade ainda é uma conjectura, se solucionada, pode aperfeicoar uma
férmula capaz de obter a fatoragdo da chave puablica n presente nas
codificagbes de mensagens criptografas e alcancar as chaves privadas p e q
para decodificacdo de mensagens codificadas pelo modelo de criptografia
RSA. (LIMA,2022, p.43)

Portanto, a Hipotese de Riemann, apesar de representar um grande avanco
para a area da Teoria dos NUmeros, pode representar um grande perigo no que diz
respeito a seguranca dos dados e, dessa forma, fazer com que novos modelos de

criptografia sejam criados ou implementados para oferecer uma maior protecao.
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5 PONTO DE PARTIDA

Nesse momento, vamos dar continuidade ao assunto iniciado no Capitulo 3,
Exemplo 4 do Toépico 3.2, de uma forma mais completa, enunciando suas
propriedades que estéo diretamente relacionadas com a origem deste trabalho.

Falar em divisdo € algo comum no dia a dia da sociedade contemporanea.
Estamos cercados por divisées em todos os momentos. Por exemplo, o dia é dividido
em vinte e quatro horas, uma pizza geralmente € dividida em 8 pedacos, e um ano
pode ser dividido em dois semestres, quatro trimestres ou seis bimestres. Enfim, isso
se tornou algo tdo normal que, por vezes, nem nos damos conta de que estamos
utilizando a divisédo para realizar algo.

Antes de adentrarmos nesse tema, € essencial ter em mente algo que é
fundamental para o bom entendimento do assunto: os multiplos. Vale ressaltar que,
como estamos lidando apenas com numeros primos positivos, desconsideraremos o

conjunto dos numeros inteiros negativos ao abordarmos multiplos e divisibilidade.

5.1 Mdltiplos de um Numero Inteiro

Ao abordarmos esse tema, estamos basicamente nos referindo a
caracteristicas dos numeros primos e dos numeros secundarios (compostos)
apresentadas pelos Pitagoricos, como foi visto no capitulo 3, tépico 3.2.1.

Matematicamente, diz-se que um numero inteiro € multiplo de outro inteiro pela
seguinte definigéo:

Definigcdo 5: Dados dois nimeros inteiros p e n, nesse caso, p sera multiplo de n se
existir um unico inteiro a, de tal forma que p possa ser representado por:
p=nxa
Generalizando, vejamos a definicdo a seguir.
Definicdo 6: Dado o numero inteiro positivo n, o conjunto de todos os mdultiplos
positivos de n é representado por:
M(n) = {0; 1n;2n;3n;4n; ... ... .. }
Dessa forma, analisando o conjunto acima, percebemos que todos 0s niumeros

que ndo sao multiplos de n consequentemente estardo entre dois multiplos
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consecutivos de n, ou seja, dado o numero positivo u, com u # 0; n; 2n; ...., temos que
u estara entre um dos conjuntos de multiplos a seguir.

O<u<n),(n<u<2n),2n<u<3n),3n<u<i4n),......

Para um melhor entendimento, vamos considerar n = 7, dai temos que:
M(7) ={0;7;14;21;28; ... ... ... }
e sejau = 10. Segue que:
(7<10< 14)

e dessa forma constatamos que nesse exemplo u esta entre (n < u < 2n).

Da Definicdo 5, como 0 € Z e sabemos que qualquer que seja 0 numero
multiplicado por 0 sera sempre 0, ou seja, o numero 0 é multiplo de todo e qualquer
namero inteiro. Esse fato serd importante para verificarmos se um nimero é ou néo é
multiplo de um nimero primo maior do que ou igual a 7 na aplicagéo do critério logo

adiante.

5.2 Divisibilidade no Conjunto dos Inteiros

Se tratando de divisdo, sabemos que no conjunto dos numeros inteiros, uma
divisdo pode ser possivel ou ndo (exata ou ndo). A partir disso, torna-se extremamente
necessario conhecermos divisibilidade no conjunto dos inteiros além de entendermos

suas definicdes e suas propriedades

5.2.1 Defini¢éo e propriedades

Definicao 7: Dados dois numeros positivos ¢,d € Z, diremos que c divide d se existir
um numero inteiro q de tal forma que d = cq.

Dessa definicdo, dizemos também que c|d (c é divisor de d) e por
consequéncia, d é divisivel por c. Além disso, como vimos no tépico acima, como d
pode ser representado por cq com q € Z, isso implica que d € multiplo de c. Veja os
exemplos a seguir.

Exemplo 9: Perceba que 3|21, pois existe um inteiro q = 7 tal que 21 = 3 X 7 e dessa

forma percebemos também que 21 é multiplo de 3.
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Exemplo 10: Agora observe que 4 t 19 (4 néo é divisor de 19), pois 0 inteiro g nao
existira nesse caso, consequentemente 19 ndo € mdultiplo de 4, porém estara entre
dois multiplos dele. Considerando u = 19, temos que:
(16 < 19 < 20)
Da definicdo anterior, obtém-se as seguintes proposicoes:

Proposicédo 1: Dados a, b e c inteiros ndo nulos, segue que:

) 1|a, a|a, 0|a;

i) Se a|b e b|c, entio a|c;

iii) albec|d = ac|bd,

iv) a|b se,e somente se, |a| divide |b|;

Demonstraremos ii).

Demonstracdo: Pela definicdo 7, se a|b e b|c, nesse caso existirdo inteiros p, m € Z
de tal forma que:
b =ap
c=bm= c=(apm

Dessa forma, como queremos demonstrar que: se a|b e b|c = a|c e jA conhecemos
b e c, vamos trabalhar com substituicdes e ao final verificar se existe um inteiro k de
tal forma que ¢ = ak, em que k = pm. Portanto, se a|b e b|c, isso implica que a|c,
COmo gueriamos mostrar. =

Proposicéo 2: Se a,b,c € Z de tal forma que alb e alc, entdo a|b + c.

Demonstracdo: Pela definicdo 7, se a|b e a|c, entdo existem inteiros p e q tais que:
b=ap
c=aq
e como queremos provar a|b + ¢, devemos somar as duas expressoes. Segue que:
b+c=ap+aq
que, utilizando a propriedade distributiva, colocando a em evidéncia, temos que:
b+c=alp+q)
de onde concluimos que, se p e q séo inteiros, a soma deles resultara em um namero
inteiro, dessa forma:

Pptq=wwelZL
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Logo, podemos reescrever o resultado b + ¢ = a(p + q) como:
b+ c=aw
de onde concluimos que a|b + c. =

Proposicédo 3: Se a,b,c € Z de tal forma que a|b e alc, entdo a|b — ¢

Demonstracdo: Novamente, pela definicdo 7, se a|b e a|c, entdo existem inteiros p e

q tais que:

Dessa forma, segue que:
b—c=ap—aq
=a(p—q)
de onde conclui-se que, como (p — q) € Z, tem-se

b—c=al,l=p—q€Z =

Proposicéo 4: Sejam a,b,c € Z. Se a|b e a|c, entdo a|(bm + cn), comm,n € Z.

Demonstracéo: Se a|b e a|c, entdo pela Definicdo 7, segue que existem inteiros g e
k de tal forma que:

b=ag

c = ak.
Logo, considerando os inteiros m e n e multiplicando em ambos respectivamente,
temos que:
bm = (ag)m
cn = (ak)n.
Agora, como queremos provar que a|(bm + cn), devemos soma-las. Segue que:
bm+ cn = (ag)m+ (ak)n
= agm + akn
=a(gm+ kn).
Dessa forma, como (gm + kn) € Z, vamos chama-lo de w. Isso nos leva a conclusao
de que a|(bm + cn), pois existe o inteiro w tal que:

bm+cn=aw.nm
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6 GENESIS DO TRABALHO

A ideia dessa monografia foi concebida inicialmente apds a aplicacdo de uma
prova da disciplina de Algebra Abstrata no periodo 2023.1, ministrada pelo Prof. Dr.
Raimundo Cavalcante Maranh&o Neto, da Universidade Federal do Norte do
Tocantins, campus de Araguaina. A questédo pedia aos discentes que enunciassem e
demonstrassem um critério de divisibilidade por sete. Como se tratava de um namero
primo, naquele momento, a resolucdo da questdo nado foi desenvolvida de forma
adequada e esperada pelo professor.

No entanto, a fascinacdo por buscar padrdes numéricos ou algo que tenha
sentido I6gico matematicamente entrou em cena mais uma vez na busca por uma
resposta para a questao. Dias apds a prova, como em um estalo, uma das possiveis
respostas para a questédo (podendo haver inimeras) se apresentou como algo muito
simples de se compreender numericamente.

Por fim, a nova ideia foi apresentada ao orientador desta monografia, que ja
estava ciente de que o objetivo era realizar uma pesquisa baseada em nuameros
primos e em algo que, de certa forma, fosse uma nova formulagéo. Espantosamente,
uma simples ideia trazia consigo uma bagagem repleta de implicacdes légicas e
matematicas, sendo prontamente proposta pelo orientador como tema da pesquisa.

O leitor deve estar se perguntando por que o critério é valido apenas para
primos maiores do que ou iguais a 7, e isso sera explicado no decorrer do
desenvolvimento desta monografia.

Mas, afinal, o que vem a ser um critério de divisibilidade?

6.1 O que € um Critério de Divisibilidade?

Analisando o significado da palavra critério, veremos que € um termo utilizado
para se referir a um conjunto de regras, principios, padrdes ou diretrizes usados para
julgar, avaliar, classificar ou tomar decisdes sobre algo. Além disso, os critérios séo
usados para determinar a qualidade, a adequacao ou o valor de algo em relagéo a um
determinado objetivo.

Trazendo para o contexto que pretendemos, podemos dizer que um critério de
divisibilidade diz respeito a padrdes que determinados nimeros devem possuir para

serem divisiveis por outro niumero, ou seja, podemos dizer que n|a se, e somente se,
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a possuir algum padrao ou caracteristica que faca com que ele se encaixe em um dos

multiplos de n.

6.2 Alguns Critérios de Divisibilidade

6.2.1 Critério de divisibilidade por 2

Teorema 3: Dado um namero natural qualquer p, ele sera divisivel por 2 se, e somente

se, o Ultimo algarismo de p for par.

Demonstracdo: Seja p um numero escrito na base 10, ou seja,
p=a,10"+a,_ ;10" ! + ...+ a,10% + a;10' + a,
onde,0<a; <9V1<i<n,enc€ N.Agora, note que, de a,, 10" até a;10* temos o
namero 10 como termo comum, logo, podemos reescrever P da seguinte forma:
p=10(a, 10" ! +a, ;10" 2 + .-+ a,10' + a,) + a,
e agora reescrevemos P como:
p=Q+ap
onde Q = 10(a,10" 1 + a,_ 110" % + --- + a,10! + a,). Temos que 10 = 2 x 5 e iSSO
significa que 2|Q, além disso, nessas condi¢fes, Q sempre sera um numero par. Dali,
segue que:
2|P < 2]|ay
< ag=2t,t € Z
de onde concluimos que a, deve ser par, ou seja, ap +# 1,3,5,7,9. m
Exemplo 11: O numero 854726 é divisivel por 2?
Note que, chamando P = 854726, temos que ele também pode ser escrito como;
P=8x10°+5x10*+4x103+7x10%2+2x 101+ 6
e vemos facilmente que o ultimo digito € 6 que € multiplo de 2. Logo, 2|854726.
Exemplo 12: O namero 3419 é divisivel por 2?
Considerando p = 3 x 103 + 4 x 10%2 + 1 x 10" + 9, de onde concluimos que o ultimo
digito € 9, ou seja, 2 + 3419.
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6.2.2 Critério de divisibilidade por 3

Teorema 4: Dado p um namero natural, p sera divisivel por 3 se, e somente se, a

soma dos digitos de p for divisivel por 3.

Demonstracdo: Assim como na demonstracao acima, vamos considerar P como
p=a,10"+a,_ 410" 1 + ...+ a,10% + a;10! + q,
de onde tiramos que a representacao decimal de p é (a,a,_;.... aza,a,). Agora, note
que 9 = 10 — 1, ou seja, toda poténcia de 10™ = 999 ....999 + 1, onde 0 9 se repetira
n vezes. Dai, segue que
p =(a,999..99+a, 1999..9+ -+ a,99+a9) + (a,+a, 1+ -+a +a;+
ay),
e agora, chamaremos D = (a,999..99 + a,,_1999..9+ - + a,99 + a;9) e dessa
forma é possivel notar que 3|D. Seguindo com a demonstracdo do critério, vamos
supor que p seja divisivel por 3. Com isso, como sabemos que 3|D e estamos supondo
que 3|p, pela proposicao 3, temos que
3|p —D.
No entanto:
p—-D=a,+a, 1+ +a,+a;+a
gue € justamente a soma dos algarismos de p. m
Exemplo 13: Os nimeros 478 e 594 sdo divisiveis por 37?
Para 478 temos que a soma de seus algarismos resulta em 19, ou seja, 3119 e
consequentemente 3 t478. No entanto, para 594 temos que a soma de seus

algarismos resulta em 18 e, como 3|18, tem-se 3|594.

6.2.3 Critério de divisibilidade por 4

Teorema 5: Seja p um numero natural. Entdo, p seréa divisivel por 4 se, e somente se,

a soma de a;10! + a, for divisivel por 4.

Demonstracdo: Considerando P = a,10" + a,,_110" ! + .-+ a,10% + a,;10! + a,,
vamos fazer modifica¢des de tal forma que alguma parte de P seja divisivel por 4. Se

P tiver apenas 2 algarismos, o resultado € claramente valido. Do contrario, analisando
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P, é possivel notar que 100 < 10%,..,10"1,10" e, dessa maneira, podemos
reescrever P como

P =10%a,10" % + a,_110" 3 + - + a;) + a; 10! + a,.
Agora, devemos observar que 4|10?, e isso significa que a expressio

10%(a,10™ 2 + a,,_110" 3 + --- + ay)
obrigatoriamente deve ser divisivel por 4. Chamando D = 10?%(a,10™ 2%+
a, 110" 3 + ...+ a,), dessa forma P = D + a,;10! + a,. Pela Proposico 3,
4|P - D © 4|a;10' + a,

©a10l +tag=4mm € Z.m

Exemplo 14: Os niumeros 1388 e 474 sao divisiveis por 4?
Note que os ultimos dois digitos de 1388 séo 88, e 4|88. Portanto, 4|1388. Para 474,
0 pensamento € analogo, no entanto, os ultimos dois digitos de 474 € 74, e 4 t 74, e

consequentemente 4 + 474.

6.2.4 Critério de divisibilidade por 5

Teorema 6: Seja P um nuamero natural. Entdo, P seré divisivel por 5 se, e somente

se, a, forigual a 5 ou 0.

Demonstracdo: Consideremos P = a,10" +a,_ ;10" ! + .-+ a,10% + a;10 + a,,
note que todos os a; com excecdo do a, estdo sendo multiplicados por uma poténcia
de base 10 elevado a um expoente diferente de zero (a, € multiplicado por 10° = 1),
e como sabemos, 10 = 2 x 5. Tendo isso como base, vamos reescrever P como
P=10(a,10" !+ a, 110" 2 + .-+ a,10 + a,) + a,.
Agora, chamando D = 10(a,, 10" ' + a,_,;10"% + --- + a,10! + a,), temos que 5|D.
Logo, assumindo que 5|P e 5|D, pela Proposicdo 3 segue que:
5|P—-D
No entanto, isso ocorrera com uma condigao:
5|P — D < 5]a,
S apg=5mm €7Z.m
Importante ressaltar que todos os infinitos multiplos de 5 sempre terminam em 0 ou 5

e dessa forma m pode ser igual a 0, uma vez que 0 = 5m quando m = 0.
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Exemplo 15: Os numeros 1430 e 756 sao divisiveis por 5?

Como foi visto acima, 1430 tem como ultimo algarismo o numero 0, logo, 5|1430. Em
contrapartida, note que 756 tem como ultimo algarismo o 6, que é diferente de 0 e 5,
consequentemente 5 t 756.

Exemplo 16: Dado p=1x3x5x..x1177. Nessas condi¢cdes, qual o ultimo
algarismo de p?

Analisando p, podemos concluir que p € um nimero impar, pois € formado por um
produto de nameros impares. Agora, concluimos também que 5|p, ou seja, p €
multiplo de 5. Dessa maneira, como p € impar e é divisivel por 5, o Unico algarismo

da unidade possivel é 5.

6.2.5 Critério de divisibilidade por 6

Teorema 7: Seja p um numero natural. Entdo, p sera divisivel por 6 se, e somente se,

2|p e 3|p simultaneamente.

Demonstracéo: A demonstracdo desse critério na verdade decorre da unido entre o
critério de divisibilidade por 2 e 3, ou seja, para que p seja divisivel por 2,
obrigatoriamente ele deve terminar em (0, 2, 4, 6, 8) e para ser divisivel por 3 a soma
de seus algarismos deve ser um namero multiplo de 3. Dessa maneira, concluimos
que 6|p apenas nos casos em que p for par e a soma de seus algarismos for um

namero divisivel por 3.m

6.2.6 Critério de divisibilidade por 7

Teorema 8: Seja p = 10k + t. Entdo, p sera divisivel por 7 se, e somente se, k — 2t

for divisivel por 7.

Demonstracdo: Primeiramente, vamos supor que p seja divisivel por 7, com isso,
segue que:
10k+t=7n,n €7Z,
agora, note que podemos escrever t estrategicamente como t = 21t — 20t. E dai,
10k + 21t — 20t = 7n.
Com isso, 10k — 20t = 7n — 21t. E como 7|21, entdo, 7|7n — 21t. Dessa forma,
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10k — 20t = 7r,7 = Tn — 21t
U
10(k — 2t) = 7r

Nesse momento, para entendermos que k — 2t = 7g,g € Z. Segue 0 seguinte lema:

Lema 1: Se s|ab e mdc(s,a) = 1, entdo s|b.
Note que, no problema, 7|10(k — 2t), vale que o0 mdc(7,10) = 1, ou seja, eles sédo
primos entre si. Isso implica que
7|(k — 2t)

Agora, vamos supor que k — 2t = 7g e verificar que 10k + t = 7n. Segue que:

k—-2t=17g
Multiplicando por 10 em ambos os lados, temos que 10k — 20t = 7u,u = 10g.
Dessa maneira, temos uma relacdo de igualdade e podemos realizar operacdes iguais
em ambos os lados sem alterar essa relagdo. O passo a seguir € considerado um
artificio algébrico.

10k — 20t + 21t = 7u + 21t
Note que, ao somar 21t na equacéo, ndo alteramos a igualdade, além disso, 7|21, ou
seja, 7|7u + 21t. Onde podemos escrever 7n = 7u + 21t e dessa forma segue que:
p=10k+t=7n.m

Exemplo 17: Verifique se 3731 € um multiplo de 7.
Pelo critério, devemos olhar o nimero que representa o algarismo das unidades e
multiplicar por 2, entéo,

373 -2 x1

=371

Entdo 3731 sera multiplo de 7 apenas se 371 o for. No entanto, ainda é complicado
dizer se 7|371 e, dessa maneira, aplica-se o critério mais uma vez.

37-2x1

=35

Como 7|35, podemos concluir que 7|371 assim como 7|3731.
Exemplo 18: Verifique se 93275 pode ser escrito como 7n.
Note que o exercicio ndo pede para que 93275 seja escrito como 7n, apenas para
verificar se pode ser escrito, ou seja, devemos verificar se 93275 € um multiplo de 7

e faremos isso aplicando o critério.



9327 -2 X5
=9317
931 -2x7
=917
91-2x7
=77

Dai, conclui-se que 7|77 e isso implica que 7|93275, ou seja, 93275 = 7n.

54
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7 NOVO CRITERIO DE DIVISIBILIDADE POR PRIMOS

Iniciaremos explicando por que o critério € valido para todo e qualquer primo
que seja maior ou igual a 7. Isso acontece devido ao fato de todo niamero primo maior
ou igual a 7 ter apenas quatro terminagdes (Ultimo digito) possiveis, a saber: 1,3,7 e 9.
Isso porque ndo pode terminar com um numero par (senao seria divisivel por 2 e, logo,
nao seria primo) e nem com o numero 5 (sendo seria divisivel por 5 e, portanto, nao
seria primo). Sem contar que, para 0s primos 2 e 5, saber se um nimero é ou nao
multiplo deles é relativamente simples. Essas possiveis quatro terminacdes possuem
uma propriedade interessante.

Ao realizar uma multiplicacdo, é possivel saber antecipadamente qual sera o
ultimo digito do resultado? Sim, para isso, basta saber os digitos finais de ambos os
fatores.

Exemplo 19: Qual o ultimo digito do produto entre 13 e 17?
Note que os ultimos digitos dos fatores séo, respectivamente, 3 e 7. Dai, o resultado
da multiplicagdo entre 3 x 7 =21. Com isso, verificamos que o ultimo digito do
resultado é 1, ou seja, o digito final do produto entre 13 e 17 é 1. De fato

13 x17 =221

Sabemos que a quantidade de terminacdes para o ultimo digito dos infinitos
nameros inteiros € limitada e isso € algo simples de ser percebido, pois, nosso sistema
numerico pOSSuUi apenas dez algarismos distintos, que sao
eles: (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9). Concluimos que, dado um nuimero qualquer n € Z, as
possiveis terminagdes de n (Ultimo digito) séo (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9).

Agora, j& temos conhecimento de que as Unicas terminagdes possiveis para
qualquer primo maior ou igual a 7 sdo 1,3,7 e 9. Também ja sabemos como verificar
o ultimo digito do resultado de um produto entre inteiros. Nesse momento, vamos

verificar todas as terminagdes de produtos desses quatro algarismos.



Tabela 04 - Combinacao de fatores

1x0=0 3x0=0 7x0=0 9x0=0
1x1=1 3x1=3 7x1=7 9x1=9
1x2=2 3x2=6 7%x2 =14 9x2=18
1x3=3 3xXx3=9 7x3=21 9x3 =27
1x4=4 3x4=12 7%xX4 =28 9%x4 =36
1x5=5 3x5=15 7%x5 =35 9x5=45
1X6=6 3x6=18 7X6 =42 9X6 =054
1x7=7 3x7=21 7X7 =49 9x7=63
1x8=8 3x8 =24 7%Xx8 =56 9x8=72
1x9=9 3x9 =27 7%X9 =63 9x9 =281
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Fonte: Elaborag&o do autor

E possivel tirar alguma afirmagéo dos dados acima? Perceba que todos os 10
produtos de cada coluna possuem todas as terminacdes possiveis, além disso, sem
repeticbes. Por exemplo, se um ndmero primo p terminar em 7, entdo sempre é
possivel escolher de forma Unica um algarismo g entre 0 e 9, inclusive, para o qual o
produto pq termine com 4, ou com 5, ou com 9, ou com 0, ou com 2. Basta
escolhermos q=2, q=5,9q=7,q=0eq =6, respectivamente. Isso vale para
primos que terminam com 1, 3 e 9 também.

Exemplo 20: Verifigue se o nimero 13 é capaz de gerar todas as terminacdes
possiveis de um numero.

Para fazer a verificacdo basta notar que o ultimo algarismo do nimero 13 é 3 e, com
isso, realizar todas as combinac¢des (produtos) com o ultimo digito do outro possivel

fator. Segue que:

3x0=0 3x5=15
3x1=3 3xXx6=18
3X2=6 3x7=21
3x3=9 3x8=24
3xXx4=12 3x9 =27

Concluimos que todo namero primo maior ou igual a 7 sempre tera infinitos
multiplos com todas as terminagdes possiveis. Essa conclusdo que faz possivel o
funcionamento do critério que sera trabalhado logo abaixo. Antes disso, segue uma

importante definicdo que servira como suporte para o critério.

Definicdo 8 (M — suporte de p): Considere M um inteiro ndo negativo qualquer cujo

algarismo da unidade seja m,. Dado p = 7 um numero primo, 0 M — suporte de p
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sera Amp € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} o menor nimero ndo negativo tal que Pqmp
termina com m,.

Observe que a existéncia e a unicidade de gy, sao garantidas pela Tabela 04
e iremos nos referir a ele como M — suporte de p, ou seja, 0 nUmero que dara suporte
para p de tal forma que o novo multiplo de p termine com o ultimo algarismo de M.
Além disso, vale ressaltar que M — suporte de p é Unico para cada uma das dez
terminacbes de M e sera representado por um dos seguintes algarismos:
(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9).
Exemplo 21: Sep=7e M = 293, entado qu, = 9, pois 9 X 7 = 63.
Exemplo 22: Se p = 13 e M = 5434, entdo qy, = 8, pois 8 X 13 = 104.
Exemplo 23: Se p =29 e M = 1877, entdo qu, = 3, pois 3 X 29 = 87.
Exemplo 24: Se p =31 e M = 1419, entdo qy, = 9, pois 9 X 31 = 279.
Exemplo 25: Se p = 11 e M = 3368, entdo q,, = 8, pois 8 x 11 = 88.
Exemplo 26: Se p = 23 e M = 5411, entdo qy, = 7, pois 7 X 23 = 161.
Exemplo 27: Se p = 17 e M = 5688, entdo q,, = 4, pois 4 X 17 = 68.

7.1 Demonstracao do Critério para Primos p > 7

Segue a seguinte proposicao que servird como suporte e principal motivo para
o funcionamento do critério.
Proposicéo 5: Seja p = 7 um numero primo e considere M um numero n&o negativo.

Se ay = m, sdo os Ultimos algarismos de pqy, € M, entdao 10|M — pqu p.

Demonstracdo: Seja M = b, 10" + --- 4+ b,10% + b;10" + my € pqy, = a,, 10" + - +
a,10% + a,;10! + a,. Dessa forma,
M —pquy = (b,10” 4 -+ b,10% + b;10' + my) — (a,10™ + --- 4+ a,10% + a,10" +
a,), e agora colocando 10 em evidéncia, teremos
M — pqu, = 10[(b,10""1 + --- + b,10' + b;) — (@, 10" ' + - + a,10" + a,)] + m,
—a,

=10[(b,10” ! + --- + b,10' + b)) — (a,10™ ! + --- + a,10' + a,)]

Com isso concluimos que 10|M — pqy, Se os algarismos da unidade de M e pqy,

forem iguais, o que de fato ocorre pela definicdo do M — suportede p. m



58

Definicdo 9: (Processo de Elias): Sejam p =7 um namero primo e M um inteiro
positivo. Considere o namero inteiro

M —pqy,
M1=—10 p.

Note que, pela definicdo de M — suporte de p e pela proposi¢cdo anterior, M; € com
certeza um ndmero inteiro, ja que 10|M — pqy,. Agora, supondo definido o nimero
M,,, definimos por inducdo

M, —pqm,p
10 ’

Dai, noteque My > M, >M3 > - >M, = ,VYn=>1.

M,.q1:= n=>1.

Teorema 9 (Critério de Divisibilidade de Elias): Sejam p = 7 um nimero primo e M
um inteiro positivo. Nas notacdes da definicdo de M — suporte de p e do Processo
de Elias, vale que:

PIM < p|M,.

Demonstracdo: Se p|M, entéo, pela Definicdo 7, M = ps,s € Z. Assim,

M —pqy,
Mi=—75

_ (ps— pamy)
10

_p(s—qup)
B 10

Note que p = 7 € um namero primo, ou seja, da igualdade
10My = p(s — quyp)
tem-se p|M; pois 10 possui fatores primos diferentes de p jA que 10 =2 X
5. Reciprocamente, se p|M4, segue que
M, =pa
U
M —pqu,p
— ~=pa
que, multiplicando por 10, torna-se
M —pquy = 10pa
U
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M = 10pa + pqu,p
U
M =p(10a + qup)
U
piM. =
Vale ressaltar que o critério de Elias deve ser visto como um processo iterado
para sabermos se p divide M ou ndo. Em outras palavras, se ndo soubermos se p
divide M4, aplicamos novamente o critério, obtendo
pIM < p|My = pIM; ... & p|M,
ou seja, esse processo deve ser feito até o momento em que seja possivel concluir
que p|M,, ou p t+ M,, para algum n € N.
A grande questao é€: Como saber que, para algum M,,, serd sempre possivel
concluir que p|M oup t M? Vamos mostrar que sempre, em algum passo do

algoritmo, é possivel dizer se M é ou ndo um mdltiplo de p.

. . . , M-
Sabemos que o0 primeiro passo do algoritmo é fazer My: = % e, nesse
caso, ha cinco alternativas para M.
M-
1. M1<0.Tem-se%<0 & M—pqy, <0 (1)

Vamos concluir que M ndo pode ser multiplo de p. Suponha por absurdo que se
escreva M = pk para algum k € Z. Note que, sendo M > 0, tem-se k > 0. Assim, de
(1), segue que
p(k—qup) <0 & k< qu,.

Isso diz que existe 0 < k < qu, €1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} tal que pk tem o mesmo
algarismo da unidade de M, o que contradiz a minimalidade do M — suporte de p,
qmp- LOgo, M ndo é multiplo de p.

. M;=0
Aqui, M = pqu,, € M € multiplo de p.

NH. My;=p
Nesse caso, M = p(10 + q,) € M € multiplo de p.

IV. 0<M;<p
Supondo por absurdo novamente que M = pk,k € N, temos

M - qu,p

0<
10

<pe0<plk—quy) <10p = 0 <k —qy, < 10.
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De um lado, k < 10 + qu, = 1qy, (1 € 0 algarismo da dezena e qy,, da unidade), e
esse numero, € o primeiro inteiro maior do que gy, que, multiplicado por p, tem a
mesma terminacdo de M. Como pk = M, e k < 1qy,, segue que k = qu,, porém,
eles ndo podem ser iguais em vista de 0 < k — qy,. Com isso, chegamos a um
absurdo, ou seja, M ndo é multiplo de p.

Note que, das quatro alternativas anteriores, é possivel sabermos se M é ou

ndo multiplo de p, restando apenas uma.

V. M1 > P
Nesse caso, fazemos o passo 2 do critério, definindo
MZ — M1 - qul,p.
10

Nessa nova etapa, todas os quatro passos anteriores sédo aplicados agora em M,, e
substituimos a letra M por M,. Lembrando que o critério deve ser visto como um
processo iterado e, diante do processo feito no Teorema 9, tem-se
pIM = p|M; < p|M;
E novamente, deve ser verificado se M, se enquadra em |, Il, Ill ou IV. Caso
M, >p
aplicamos o critério, considerando M;:

M; — pqm,p
10 '
Procedemos assim sucessivamente. Afirmamos que, em algum passo, digamos o

M3:

passon+ 1 € N, acontece uma das alternativas anteriores. De fato, note que:

M, — PAm,,p _ M, Pqm,p

My, = 10 10 10
Mn—l - qun_l.p
_ 10 _ Pqm,,p
10 10
_ Moy PAu,p  PAmup
102 102 10
_ M PAmyp Pam,p (2)
10w 101 T 10
de tal forma que
M vn=>1.

n+1 S 10n+1’ =
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Portanto, tomando n € N grande o bastante, vemos que M,,; < p em algum

passo. Concluimos que sempre € possivel saber se M € ou ndo multiplo de p.

Corolario 1: Sejam M um inteiro positivo e p = 7 um ndmero primo. Entdo, p|M <

M,.1 =0 paraalgumn e N U {0}.

Demonstracdo: Se M,,; = 0 para algum n € N U {0}, entao M,, = pqu, = pIM, =
p|M. Se p|M, sejan € N U {0} dado anteriormente de tal forma que M,,,1 < p. Assim,
M,,1<0 ou M,,,,=0 ou 0<M,,1,<p. Mas, se M,,,;<0 ou 0<M,.1<p
ocorresse, teriamos p + M como foi feito nas alternativas colocadas anteriormente,
contradizendo nossa hipotese. Logo, M, = 0, como queriamos mostrar. m

As consideracdes anteriores nos fornecem uma informacéo fundamental dentro
do cenario de divisibilidade nos inteiros. Em palavras, o critério de Elias explicita o
valor do quociente da diviséo se esta for exata.
Corolario 2: Sejam M um inteiro positivo e p = 7 um ndmero primo. Se M,,,; = 0 para

algumn € N U {0} e n € o menor dos elementos com essa propriedade, entdo
M n
;: qM,p+10qM1,p+”.+1O an,p.

. M ., .
Em outras palavras, o quociente > é formado pelos algarismos qu,, p, A, 1 p» > Aup

nessa ordem.

Demonstracdo: Segue de (2) que

M qu,p qun,p
My =0= 10n+1 - 10n+1 - _T
(=4
M _ pQM,p pQMl,p ot pQMn,p
10n+1  10n+1 10m 10

Agora, multiplicando por 10™*1, teremos
M = pquy +10pqu, p + -+ 10"pqy,,,
M = p(QM,p + 10qM1,p + et 10n‘1Mn,p)

=

M
; = qM,p + 10qM1,p + -+ 10onn:p'
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A minimalidade do nimero n € utilizada apenas para que nao aparecam numeros da
forma, por exemplo, 000352 que seria 0 numero 352 na base decimal. m
Vejamos alguns exemplos numericos.
Exemplo 28: Verifique se o numero 7 é divisor de 4172. Segue que:
p=7
M = 4172
0<qmp=9
Veja que M termina em 2, logo, precisamos encontrar um multiplo de 7 terminado em

2.Como 0 < gy, < 9 e nesse caso gy, = 6, pois, 7 X 6 = 42. Dai,

4172 — (7 X 6)
714172 < 7| )
4172 — 42
7l 10
4130
= 7| o
< 7|413
Agora,
p=
M, =413

e perceba que M, termina em 3 e nesse caso, qu1p, = 9, POIS, 7 X 9 = 63. Segue

que:
413 — 63
714172  7|1413 = 7| ———
10
. 350
@ —_—
| 10
< 7|35

Logicamente que ja € possivel perceber que 7|35, no entanto, aplicaremos
mais um passo. E nesse caso, M, = 35 e, consequentemente, gy, = 5.
35—-35

714172 < 7|413 < 7|35 < 7| 10

. 0
@ [R—
|10
< 7]0.

Com isso, concluimos que de fato 7|4172, pois M3 = 0. Além disso, 41% = 596.

Exemplo 29: Agora, vamos verificar se 7|4117. Segue que:
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p=7
M = 4117
0< qM‘p <9
Com isso teremos que qup, = 1 e dessa forma:
714117 < 712227 27
<:> —_—
I —
7 |4110 7| 411
—_— = .
10
Seguindo para o segundo passo e tendo em mente que M, = 411, entdo qu, , = 3.
411 - 21
714117 = 7|411 & 7| ———
10
=7 390 < 7|39
7o |
Agora M, = 39. Segue que qy,, = 7.

39 -49

714117 < 7|411 < 7|39 < 7| 10

7| —-1.
Perceba que M; = —1 < 0, ou seja, isso implica que 7 t+ 4117. E nessa condi¢ao, nao
€ possivel determinar o resultado da diviséo.
Exemplo 30: Verifique se 101|95828194

p =101

M = 95828194
0<quy<9

Como M termina em 4, qy, = 4. Assim,

95828194 — 404

101|95828194 < 101| 10

< 101|9582779
Agora, M, = 9582779 e, entao, qu, , = 9. Logo,

9582779 — 909
10

101|95828194 < 101| 9582779 < 101|

< 101|958187
Nesse caso, M, = 958187 e qu,, = 7. Segue que

958187 — 707

101]95828194 < 101|9582779 < 101|958187 < 101| o

< 101|95748
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Temos M3 = 95748 e qy,, = 8.

101|95828194 < 101|9582779 < 101|958187 < 101|95748

95748 — 808
10
< 101[9494

Dai, M, = 9494 e qu,, = 4. Entao,

< 101|

101|95828194 < 101|9582779 < 101|958187 < 101|95748 < 101|9494

9494 — 404
10
< 101]909

< 101]

Segue que, M5 =909 e qy_p = 9.

101|95828194 < 101|9582779 < 101|958187 < 101|95748 < 101|9494

909 — 909

& 101|909 = 101 ————
10

< 101]0

95828194

= 948794 =
101

Como Mg =0, concluimos que 101|95828194. Dai,

(g p M, pAMspOMypdm,pdmp). QUe foram os M — suportes de p necessarios no

processo.
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8 CONSIDERACOES FINAIS

Levando em consideracdo os objetivos deste trabalho, acreditamos que todos
foram satisfeitos dentro de suas limitacdes. Primeiramente, realizamos uma discusséo
sobre o valor que a Matemética pura possui na sociedade. Logo em seguida,
conduzimos uma investigacdo histérica sobre os principais autores que se
debrucaram em estudos com o principal objeto de estudo desta monografia (nUmeros
primos), bem como a importancia destes na criptografia. Posteriormente, voltamos a
atencao para temas que serviram como base e inspiracéo para o principal objetivo da
pesquisa.

Em resumo, este TCC introduziu um critério de divisibilidade inovador,
proporcionando avancos significativos na compreensao dos nameros e na aplicacao
pratica da teoria dos numeros. Além disso, a capacidade de determinar o resultado da
divisdo (caso seja mdltiplo) acrescenta uma camada adicional de utilidade,
simplificando o processo de calculo e proporcionando uma abordagem mais
abrangente. Isso destaca a importancia e o impacto deste trabalho ndo apenas na
comunidade académica, mas também na educacdo béasica como um todo,
considerando que sua simplicidade de aplicacdo e entendimento o torna relevante
para esse nivel de ensino.

Novamente, o fato de este critério ser capaz de entregar o resultado da diviséo
demonstra mais uma vez a importancia dessa nova ferramenta. Se compararmos com
outros critérios existentes, como por exemplo, critérios de divisibilidade por 2,3 ou 5,
ele se sobressaira nesse quesito, sendo valido ndo apenas para qualquer niumero
primo com terminacdo em 1, 3,7 ou 9. Ou seja, o critério é valido para todo e qualquer
namero inteiro impar, diferente de um multiplo de cinco.

Exemplo: Verifique se 49|139944.
Note que 49 € um numero composto terminado em 9, ou seja, o critério pode ser

aplicado. Segue que:

139944 -49x 6
10
13965 —49 x5
10
1372 -49x 8
10

49|139944 < 49|

& 49|13965 < 49|

= 49|1372 & 49
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98 — 49 x 2
< 49|98 & 49| ————

& 49|0

Portanto, de fato 49|139944, além disso, o resultado da divisdo de % = 2856.

Outro ponto importantissimo a ser destacado é o fato de o critério ter sido
validado computacionalmente com uma programacdo em HTML, conforme
apresentado nos anexos abaixo. Isso demonstra que a ferramenta possui relevancia,
apesar de nao ser algo astrondmico, matematicamente falando.

Concluimos que os critérios de divisibilidade desempenham um papel
fundamental na teoria dos numeros, fornecendo ferramentas cruciais para
compreender a estrutura e as propriedades dos numeros inteiros. Essas regras
estabelecem padrdes que indicam quando um nuamero é divisivel por outro,
simplificando a resolucéo de problemas matematicos e facilitando a identificacdo de
relacbes numéricas. Além de seu valor intrinseco na solucdo de equacbes e na
simplificacdo de célculos, os critérios de divisibilidade sédo essenciais em diversas
areas, incluindo criptografia, fatoracdo de nimeros e elaboracéo de algoritmos.

Sua importancia transcende a matematica pura, estendendo-se a aplicacfes
praticas em ciéncia da computagdo, seguranca de dados e diversas disciplinas
cientificas. Isso destaca o papel crucial desses critérios no avanco do conhecimento
e na resolucdo de problemas do mundo real.

Por fim, vale ressaltar que ainda ha4 muito a ser estudado sobre essa nova
ferramenta, como, por exemplo, sua aplicagdo também para nameros pares. Além
disso, determinar o resto da divisdo nos casos em que p + M € um tdpico a ser

explorado. Isso mostra a gama de possibilidades que esse novo critério disponibilizou.
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ANEXOS
Anexo A - Cédigo em HTML do Critério

Este anexo € um codigo com a programacao do critério provado anteriormente
nesta monografia. Sua construcdo ocorreu com o suporte de inteligéncia artificial.
Espera-se que o leitor copie e cole o cdédigo em uma plataforma de teste para codigos
em HTML e veja a forca do algoritmo.

<IDOCTYPE >
<html>
<head>
<title>Numero Primo e Natural</title>
<{style>
body {
. Arial, sans-serif;

. center;

}
h2 {
}
input, button {
border-radius: 5px;
solid
}
button {
" white;
: pointer;

}

button

}




}
{/style>
<{/head>
<body>

> inline-block;

<h2>Calculadora de Numeros Primos e Naturais</h2>

div>
<label
{input

</div>

<div>
<{label
7:</label><br>
<{input
</divy
<button
ddiv id=

<{script>

+ passo +

>Digite um nimero natural (n):</label><br>

= ><br>

>Digite um nimero primo (p) maior ou igual a

><br>

>Calcular</button>

>/div>

0
= parselnt(
parselnt(

® |l p<
(
)

resultado =
passo =
(true) {
h=nb%
(p, h);

n_i =
resultado +=
+n_i +

(h=px*xa) /10);

+ passo +

(n_i <= 0) {

J

n=n.,
passo++;

).value) ;
).value) ;




72

). innerHTML = resultado;

(, h) {
i=0; 0 <10; i++) {
(G *p) % 10=="h) {

I

; // Retorna 0 se ndo encontrar um g adequado

(num) {
i =2, 0 < num; i++)
(num % i === 0)
num >
}
{/script>
<{/body>
</html>

Anexo B - Resultado decorrente

Este anexo traz uma breve introducdo ha um resultado similar ao algoritmo
demonstrado nesta monografia. O objetivo € mostrar ao leitor que 0 processo reverso
pode ser utilizado e possui as mesmas propriedades do algoritmo trabalhado. Vale
ressaltar que o resultado abaixo n&o foi demonstrado nesta monografia, contudo,
conjecturamos que esse processo possa ser validado pela Proposicao 2 ja que
consiste basicamente em somar multiplos do primo em questdo através de um
processo iterado e inverso ao que foi discutido anteriormente.

Suponha que precise ser verificado se 7|881258, nesse caso, p=7 e M =
881258. Como ja temos conhecimento, o niamero 7 possui infinitos maltiplos com
todas as terminacdes para o ultimo digito possivel, ou seja, (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9). O
processo contrario do critério demonstrado nesta monografia ocorre da seguinte
maneira: Construir M somando mudltiplos de p especificos, de tal forma que os
algarismos de M e do novo namero construido sejam iguais a cada passo.

Vejamos para o caso anterior. Note que M = 881258 termina em 8, logo VV (novo
namero) sera

V=4x7=28
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Dai, ja temos o ultimo algarismo de M igual ao ultimo algarismo de V. O passo seguinte
€ igualar o penultimo algarismo de V com o penultimo algarismo de M.Para isso, sera
preciso somar um multiplo de p que termine em 30 (pois ndo é permitido alterar os
algarismos que ja coincidem), e esse numero certamente € um multiplo de p que

termina em 3, multiplicado por 10.

7X9 =63
U
63 x 10 = 630

Dessa forma,

V, = 28 + 630 = 658
O proéximo algarismo de M € 2, logo sera necesséario somar um multiplo de p que
termine em 600, e novamente, esse numero € o multiplo que termina em 6 multiplicado

por 100. Segue que

7 X8 =56
U
56 X 100 = 5600
U

V, =28+ 630 + 5600 = 6258
Perceba que a cada passo, o novo multiplo a ser somado € multiplicado por uma
poténcia de 10 que aumenta seu expoente em uma unidade a cada passo. Nesse
sentido, o proximo multiplo a ser somado deve terminar com 5000
7%x5=35
U
35 x 103 = 35000
U
V; =28+ 630 + 5600 + 35000 = 41258
O multiplo seguinte devera terminar em 40000, ou seja,
7X2=14
U
14 x 10* = 140000
U
V, =28+ 630+ 5600 + 35000 + 140000 = 181258
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Por altimo, o primeiro algarismo de M € 8, nesse caso deve ser somado um multiplo
de p que termine em 700000 ja que o primeiro algarismo de V, € 1.
7xX1=7
U
7 x 10° = 700000
Portanto
Vs =28+ 630 + 5600 + 35000 + 140000 + 700000 = 881258

Perceba que Vs = M, logo, 7|881258 e @ = 125894,

Note que Vs = M, e nesse caso, O processo € encerrado. Caso em um
determinado passo V;, acontecer de V; < M, 0 processo avang¢a ao proéximo passo até
que V; =MouV; > M. Caso V; > M, 0 processo € encerrado e se conclui que p t M.

Em resumo,

Vi = M = p|M, nesse caso o processo é encerrado
V; < M, nesse caso o processo continua

Vi > M = p t M,nesse caso o processo é encerrado



