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RESUMO

Este trabalho foi desenvolvido através de uma pesquisa bibliografica focada na interconexado
entre logaritmos e hipérboles, explorando a fascinante sinergia entre ambos. O objetivo é
apresentar uma perspectiva alternativa sobre estes conceitos matematicos, enfatizando que,
apesar das abordagens variadas, a matematica se mantém consistente, conduzindo a resultados
convergentes. Para ilustrar como essa inter-relacdo oferece uma nova compreensdo dos
logaritmos, empregaremos o teorema da caracterizagdo das funcBes logaritmicas como base.
Além disso, serdo destacadas algumas aplicacbes praticas dos logaritmos no cotidiano,
enriquecendo a experiéncia com exemplos concretos.

Palavras-chaves: Logaritmos; Hipérboles; Areas



ABSTRACT

This work was developed through a bibliographic research focused on the interconnectedness
between logarithms and hyperbolas, exploring the fascinating synergy between the two. The
aim is to present an alternative perspective on these mathematical concepts, emphasizing that,
despite various approaches, mathematics remains consistent, leading to convergent results. To
illustrate how this interrelation provides a new understanding of logarithms, we will employ the
theorem of the characterization of logarithmic functions as a foundation. Additionally, practical
applications of logarithms in everyday life will be highlighted, enriching the experience with
tangible examples.

Keywords: Logarithms; Hyperbolas; Areas
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1 INTRODUCAO

Por séculos, a Matematica tem sido um campo de incessantes descobertas e revolucdes,
impulsionadas por matematicos que ousaram desvendar seus complexos mistérios. Uma das
facetas mais fascinantes dessa jornada cientifica é a forma como diferentes areas matematicas,
embora baseadas em conceitos distintos, revelam relagdes surpreendentemente profundas e
intensas entre si. Neste trabalho, vamos nos aprofundar em uma das mais intrigantes dessas
conexfes: a correlacdo entre logaritmos e hipérboles, um vinculo que tem capturado a
curiosidade e o interesse de estudiosos por muitos séculos.

Ao explorar os logaritmos, é possivel ver como eles possuem a capacidade notavel de
simplificar operacdes exponenciais, transformando-as em calculos mais simples através do uso
de adicdo e subtracdo. Esta propriedade ndo apenas nos oferece uma nova maneira de lidar com
ndmeros que crescem exponencialmente, mas também desempenha um papel crucial em
diversas aplicacGes praticas do dia a dia, como na simplificacdo de calculos complexos, na
resolucdo de equacBes exponenciais, na medic¢do de crescimento exponencial e em operagcoes
matematicas e computacionais variadas.

Além de sua ampla aplicabilidade no campo matematico e computacional, os logaritmos
desempenham um papel crucial em um contexto surpreendentemente diverso: a sismologia,
mais especificamente na Escala Richter. Esta escala, desenvolvida pelo sismélogo Charles F.
Richter em 1935, é usada para quantificar a magnitude dos terremotos. O cerne desta escala é
o logaritmo, que oferece uma maneira eficaz e intuitiva de representar a energia liberada por
esses eventos geoldgicos. Utilizando o logaritmo de base 10, a Escala Richter mede a amplitude
das ondas sismicas, transformando dados brutos que seriam quase incompreensiveis em uma
escala compreensivel e comparavel. Por exemplo, cada aumento inteiro na escala indica uma
liberacdo de energia cerca de dez vezes maior. Este uso dos logaritmos ndo apenas simplifica a
compreensdo do poder de um terremoto, mas também permite aos cientistas e ao publico em
geral avaliar rapidamente a severidade de um evento sismico. A aplicagcdo dos logaritmos na
Escala Richter é um exemplo notavel de como conceitos matematicos podem ser fundamentais
para entender e comunicar fenébmenos naturais complexos, transformando medigdes técnicas
em informac0es acessiveis e significativas

Paralelamente, as graciosas hipérboles nos abrem uma janela para uma compreensao

mais clara de fenémenos fisicos e geométricos. Elas expandem nosso entendimento em campos
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diversos, como matematica, fisica, Optica e engenharia, e sdo fundamentais em sistemas de
posicionamento e outras aplicacGes praticas. Estas incluem a representacdo geométrica, a
descricdo de orbitas de corpos celestes, a modelagem de lentes e espelhos elipticos, e a
construcdo de gréaficos.

Portanto, neste trabalho, nos dedicaremos a explorar os vinculos entre logaritmos e
hipérboles, comecando com uma explanagdo dos principais conceitos e propriedades de ambas
as areas. Posteriormente, focaremos na elegante relacdo entre a representacdo das hipérboles
emergentes das equacdes logaritmicas e os padrées subjacentes que unem essas duas fascinantes

areas da Matematica
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2 DEFINICOES PRELIMINARES

2.1 HIPERBOLE

Por meio da interseccdo de um plano com um cone surgem figuras geométricas bastante
interessantes que sdo chamadas de cOnicas e sdo estudadas com muita frequéncia na area de
geometria analitica. As chamadas se¢6es cOnicas sdo divididas em quatro, que sdo: parébolas,
circulos, elipses e hipérboles.

Aqui, destacaremos e estudaremos uma em especial que € a hipérbole. A hipérbole
possui uma caracteristica muito interessante no estudo das conicas pois ela é formada a partir
da diferenca das medidas entre um ponto qualquer no plano e dois outros pontos que chamamos
de focos.

Nelas, duas curvas se aproximam infinitamente das chamadas assintotas que sao

responsaveis pelo direcionamento dos dois lados da hipérbole.

Figura 1 — Grafico da Hipérbole

(m,n)

Fonte: Compilacdo do autor

Se tomarmos dois pontos m,n € R como coordenadas do centro de uma hipérbole, e
mais dois pontos a e b pertencentes aos eixos, onde a representa a distancia do centro de cada
vertice ao longo do eixo horizontal e b a distancia de cada vértice ao logo do eixo vertical, a

formula geral que nos da a representacdo grafica acima é:
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(x-n)?  (y-m)?
= 2 =1.

Essa figura geométrica possui duas ramificagdes simétricas, contudo, ao longo deste
trabalho consideraremos apenas a parte positiva da mesma de modo a estudar o comportamento
da area formada sob o grafico no primeiro quadrante do plano que é o que nos interessa nesse

momento.

Figura 2 — Grafico da Hipérbole 1° Quadrante

Fonte: Compilacdo do autor

Observando o gréfico acima e buscando estudar o comportamento da area formada sob
essa curva, consideraremos uma hipérbole equilatera dada pela fungdo h que a representa e é

1
<

definida por h: R* - R, em que h(x) =
Tomando entdo dois valores distintos a e b com a,b € R* limitaremos a figura sob a
hipérbole ao considerarmos que x estdentreaebe 0 <y < % formando assim o conjunto H?

das coordenadas (x,y). Dessa forma, conjunto H? fica limitado no eixo X pelos pontos a e b e
também pela hipérbole H dada, formando sob essa hipérbole uma area como mostrada na figura

abaixo:
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Figura 3 — Gréfico da area sob a hipérbole

HY b

o
[ ]

Fonte: Compilagéo do autor

Para seguirmos para outro passo importante no nosso trabalho, dividiremos a area
formada sob a hipérbole em duas partes e consideraremos trés situacdes para que os resultados
sejam mais visiveis. Sendo assim, embora ndo existam valores negativos quando nos referimos
as areas de figuras planas, iremos nomear de positiva a area em que a < b, negativas quando
b < a e serd zero quando a = b.

Assim, agora escreveremos AREA H2 para representar a parte com sinal e daremos a
notagdo de area H2 para os valores que se apresentam como sendo maiores ou iguais a zero.

Assim, teremos,

AREA H? = 4rea H? > 0,se a < b;
AREA H? = —4rea H? < 0se b < a;
AREA HZ =0.

Algumas outras consequéncias também podem ser vistas se considerarmos 0s casos dos

valores de a < b < ¢, que nos dao os seguintes resultados:

area H2 + area Hf = area HY.

Aqui, seguindo o conceito de areas que seguem uma determinada orientacdo, temos:

AREA H? = — AREA H{.
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Chegamos, portanto, na seguinte igualdade:
AREA H? + AREA Hf = AREA H¢.

Tomando como base as conclusfes obtidas acima, agora se definirmos uma funcao
f:R* - R e usarmos cada numero real x > 0, de modo que a funcéo dada seja definida com a

area que ja trabalhamos anteriormente e verificaremos também sua representacdo geométrica
no R2, assim temos,

f(x) = AREA HY.

Ap06s definirmos a fungdo acima, também notaremos algumas relagdes importantes que
serdo descritas no decorrer desse trabalho.

Figura 4 — Gréfico das areas limitadas da hipérbole

IF

A
-

0 e fl f

Fonte: LIMA, E. L. 2013, p. 172
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3 PROPRIEDADES FUNDAMENTAIS DA FUNCAO H

Definindo a funcdo f(x) = AREA H{ que representa uma certa area abaixo da

hipérbole, definiremos tambem duas areas distintas com as seguintes caracteristicas,

Figura 5 — Grafico das areas separadas sob a hipérbole

Fonte: LIMA, E. L. 2013, p. 172

- - - ~ 7 7 !
Acima a primeira funcéo f(x) representa a area H; e f(x") representa a — area Hy' que
podem ser observadas na figura acima. Uma caracteristica interessante € que essa relacdo nos
fornece diretamente novas definicdes dessa vez sendo obtidas pela funcdo que ja definimos

anteriormente, que sao as destacadas a seguir,

fx) >0 x>1;
f)<0e0<x<1;
f(1) =o.

E importante lembrar que f é uma funcdo crescente e que, para quaisquer outros
ndmeros x, y € R, temos:

f(xy) = AREA H”. (1)

Contudo, vimos que,

AREA H;” = AREA Hf + AREA H;”. (2)

Dessa forma podemos igualar (1) e (2) obtendo o seguinte resultado:
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f(xy) = AREA H;” = AREA Hf + AREA H;”. (3)

Lema 3.1: Dados x,y > 0, vale que

AREA H;” = AREA H; .

Demonstracdo: A demonstracdo do lema descrito acima é abordada de forma mais detalhada

por Elon Lages Lima no seu livro ‘Numeros e Fun¢des Reais’ (2013, p. 170).

Com esse Lema em maos, agora podemos provar o resultado deste capitulo, que vai
caracterizar a funcdo f(x). Para fazermos isso, substituiremos o resultado do Lema 3.1 na

equacéo (3) e obtemos que:
f(xy) = AREA H + AREA H} .
Considerando f(x) = AREA Hf e f(y) = AREA H, concluimos que a propriedade

a seguir é valida:

Teorema Principal 3.2: Para todo x,y > 0,

fxy) =)+ ).

Aqgui chegamos a uma coincidéncia entre o assunto abordado com outro tema bastante

conhecido no ramo da Matematica. Em (LIMA, 2013, p. 168), o autor descreve o0 seguinte:

Teorema 3.3: (Caracterizacdo das Funcgdes Logaritmicas) Seja f:R™ - R uma funcéo
monotona injetiva (isto é, crescente ou decrescente) tal que f(xy) = f(x)+ f(y) para

quaisquer x, y € R*. Entdo existe um a > 0 tal que f(x) = log, x para todo x € R*.

A demonstracdo desse resultado foge ao escopo desse trabalho, mas referenciamos ao

leitor interessado. Ela se encontra na pagina 168 de (LIMA, 2013).
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Agora, como a funcdo f: R* — R é uma funcéo crescente (portanto, monétona injetiva)
e vale a propriedade que provamos acima:
f(xy) = f(x) + f(y), para todos os valores x,y > 0,
podemos aplicar o Teorema 3.3 acima e concluir que existe a > 0 tal que f(x) = log, x, para
qualquer x > 0 dado. Nesse caso, prova-se que a =e, a constante de Euler, que é
aproximadamente igual a 2,72. Essa constante € tdo importante que o logaritmo na base e tem

uma nomenclatura prépria, a saber, denotamos log, ¢ = Inc.
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4 INTEGRAIS E A AREA SOB A HIPERBOLE

No contexto do calculo integral, ao fazermos uma analise da area que se forma sob o
gréfico da hipérbole, que € um dos assuntos principais do nosso trabalho, notamos uma
caracteristica bastante interessante.

A érea ao qual nos referimos revela-se como sendo exatamente igual a integral definida
X
pela funcdo f dada por f(x) = % com os limites de integracdo de 1 até x, ou seja, J %dx. E
1

uma justificativa para que tal resultado seja satisfeito pode ser obtida por meio da propriedade
fundamental da derivada de In x que é igual a i
Uma conclusédo que obtemos pelo Teorema Fundamental do Célculo é que uma integral

definida com limites de 1 até x em relagéo a funcdo f(x) = i representada da seguinte forma

X
1 ;- ,
f ;ds é igual ao In x. Em simbolos,
1

X
f %dgzlnx—lnl =Inx,Vx > 0.
1

Assim, também vale a propriedade fundamental dos logaritmos em expressao integral:
1 *1 Y1
j —ds = J —ds+f —ds.
1 S 1 S 1 S

Aqui temos entdo o mesmo resultado que provamos da funcéo f demonstrada na pagina
18 deste trabalho.
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5 PROPRIEDADES DOS LOGARITMOS

Os logaritmos possuem diversas caracteristicas interessantes que ajudam em varias
areas na Matematica. Em temas como: simplificacéo e resolucdo de expressoes, verificacdo do
crescimento e decaimento exponencial, modelagem matemaética e comparagdo de tamanhos.

De forma mais especifica, as propriedades listadas a seguir sdo as responsaveis por essa
vastiddo de opc¢des dadas para o uso dos logaritmos.

a) Logaritmo da soma:

Sea>0,a+1,b>0¢ec > 0,entio

log,(b-c) = log,b+log,c.
b) Logaritmo do quociente:

Sea>0,a#1,b>0ec > 0,entdo

log, (g) = log,b — log,c.
¢) Logaritmo da poténcia:
Sea>0,a#1,b>0,c>0en € Rentdo
log,b™ =nlog,b.
d) Mudanca de base:
Sea>0,a#1,b>0ec>0,c+#1,entdo

log,b = izgz Z.
e) Logaritmo de 1:
Sea>0, a#1,entéo
log, 1 =0.

f) Inversdo do logaritmo:

Sea>0,a#1,x,y€eER y>0,entdo

log,y=x & a*=y.



21

5 APLICACOES

A Matematica esta presente diariamente na vida das pessoas, contudo, muitas vezes ha
um questionamento de onde podemos estudar ou ver determinado fendmeno visto numa sala de
aula por exemplo.

Ao pensarmos dessa forma, procuraremos demonstrar uma aplicacdo interessante do
assunto abordado nesse trabalho para que 0 mesmo possa ser visto como uma forma mais pratica
de como os logaritmos podem ser aplicados em questfes do dia a dia demonstrando assim um
papel crucial que eles possuem na Matematica.

Os terremotos sdo manifestagcdes naturais que acontecem no planeta terra devido ao
movimento das placas tectdnicas que circulam toda a terra. Quando hd a movimentacéo dessas
placas, as regides que estdo proximas ao local desse movimento sofrem diversos tremores que
podem ter diferentes niveis de forga.

Foi entdo que no ano de 1935, dois sismélogos conhecidos como Charles Ricther e Beno
Gutemberg desenvolveram uma escala logaritmica que ficou conhecida como escala Richter
para que pudessem medir a magnitude dos terremotos.

Torna-se compreensivel o uso dos logaritmos nesse contexto, tendo em vista que a
invencdo dos dois sismologos trouxe uma maneira mais facil de dindmica para demonstrar
como ocorre as diferengas nas amplitudes dos tremores, conhecidos como ondas sismicas.

Para entendermos melhor como funciona a escala, a energia liberada durante o
movimento das placas gera amplitudes que podem ser determinadas fazendo uma associacao
da amplitude méxima com o valor do logaritmo.

Em numeros, cada ponto da escala Ricther representa um aumento de aproximadamente
31,6 vezes na amplitude de uma onda, ou seja, se imaginarmos que em um determinado dia
ocorreu um terremoto de magnitude cinco e no outro dia ocorreu um de magnitude seis, 0
terremoto do segundo dia foi aproximadamente 31,6 vezes mais forte do que o do primeiro dia.

Para vermos isso numericamente, vamos usar exemplo numeérico para ilustrar como
apenas a variacdo de 1 Unico ponto na escala Richter altera a energia de um terremoto.

Tanto para tremores pequenos como 0s grandes em magnitude, a escala logaritmica nos
fornece essa medida quantitativa do tamanho do terremoto. Assim, os dois sismdlogos
acabaram desenvolvendo uma formula que relaciona a magnitude com a energia gerada. Essa
energia que chamaremos de E liberada por um terremoto, que é o que determina sua magnitude

na escala Richter, pode ser aproximada pela seguinte formula:
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10g10 E = 11,8 + 1,5M

onde M representa a magnitude na escala Richter.

Exemplo: Comparando um Terremoto de Magnitude 5 com um de Magnitude 6. Usaremos UE

para representar as unidades de energia.

Exemplo 5.1: Para um terremoto de magnitude 5, temos:

Tomando M =5,
logi1oE =118+ 1,5-5
log,o E =11,8+ 7,5
logio E = 19,3.
Portanto,
E =103 UE.

Exemplo 5.2: Para um terremoto de magnitude 6, temos:

Tomando M = 6,
log1o E=11,8+15-6
log;o E =11,8+9
log1o E = 20,8.
Portanto,

E = 102°8 JE.
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Exemplo 5.3: Comparacéo da Energia Liberada

Depois de realizarmos os célculos acima, podemos fazer uma comparacdo entre as
energias liberadas pelos terremotos dados com as magnitudes 5 e 6. Para tal comparacéo, iremos

calcular agora a razdo R entre as energias.

__ Magnitude 6 __ 10208
" Magnitudes 10193

Aqui chegamos ao seguinte resultado da diviséo:

R ~ 31,62.

A razdo das energias entre um terremoto de magnitude 6 e um de magnitude 5 é
aproximadamente 31,62. Isso significa que um terremoto de magnitude 6 libera cerca de 31,62
vezes mais energia do que um terremoto de magnitude 5. Este célculo ilustra a natureza
exponencial da escala Richter e como um aumento aparentemente pequeno na magnitude pode
representar uma liberacdo significativamente maior de energia.

Havendo essas consideraveis diferencas nas magnitudes, com o auxilio da escala
Ricther, torna-se possivel uma transformacgdo em algo mais linear de mais facil compreensédo
permitindo assim que o trabalho dos profissionais da area seja menos complexo e menos
tendentes a erros.

Mas quando se fala em funcBes logaritmicas e também de sua inversa, as fungdes
exponenciais, as aplicagdes matematicas delas sao diversas, como em fisica, no estudo dos sons
em decibéis ou, em quimica, no célculo do pH de soluc¢Ges que tenham dgua em sua composicao.

Para despertar a curiosidade do leitor, algumas outras areas também usam o poder dos
logaritmos como forma de simplificar e/ou resolver problemas. Alguns exemplos sdo: acustica,

finangas, juros compostos, crescimento populacional, matematica pura, dentre outras.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

O presente estudo prop6s uma abordagem inovadora na caracterizacdo das funcdes
logaritmicas, explorando-as como a area sob o grafico de uma porcéo especifica da hipérbole.
Em vez de uma imersdo profunda no tdpico de integrais, a énfase foi dada as no¢des de areas
sob curvas, culminando na comprovacdo do elemento central da caracterizagdo das funcdes
logaritmicas, conforme apresentado no Teorema 3.3, disponivel na pagina 17.

Ao alcancarmos o0 objetivo delineado, proporcionamos uma apresentacdo que
transcende a abordagem convencional, destacando a relagdo entre as fungdes logaritmicas e a
geometria das areas sob curvas. A validacdo desse conceito fundamental, evidenciado pelo
Teorema 3.3, representa um marco significativo nesta proposta de caracterizacao.

Encerramos o estudo com uma aplicacdo préatica ao abordar a escala Richter, destacando
a relevancia dos logaritmos na medicdo da magnitude dos abalos sismicos. Ao utilizar a tabela
de logaritmos em suas medidas, a escala Richter exemplifica a aplicabilidade direta das fungdes
logaritmicas em contextos do mundo real.

Este trabalho visa servir ndo apenas como uma contribuicdo ao campo académico, mas
também como um recurso valioso para alunos e professores de graduacgdo, bem como do ensino
basico. Espera-se que essa abordagem inovadora facilite a compreensdo das funcgdes
logaritmicas, proporcionando uma base sélida para explora¢Ges mais avancadas nesse dominio

matematico.
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