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RESUMO

As Doencas Inflamatérias Intestinais (DIIs), caracterizadas pela resposta autoimune do
sistema imunoldgico no trato gastrointestinal, tem como principais manisfestagdes a Doenca
de Crohn e a Retocolite Ulcerativa e apesar de ndo terem cura, podem ser tratadas com base no
diagnéstico do paciente. Estudos ao longo dos séculos XIX e XX revelaram a influéncia
genética, imunoldgica e ambiental nessas doengas, definindo-as como as conhecemos hoje.
Devido a complexidade das DIIs, a presente pesquisa tem como intuito compreender o
comportamento da doenga a partir de estudo de um modelo matemético com o uso de Equacoes
Diferenciais Ordindrias (EDOs) que nos permite modelar e simular o fendomeno da doenga.
O trabalho analisa o modelo proposto por Park e Jung (2016), utilizando essencialmente do
Cilculo Diferencial e Integral para a andlise do modelo e da Teoria do Controle Otimo para
adicionar controle a ele, dividindo-se em secdes sobre a DII, conceitos preliminares, andlise do
modelo com e sem controle, e simulagdo numérica para validar as solu¢cdes do modelo.

Palavras-chave: Doencas Inflamatérias Intestinais (DIIs). Teoria do Controle Otimo.
Modelagem Matemitica.



ABSTRACT

Inflammatory Bowel Diseases (IBDs), characterized by the autoimmune response of the
immune system in the gastrointestinal tract, have Crohn’s Disease and Ulcerative Retocolitis
as their main manifestations and although they have no cure, they can be treated based on
the patient’s diagnosis. Studies throughout the 19th and 20th centuries revealed the genetic,
immunological and environmental influence on these diseases, defining them as we know them
today. Due to the complexity of IBDs, this research aims to understand the behavior of the
disease by studying a mathematical model using Ordinary Differential Equations (ODEs) that
allows us to mold and simulate the phenomenon of the disease. The work analyzes the
model proposed by Park and Jung (2016), essentially using Differential and Integral
Calculus to analyze the model and Optimal Control Theory to add control to it, divided into
sections on IBD, preliminary concepts, analysis of the model with and without control, and
numerical simulation to validate the model’s solutions.

Keywords: Inflammatory Bowel Diseases (IBDs). Optimal Control Theory. Mathematical
Modeling.
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Capitulo 1

Introducao

Doencas autoimunes' sdo caracterizadas pela reacdo contréria do sistema imunolégico
para com o organismo, podendo se manifestar por meio de diferentes sintomas. Nesse conjunto,
as Doencas Inflamatérias Intestinais (DIIs) podem ser definidas como doengas autoimunes,
caracterizadas principalmente pela inflamacdo do trato gastrointestinal. Nao possuem cura, mas
podem ser tratadas de acordo com a andlise diagndstica do portador. Ao longo dos séculos XIX
e XX, diversos pesquisadores buscaram compreender e definir as DIIs tendo como principais
descobertas o vinculo da genética, do sistema imunoldgico, do ambiente, entre outros como
fatores contribuintes para a ocorréncia da doenca e sua diferenciagdo como conhecemos hoje,
sendo as principais a Doenca de Crohn (DC) e a Retocolite Ulcerativa (RC).

Em razdo da complexidade apresentada pelas caracteristicas da DII, atualmente,
existem diversas pesquisas na area das ciéncias exatas que estudam o comportamento genético
desta doenca, propiciando novas formas de entendé-la. E nesse sentido que a aplicacio da
Matematica torna-se importante instrumento de pesquisa para o desenvolvimento de técnicas de
estudo. Essas técnicas surgem em razao do estudo de modelos matematicos, determinados por
Equagdes Diferenciais Ordinérias (EDOs), com o objetivo principal a simula¢do do fendmeno
que é a doenca. E com a Teoria do Controle Otimo que conseguimos adicionar controle ao
modelo matematico visando o refreamento da doenca e que proporcione o desenvolvimento de
acdes que visem a cura ou tratamento.

Com esse intuito, esta pesquisa caracteriza-se essencialmente como bibliogréfica, do
qual utilizamos principalmente de dissertacdes, livros e artigos relacionados aos temas prin-
cipais. De acordo com [24], a pesquisa bibliografica tem por intuito aprimorar e atualizar
conhecimentos a partir de uma investigacdo de obras ja publicadas. Sendo uma metodologia
bastante presente no meio académico, ela busca ‘“solucionar, responder ou aprofundar sobre
uma indagac¢ao no estudo de um fendmeno” [24] (p. 25).

E a partir disso que este presente trabalho tem por principal objetivo analisar o

modelo proposto por [21], a partir dos estudos relacionados ao Célculo Diferencial e Integral

"Em que o sistema imunoldgico ataca o proprio organismo.
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CAPITULO 1. INTRODUCAO 13

e a Teoria do Controle ()timo, buscando aplicar controle a ele. Assim, o trabalho se divide
em cinco capitulos: no Capitulo 2, Doenca Inflamatdria Intestinal, buscamos assimilar algu-
mas informacdes sobre a doenga como, seus principais tipos, um breve historico, tratamento,
entre outros; no Capitulo 3, No¢des Preliminares, trouxemos algumas defini¢cdes e teoremas es-
senciais para a analise do modelo matematico proposto; no Capitulo 4, Andlise do Modelo
Matematico da DII, realimos a andlise do modelo sem controle e com controle a partir da
Teoria do Controle Otimo; e no Capitulo 5, Simulacdo Numérica, buscamos validar, por meio
dos métodos numéricos, as solu¢des do modelo de forma aproximada.

Serdo trabalhados diversos conteudos, para isso € necessario um entendimento prévio em
campos como Algebra Linear, Calculo Diferencial e Integral, Equacdes Diferenciais Ordindrias

e Teoria do Controle Otimo.



Capitulo 2
Doenca Inflamatoria Intestinal (DII)

As Doencas Inflamatoérias Intestinais (DIIs) sdo doengas autoimunes e cronicas
caracterizadas pelo processo inflamatério do trato digestivo, sendo suas principais
representantes a Doencga de Crohn (DC) e a Retocolite Ulcerativa (RU). Diferentemente das
mazelas que decorrem da inflamagdo intestinal como infeccdes, apendicite, farmacos e
vasculite intestinal, atualmente as DIIs possuem causa desconhecida desenvolvendo no
organismo uma reacdo contrdria ao funcionamento do sistema imune de defesa na por¢ao
digestiva exposta ([7], p. 3).

Nos dois casos que acometem as DIIs, o individuo apresenta diferentes tipos de
sintomas, como, por exemplo: diarréia cronica, dores abdominais, desnutricao, entre outros
que acometem o intestino delgado ([7], p. 3), podendo levar os portadores a possuirem outras
anormalidades, como a diminuicdo de ferro e vitaminas. Cada caso, apesar das semelhancas de
alguns sintomas, apresentam diferentes manifestacdes nos portadores e, para melhor
compreensao dessas diferencas, o proximo topico trard mais detalhes. Este capitulo teve como
principais referéncias [1, 7, 8, 10, 11, 13, 14, 17, 22].

2.1 Tipos de DII

As Doencas Inflamatorias Intestinais (DIIs) caracterizadas pelo processo inflamatdrio
do intestino, assim como dito anteriormente, possuem duas principais representantes: a Doenca
de Crohn (DC) e a Retocolite Ulcerativa (RU). Ambas apresentam caracteristicas de inflamacgado
em partes do trato digestivo e, diferentemente de outras doengas do intestino, sd@o de carater
crOnico e autoimune.

Apesar das semelhancas, a Doenca de Crohn (DC) e a Retocolite Ulcerativa (RU)
apresentam diferentes tipos de sintomas e formas de se manifestar no organismo. A DC
caracteriza-se por um processo inflamatdrio tipicamente descontinuo, podendo ser desenvol-
vida em qualquer parte do trato gastrointestinal, desde a boca ao anus, envolvendo todas as

camadas do intestino ([11], p. 17063). Diferentemente da DC, a RU caracteriza-se por um

14



CAPITULO 2. DOENCA INFLAMATORIA INTESTINAL (DII) 15

processo inflamatério continuo, limitada a mucosa e a submucosa superficial, afetando areas
especificas do intestino, como o c6lon e o reto ([11], p. 17063).

As diferenciacdes mais especificas da DC e da RU aparecem nas manifesta¢des dos
portadores de cada doenca. A DC, como jé dito anteriormente, possui um processo inflamatério
tipicamente descontinuo podendo levar ao desencadeamento de “desnutricdo, diarréia cronica
com dor abdominal e demais acometimentos” ([7], p. 3), tendo na fase de inicio da doenca
algumas lesdes intestinais e pseudopdlipos!. Na fase tardia da DC é comum encontrar fistulas’
e perda dos movimentos que ajudam na absorcao dos nutrientes, chamados de haustragdes ([7],
p- 3).

Na RU, por estar limitada a mucosa intestinal, “afeta em especifico o intestino grosso e
reto” ([7], p. 3) tendo lesdes continuas e ascendentes, podendo ter transicao de partes do tecido
intestinal acometido e partes saudavel. Os sintomas variam entre diarréia sanguinolenta, febre
e, raras vezes, dor abdominal. Sua fase inicial, diferentemente da DC, ndo apresenta alardes,

podendo ser diagnosticada apds nove meses quando apresentam sintomas como a diarréia.

Figura 2.1: Principais diferencgas entre a DC e a RU.
Doenca de Crohn  Retocolite Ulcerativa

Intestino Intestino

Delgado \ Delgado \
Intestino™ Intestino -1
Grosso Grosso
\ Colon ‘Célon
Reto sigmoide Reto sigmoide
= Anus & Anus

Fonte: Adaptacdo de Brasil Escola.

Outras anormalidades presentes em ambas as doencas sdo, por exemplo, a manifestacao
de anemia e as manifestacOes extraintestinais. As manifestacdes extraintestinais, em especifico,
tém prevaléncia em torno de “20,1% na DC e 10,4% na RU ¢ alto indicativo de doenga ativa”
(71, p. 4).

Dependendo da por¢do do intestino acometida, elas podem afetar diversas estruturas
do corpo humano como articulagdes, pele, olhos, via biliar, sistema nervoso central, coragao,
pulmdes, rins, podendo ser classificadas como imunomediadas ou ndo. Conforme sua
classificacdo, segundo [7], as manifestacdbes podem ser de curto prazo e

acabam se associando a ativacado da doenga, como por exemplo a artrite periférica e as

Pseudopdlipos sio dreas de crescimento desordenado das células do tecido de um 6rgio.
2Fistula é uma conexio anormal, um canal, entre duas estruturas nio normalmente conectadas, como um 6rgéo
que se liga a outro 6rgdo, ou um vaso sanguineo que se liga a uma artéria.



CAPITULO 2. DOENCA INFLAMATORIA INTESTINAL (DII) 16

aftas orais, ja outras seguem um curso independente, como por exemplo, pioderma gangrenoso
(dlceras na pele, comumente em membros inferiores) e a uveite (inflamagao ocular).

No geral, tanto a DC quanto a RU apresentam variados sintomas e formas de
manifestacdo, podendo essas serem diagnosticadas, principalmente, de acordo com o histérico
do paciente e os exames laboratoriais. Atualmente, a incidéncia de portadores da DC e da RU
vem aumentando, sobretudo, em paises ocidentalizados, com maior indice no norte da Europa,
América do Norte, Reino Unido e Australia ([11], p. 17063).

Como vimos no decorrer do topico, as duas ocorréncias principais das DIIs apresentam
diversos tipos de caracteristicas que divergem uma da outra. Até chegarmos nesses dois tipos
esclarecidos, houveram muitas investigagcdes e estudos iniciais que buscavam a origem da DII.

Esses serdao explicados com mais detalhes no préximo tépico.

2.2 Os Primeiros Estudos sobre as DIIs: Um Breve Historico

A primeira investigacdo, segundo [1], correspondente ao que hoje se conhece como a
Retocolite Ulcerativa (RU), foi realizada por Matthew Baillie em 1773. Mais tarde, diversos
outros resultados relacionados a doencas intestinais foram levantados, como a designacao feita
por Samuel Wilks em 1859, onde ele rotula a doenca de um paciente por Retocolite Ulcerativa
(RU) e que, nos dias atuais, seria classificada como Doenca de Crohn (DC).

A partir desse ponto, buscou-se explicar o aparecimento das DIIs através de agentes
transmissiveis, devendo isso ao fato de uma série de casos que relataram a transmissdo da DC
entre casais ([1], p. 2). Além disso, diversos microrganismos foram supostamente
caracterizados como agentes causadores das DIIs, como Helicobacter hepaticus, conhecida
comumente como H.pylori, Bacteroides necrophorum, Bacteroides fragilis, entre outros.
Outra pesquisa que buscou a relacdo dos agentes transmissiveis com as DIIs ocorreu no ano de
1920, realizada por Jacob Arnold Bargen na Clinica Mayo, onde ele “estudou em profundidade
o papel dos Diplostreptococci® como agentes causadores da RU. Ele encontrou repetidamente
Diplostreptococci em tlceras retais* de pacientes com RU e podia induzir colite em coelhos
inoculados com esta bactéria” ([1], p. 2).

ApOs 1sso, ao longo de vinte anos, houve suposi¢Oes de que, devido a diminui¢ao
da incidéncia de doencas infecciosas no mundo ocidental, houve o aumento da ocorréncia
de doencas alérgicas e doencgas que desregulam o sistema imune. Segundo [1] “o sistema
imunitdrio, j4 ndo empenhado na defesa contra agentes infecciosos, poderia
enfrentar microrganismos comensais, resultando num estado inflamatério inadequado e

prolongado”. Essas suposi¢des ficaram conhecidas como “hipétese da higiene”.

3Sd0 bactérias (germes) que podem ser encontradas normalmente na garganta e na pele de pessoas saudéveis,
podendo ocasionar dor de garganta ou infec¢do cutinea leve.

“Derivada de lesdes localizadas na mucosa retal ocasionando esforco durante a defecaciio, uma sensacio de
evacuacdo incompleta e, as vezes, a passagem de sangue e muco pelo reto (Manual MSD, 2023).
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Outros estudos para justificar o motivo das ocorréncias das DIIs, destacado por [22] em
1997, foi “a ingestdo dietética de compostos de enxofre como um fator causal da RU” ([1],
p. 2-3). A ingestdo de alimentos ricos em gorduras, actcares, refinados e pobres de vegetais,
frutas, trigo integral e nozes, bem presente na dieta de estilo ocidental, também caracterizou-se
como fator para a causa das DIIs, ocasionando, para o conjunto de microrganismos presentes na
microbiota do intestino, desempenharem um papel na promog¢do de processos inflamatorios, ja
que eles sdo ‘“relevantes no desenvolvimento anatdomico, fisiolégico e imunoldgico do
hospedeiro” ([1] p. 3).

Com o passar do tempo, diversas outras pesquisas foram realizadas para encontrar a
causa das DIIs. Uma delas relatou o envolvimento da autoimunidade como uma das
justificativas da Retocolite Ulcerativa (RU), sendo este o primeiro artigo a analisar essa relagao,
desenvolvido por Broberger e Perlmann (1959), como mencionado em [1]. Infelizmente, devido

a falta de comprovagdes, esta suposi¢ao foi deixada de lado. Tomou forma apenas quando

[...] estudos populacionais pioneiros confirmaram o aumento da incidéncia
nos familiares (até ao terceiro grau) dos individuos afectados [20]. Através de
estudos da Associacdo do Genoma (GWAS), foram descobertos mais de 230
genes associados a um risco acrescido de desenvolver DII, a maioria dos quais
partilhados tanto pela DC como pela RU [21]. Notavelmente, a maioria deles
codifica proteinas envolvidas na resposta a microorganismos. ([1], p. 2)

Esses genes, associados a maior pretensdo do desenvolvimento da DII, assim como
mencionado por ([1] p. 2), em sua maioria codificam proteinas envolvidas na resposta a
microrganismos, principalmente no reconhecimento bacteriano. Essas proteinas, na DII,
apresentam funcdes contrdrias ao seu comportamento usual, podendo alterar o
funcionamento do sistema de defesa do organismo na parte intestinal.  Assim, para
compreender o papel dessas proteinas no desenvolvimento da DII, o proximo tdpico ird

trazer mais detalhes.

2.3 O Sistema Imune na DII

Quando ficamos doentes devido algum tipo de virus ou bactéria, nosso organismo tende
a reagir com o intuito de expulsar esses microrganismos. Para gerar essa reagdo, existem
dois tipos especificos de sistemas imunoldgicos: o sistema imune inato e o sistema imune
adaptativo. O primeiro, assim como 0 nome ja menciona, estd relacionado a resposta inata, ou
seja, quando um microrganismo adentra nosso corpo, ja terdo células especificas
esperando-o a fim de retird-lo do organismo.

Segundo [14] a imunidade inata “é a primeira linha de acdo que nosso corpo tem para
responder a entrada de um antigeno e possui este nome porque o termo inata significa natural, ou
seja, que nasce com a pessoa’”. As principais células dessa resposta imune sdo: os neutrofilos, os
macréfagos e as células natural killer (NK). Na DII ativada, a resposta a microrganismos € fraca
e resulta “em um menor estimulo a producao de citocinas pré-inflamatdrias e a um clareamento

bacteriano inadequado” ([10], p. 15).
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Ja o sistema imune adaptativo estd interligado a resposta do nosso organismo quando
este ja teve contato com um microrganismo especifico, diferenciando-se do sistema imune inato,
segundo [10], como a ‘“‘segunda linha de acdo” do nosso corpo. Este demanda mais tempo do
nosso organismo, proporcionando memoria imunoldgica e tendo como principais células os
linfécitos T auxiliares e os linfécitos B.

Quando um individuo € infectado e as células do sistema imune inato ndo conseguem
parar a acdo do antigeno, o sistema imune adaptativo entra em a¢do. Para isso, € necessario que
um tipo de célula, chamada de célula dendritica, englobe o antigeno, realize o

processamento dessa infeccao e passe essas informacdes para os linfocitos T.

Figura 2.2: Célula dendritica apresentando um virus para um linfécito T, ativando-o.

1 Englobamento do virus 3 Processamento

do antigeno

Encomenda
pra vocé!

dendritica

4 Apresentagdo

dendvritica do antigeno

2 Antigenos do virusdentro da
célula apresentadora de antigeno

Fonte: [10].

Apos a apresentacdo do antigeno para os linfécitos T, eles iniciam um processo do
qual “os linfécitos ficam maiores e comecam a se multiplicar produzindo milhdes de clones
capazes de ajudar na remoc¢ao do antigeno” ([10], p. 24). Apds essa multiplicagcdo, alguns
linfécitos T produzem um tipo de proteina capaz de informar outras células onde
combater o antigeno, chamadas de citocinas. Segundo [10] as citocinas “estimulam células que
possuem receptores para ligd-las,” podendo também “aumentar a permeabilidade de
capilares sanguineos no local da reacdo imune” gerando uma inflamag¢do ‘“e também
estimularem leucdcitos que estdo circulando no sangue a atravessarem a parede dos vasos

sanguineos e atingirem o local onde estdo as substancias estranhas”.
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Figura 2.3: Liberagdo das citocinas e quimiocinas.

N -4

Vd i‘L/U ™ Citocinas -
g

\ >

. Quimiocinas .
Neutrdfilo Macréfago Neutréfilo Monocito

Neutrdéfilo e macréfago liberando citocinas e quimiocinas. Atraindo
outras células para o local da reagdo como, por exemplo, neutrdfilos e
mondcitos.

Fonte: [10].
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Na DII, a produgdo desses anticorpos € aumentada e, por estarem relacionados a liberacao

de células inflamatdrias, as citocinas, ocorre um agravamento do processo inflamatério, gerando

inflamacdes nas paredes intestinais, principalmente pelo fato das citocinas estarem associadas a

permeabilidades dos capilares sanguineos. E a partir disso, com base nas pesquisas realizadas

ao longo da histéria, que conseguimos, atualmente, refrear esse processo inflamatoério, por meio

de terapias, sejam elas pelo uso de medicamentos, equilibrio na alimentacdo ou por processos

cirdrgicos.

2.4 Tipos de Tratamentos

Como vimos anteriormente,

visto que possuem causa desconhecida.

as DIIs atualmente ainda ndo apresentam cura

Entretanto, em razdo dos estudos realizados para

compreender a causa da doenca, surgiram diversos métodos que buscavam tratar as DIIs,

reduzindo, principalmente, os sintomas e as inflamagdes dos pacientes.

Esses métodos, em sua maioria, sdo caracterizados pela utilizacdo de medicamentos

potentes que ‘“atuam no bloqueio ou ativacdo de diferentes células, receptores e mediadores

participantes da cascata inflamatéria visando a interrup¢ao da inflamacao e a remissao da doenca

29

([13], p. 28). A utilizagc@o desses medicamentos dependera do estado de cada paciente, sendo

necessario considerar “a gravidade da doenga, a extensdo e localizacdo da inflamagdo, bem

como a presencga de outras condi¢des médicas” ([17], p. 942). Alguns possuem melhor resposta

para a DC e outros para a RU.

Além disso, segundo [17], o tratamento da DII envolve uma abordagem multidisciplinar

onde existe a necessidade do paciente, além do uso de medicamentos, ter mudangas no estilo

de vida e na dieta, visando a retirada de alimentos inflamatdrios, como agicares e gorduras em

excesso. Essa juncao amplia melhores resultados para a remissdo da doenga além de “prevenir
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complicagdes a longo prazo, como obstrucao intestinal, perfuragdao ou cancer colorretal” ([17],
p. 942).

Os tipos de medicamentos utilizados para refrear as DIIs normalmente sao
corticoesterdides, imunossupressores, bioldgicos e terapias direcionadas ([17], p. 942). Os dois
primeiros fazem parte do chamado tratamento convencional e, os biolégicos, da
chamada terapia biologica. Dependendo do tipo da DII (seja a DC ou RU), da gravidade da
inflamacdo e sintomas (leve, moderada ou grave/acentuada) € necessaria a escolha e utiliza¢ao

do tratamento mais adequado.

2.4.1 Tratamento convencional

No Brasil, o tratamento mais utilizado é o convencional. Este tipo de tratamento
caracteriza-se pelo uso de medicamentos potentes que atuem na reducdo da inflamagao da
doenca, onde surge a necessidade de acrescentar “drogas cada vez mais potentes, porém com
mais possibilidades de efeitos colaterais, conforme a resposta insuficiente na etapa anterior”
([13], p. 28), sendo eles: os corticosterdides e os imunossupressores (ou imunomoduladores).

Atuando no controle da inflamacdo da DII, os corticosterdides sao administrados de
acordo com a gravidade da doenca, podendo ser utilizados por via oral ou injetavel. Além disso,
“sdo prescritos por um curto periodo de tempo devido aos efeitos colaterais a longo prazo” ([17],
p. 946). Os mais comumente usados sdo a prednisona, budesonida e a hidrocortisona, dos quais
a predominante € a prednisona.

Em relacdo aos imunossupressores, caracterizados por serem capazes de suprimir o
sistema imunoldgico e reduzir a inflamacdo na DII, eles sdo mais utilizados quando o paciente,
apos a utilizacdo de corticosterdides, apresenta auséncia da resposta de melhora ou dependéncia
do medicamento ([13], p. 29). Seus principais representantes sao a azatioprina (AZA) e o
S-imidazol da 6-mercaptopurina (6-MP).

Esses medicamentos sdo utilizados em sua maioria quando a doenga esta em sua fase
ativa na forma leve a moderada, onde ambos dependem da prescri¢ao do médico apds a avaliagdao
do paciente. Quando a doenca esta na sua forma grave/acentuada, na maioria das vezes, €
necessdria a internagao e, conforme bateria de exames e andlise por parte do médico, cabe a ele
designar o uso de corticosterdides, bioldgicos ou, caso ndo seja possivel diminuir a inflamacgado
por meio desses medicamentos, “pode ser necessdria cirurgia para remover a parte afetada do

intestino ou tratar complicagdes como abscessos” ([17] p. 948).

2.4.2 Terapia biologica

Alguns pacientes, apés o uso de corticosterdides ou imunossupressores, podem nao
reagir positivamente ao tratamento ou comecam a apresentar dependéncia desses
medicamentos. Para isso, existe outra abordagem farmacoldgica utilizada para tratar as DIls, a

chamada terapia bioldgica. Essa terapia tem por objetivo principal induzir a remissao da doenca
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e proporcionar uma cicatrizacdo da mucosa intestinal, podendo levar “a menores
chances de internacdo e procedimentos cirurgicos” aos pacientes ([8], p. 33).

Para chegarmos aos atuais tratamentos para a DII, houveram diversas pesquisas
relacionadas a fisiopatologia da doenca, ou seja, ao estudo da causa e, em um desses estudos
descobriu-se que um dos principais causadores da resposta inflamatéria do sistema imune sdao
os linfécitos T ativados. Quando estdo ativados, essas células liberam mediadores inflamatérios
chamados citocinas, dos quais, ativam outros linfocitos e estimulam a producdo de outros
mediadores, gerando a “perpetuacdo e amplificacdo da resposta inflamatéria da mucosa
intestinal” ([8], p. 34).

Uma das citocinas liberada neste processo € o fator de necrose tumoral alfa (TNF«). Na
utilizacdo da terapia bioldgica tem-se o bloqueio dessa citocina inflamatéria proporcionando
assim um tratamento mais duradouro. As principais drogas utilizadas para este tipo de terapia
sdo: infliximabe, adalimumabe e vedolizumabe. “Elas provém da experiéncia da sua utilizacao
com a reumatologia (artrite reumatdide, espondilite anquilosante, artrite psoridtica) e a derma-
tologia (psoriase) que inibem o TNFa” ([8], p. 34). Segundo [17]

E importante que o tratamento seja monitorado de perto pelo médico especia-
lista em gastroenterologia e ajustado conforme necessario para garantir o con-

trole adequado da inflamagio e minimizar os efeitos colaterais (MAGALHAES
et al., 2023, p. 946).

A terapia bioldgica torna-se importante por estar associada a diminui¢do das acdes
inflamatérias decorrente das citocinas. E a partir de todo esse conhecimento sobre a doenca,
os tipos e seus tratamentos, em especial a terapia bioldgica, que o objetivo deste presente
trabalho € analisar o modelo matemético proposto por [21], aplicando controle a ele a
partir da Teoria do Controle Otimo. Para isso, no préximo capitulo trazemos algumas nogdes
preliminares essenciais, sendo elas definicbes e teoremas, para a compreensdo do

modelo.



Capitulo 3
Nocoes Preliminares

Neste capitulo, abordamos algumas defini¢des, teoremas e resultados que servirdo como
embasamento téorico para a compreensao dos assuntos subsequentes. Nestas secdes iniciais,
apresentamos a definicilo de uma Equagdo Diferencial Ordindria (EDO), trazendo
alguns exemplos bdsicos, assim como a definicdo de um Sistema de Equagdes Diferenciais
Ordinérias (SEDO), a definicio de um Problema de Controle Otimo (PCO) e o teorema de
Picard-Lindelof, sendo estes essenciais para a compreensao do modelo que serd apresentado
nos topicos seguintes. Este capitulo foi desenvolvido essencialmente pelas referéncias [2, 5, 15,
16, 18, 19, 20, 25].

3.1 Equacoes Diferenciais Ordinarias (EDOs)

Como se sabe, modelos matematicos t€ém por principal intuito projetar fendmenos por
meio de um sistema que possui vdrias varidveis e, em muitas das vezes, utilizamos as EDOs
para a modelacdo desses fenomenos, principalmente fendmenos de variacdo. Nesta se¢do, serdo
abordados os conceitos elementares sobre Equagdes Diferenciais Ordindrias, dos quais temos

algumas defini¢cdes e exemplos essenciais para o entendimento deste trabalho.

Definicao 3.1. Uma Equacdo Diferencial Ordinaria € uma equacdo que possui
derivadas ordinarias de uma ou mais varidveis dependentes em relacdo a uma unica varidvel

independente, sendo uma equagao da forma:

F(a,y(x),y'(x), ...y () =0, 3.1)

onde y = y(z) é a funcdo incdgnita de uma varidvel e suas derivadas, é chamada de Equacgdo
Diferencial Ordindaria de ordem n. Segundo [20], como (3.1) € uma funcdo de n + 2 variaveis,
considera-se a hipdtese de que o teorema das fungdes implicitas (pode ser encontrado em [23]) é

aplicdvel e, por meio disso, sempre € possivel resolver uma equacdo diferencial dada na forma

22
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(3.1) de maneira tnica', para que a derivada mais alta ™ se escreva em termos das n + 1

varidveis restantes, a fim de obter,

y'(@) = fley, gy ey ), (32)
onde f é uma fung¢do continua de valores reais, sendo conhecida como forma normal.
Exemplo 3.2. Considerando uma EDO de segunda ordem homogénea, temos

o 4y + 2y =0.
Exemplo 3.3. Considerando uma EDO de segunda ordem nao-homogénea, temos

o '+ 3y +4y = 3x + 2.

3.1.1 Sistemas de Equacoées Diferenciais Ordinarias (SEDOs)
Definicao 3.4. Um sistema de n Equacdes Diferenciais Ordindrias com n fungdes
desconhecidas y; () - - - y,, () tem a forma [15]

yi = a11Y1 + a12Y2 + a1,Yn

Yy = a21Y1 + a2y2 + A2,Yn

y;;, = an1k1 + n2Y2 + ApnYn,

ou, simplesmente

yi - fl(t7y17 7yn>

Yy = fo(t, Y1, s Un) (3.3)

y'),z = fn(t7yla -'-7yn)7

onde, também segundo [15], é possivel escrever o sistema (3.3) como uma equagdo vetorial,

introduzindo os vetores-coluna y = [y1, ..., y,]” € f = [f1, ..., f»]*. Tendo assim a forma

y = f(ty). (3.4)

Observacgao 3.5. Quando s6 conhecidos os valores iniciais y;(to), y2(to), ---, Yn(to). Dizemos

que o sistema tem valor inicial ou condig¢do inicial y(ty) = yo.

1Alrgumento descrito pelo Teorema da Existéncia e Unicidade de uma EDO. Ver [5](Teorema 2.8.1, p. 106)
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Exemplo 3.6. Consideremos o SEDO homogéneo, onde b, k, G, T e A sdo constantes, temos
Yy = by + kGys + ya,

Yy =kyr + Tyz + Ays.

3.1.2 Sistemas de EDO lineares

Definicao 3.7. Tratando de sistemas de EDOs lineares, ele terd a forma

yr = a1 ()y + ar2(t)y2 + a1n () yn

Yy = az1(t)y1 + ass(t)ys + asn(t)y,

3.5
y; = Qp1 (t)yl + an2(t)y2 + ann(t)yna
com sua forma vetorial
Yy =Ay+g, (3.6)
onde
@11 ... Qip Y1 g1
ap1 ... Qpp UYn 9n

se g = 0, o sistema é homogéneo e possui a forma de (3.5), dada por:

y = Ay.

Caso g # 0, entdo o sistema (3.6) é chamado de nao-homogéneo.

Exemplo 3.8. Consideremos o SEDO nao-homogéneo, onde a, b e K sdo constantes, dado por:

ig (20 _ 3Na> _p,

% - <3Gk + 62N> _a

3.2 Teorema de Picard-Lindelof

Para compreendermos o teorema de Picard-Lindelof, € necesséria a abordagem de duas

defini¢des primordiais, as quais encontram-se logo abaixo.

Definicao 3.9. Uma aplicacio ' : U C R!™¢ — R™ ¢ dita localmente lipschitziana na
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segunda varidvel z € R? se para todo (ty, 79) € U, existem C' > 0 e ¢ > 0, tais que

| E(t,21) = F(t,z2) [[< Ol 21— 22 |,
para todo 1,72 € B.(zg) = {z € R || 2 — 0 ||< € } e paratodo t € B.(to) em que || z ||
denota a norma de R" qualquer que seja o natural n. C' serd denominada constante de Lipschitz.
Exemplo 3.10. Toda funcio G de classe C'*? é localmente lipschitziana.

Exemplo 3.11. Consideremos as fun¢des de classe C'!

e G(r) = sen(x)
o
x4y

Definicao 3.12. Seja V' um espaco vetorial com produto interno. A norma (ou comprimento)

o G(x,y) =

de um elemento v € V/, denotada por || v ||, € definida por:

I vll= Va4

E a distancia (ou métrica) entre dois elementos u e v de V, denotada por d(u,v), é
definida por:
d(u,v) = [ u—v].

Exemplo 3.13. Consideremos o vetor v = (1, —2),onde v € V' = R?, a sua norma serd dada
por:

ol =12+ (=2)?
= 5.

Exemplo 3.14. Consideremos os vetores v = (3,8) e u = (3,4), onde v,u € V = R? a

distancia entre esses dois vetores € dada por:

d(u,v) =l u—v|

=/(3—3)2 4 (8 —4)2
=16
= 4.

Definicao 3.15. /' : U C R*” — R™ é uma contracao se existe 0 < A < 1 tal que
d(F(x), F(y)) < Xd(z,y),

para todo z,y € U.

2Uma fungio é de classe C'! quando suas derivadas parciais sdo continuas.
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Observacao: Algumas literaturas utilizam a notacdo de derivada gy, esta que serd

utilizada no teorema abaixo.
De acordo com as defini¢des citadas acima, o teorema nos diz que:
Teorema 3.16. (Teorema de Picard-Lindelof) Sejam D C R x R"™ um conjunto aberto, f

uma fungéo definida em D e com valores em R" tal que f(¢,y) é localmente lipschitziana em

relagdo a y em D, e (to, o). Entéo a solugdo do problema de valor inicial

y=fty),
y(to) = ¥o,
existe e ¢ tUnica num intervalo I, = [tp — a,tp + «f, com o > 0.

Sel, = [t —ato+aleB, ={y || y—1wo || < b} sdotaisque I, x B, C D,M éo
maximo de || f || em I, X B, e L é uma constante de Lipschitz de f(¢,y) em relacdo a y em
I, x By, entdo pode-se tomar o = min{a,b/M,1/L}.

Demonstracao: A prova deste teorema pode ser encontrada em [12], p. 33-34. O

3.3 Teoria do Controle Otimo

A Teoria do Controle Otimo tem por principal objetivo estudar o controle de Sistemas
de Equagdes Diferenciais Ordindrias, intervindo no comportamento desses sistemas para con-
seguir determinado resultado. Suas aplicacdes vao desde campos como a robdtica, 16gica de
computador, assim como na propria natureza. De acordo com [20] “a historia dos mecanismos
de controle, tanto naturais quanto os elaborados pelo homem, pode ser dividida em diferentes
épocas da histéria da humanidade” indo desde o Big Bang, a Revolucao Industrial e, atualmente,
ramificagdes tdo novas, como a bioengenharia, que sao dificeis de serem avaliadas.

A exploracdo desta teoria, devido a sua aplicacdo em sistemas mais complexos,
encontra-se difundida em vérias esferas do conhecimento humano, inclusive na simulacao de
sistemas bioldgicos, como por exemplo, as doencgas infecciosas, cancer, entre outras doengas.
Estes tipos de doencgas exibem uma gama diversificada de caracteristicas, tais como o agente
causador, o proprio processo de evolucdo, entre outros.

A Teoria do Controle Otimo, em conjunto com o Calculo Variacional, aborda essa
diversidade de caracteristicas, “a fim de obter funcdes como resultado da otimiza¢ao dinadmica”
([19], p. 5). Em outras palavras, ao lidar com sistemas que simulam tais doengas, identificados
como Problemas de Controle Otimo regidos por Equagdes Diferenciais Ordindrias, o objetivo é
reproduzir aspectos que influenciam o avango dessas doengas a partir das func¢des resultantes.

Em [18], a autora ressalta que as “equacdes diferenciais ordindrias sdo poderosas

representacdes tedricas de processos de evolugdo em que a taxa de variacdo do estado do
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processo em cada instante ¢ depende do processo nesse instante”. Compreender o aspecto
variacional presente nos modelos matematicos € fundamental para interpretar a representagdo da
doenca em questao, isto €, assimilar as varidveis e parametros que definem o modelo da doenca
com os conceitos de Célculo Diferencial e Integral conforme abordados por [15] e [25], assim

como a definico de Problema de Controle Otimo e as condi¢des de otimalidade conforme [16].

3.3.1 Problema de Controle Otimo

Definicdo 3.17. Um Problema de Controle Otimo pode ser definido como um Sistema de
Equacdes Diferenciais Ordindrias, determinado por uma fung¢io () que consiste em minimizar

o funcional®*

t1
Iw = [ 1t ule)ar 6.7
to
sujeito a
dz
com a condi¢do inicial
(to) = o, (3.9)

em que as fungdes f e g sdo fungdes continuamente diferencidveis (isto €, fungdes cujas de-

rivadas sdo continuas), z(t) é diferenciavel por partes.

3.3.2 Condicoes necessarias de otimalidade

Para compreender e verificar as condi¢des necessdrias de otimalidade utilizamos

principalmente da referéncia [16], onde os autores enunciam o seguinte teorema.

Teorema 3.18. Se (x,u) é um minimizador de (3.7) sobre a restri¢do (3.8) e a condi¢do inicial
(3.9), entdo existe uma fungio A € C[0, ] tal que a terna (¢, z(t), u(t), A(t)) satisfaz:

e (s sistemas estado e co-estado

de O0H
o = 2t al0),u(0), A0), 3.10
d\ OH
= 2t (0) ult), M), @3.11)

3Caracterizado para medir a qualidade, de acordo a critérios prefixados, do controle que aplicamos ([20], p.
81).

*Funcional é um conceito da Algebra Linear e Anélise Funcional. Denomina-se Funcional a toda funcio que
tem como dominio um espago vetorial, e como imagem um corpo de escalares tais como o conjunto dos nimeros
reais.
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e a condicdo estaciondria

%—Z(t,x(t),u(t),)\(t)) =0, (3.12)

e ¢ a condi¢do de transversalidade
A(b) =0, (3.13)

onde o Hamiltoniano H € definido como
H(t,u,z,\) = f(t,x,u) + X g(t,x,u). (3.14)

As condigOes necessdrias de otimalidade tém grande relevancia para a analise do
modelo matematico, pois tém por principal intuito encontrar possiveis candidatos para a solug¢ao
do modelo, diminuindo as chances daqueles candidatos que valem para algumas condi¢des, mas
ndo para todas. Assim, a partir do teorema de Picard-Lindeldf e das condi¢Oes necessdrias de
otimalidade, no proximo capitulo iremos realizar essa andlise matemadtica do modelo,
verificando a existéncia e unicidade da solugao e, posteriormente, realizar algumas simulacdes

numéricas.



Capitulo 4

Analise do Modelo Matematico da DII

Neste capitulo, abordamos alguns conceitos que julgamos necessdrios para a
compreensdo deste trabalho, dos quais trataremos de forma sucinta o que é a Modelagem
Matematica e sua importincia enquanto area que utiliza da Matematica Aplicada para a
simulacao de diferentes fendmenos presentes tanto no social, cultural ou na natureza, além
disso apresentar e realizar a analise do modelo matematico da DII sem e com controle. A partir

disso, este capitulo tem por principais referéncias [3, 4, 9, 21].

4.1 Modelagem Matematica

Na maioria das aulas de Matemadtica, varios alunos levantam o seguinte questionamento:
“quando vamos usar isso na vida real?”. Quando analisamos este questionamento, conseguimos
relacionar a utilizacdo dos conceitos mateméticos no cotidiano a partir do que chamamos de
Matematica Aplicada. Esta tem por principal objetivo explicar fendbmenos da natureza e da
sociedade num geral e, apesar das discordincias com relacdo a sua importancia, existe uma
necessidade de compreender os fendmenos de forma geral, principalmente para contribuicoes
futuras.

Em consonancia com a aplicacdo da Matematica, existem alguns métodos que nos
auxiliam no processo de explicar esses fendmenos, como por exemplo a Modelagem
Matematica que, de acordo com [3], “consiste na arte de transformar problemas da realidade
em problemas matemadticos e resolvé-los, interpretando suas solu¢des na linguagem do mundo
real”. Com a Modelagem Matemadtica, podemos utiliza-la tanto como método cientifico quanto
como ferramenta de estratégia para o ensino e aprendizagem da Matematica nas escolas da

Educacido Bésica. Ela proporciona, de forma geral, assim como afirma [4], diversos beneficios

29
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e Pode estimular novas ideias e técnicas de experimentais;

e Pode dar informagdes em diferentes aspectos dos inicialmente previs-
tos;

e Pode ser um método para se fazer interpolagdes, extrapolacdes e pre-
visoes;

e Pode sugerir prioridades de aplicag@o de recursos e pesquisas e eventu-
ais tomadas de decisdo;

e Pode preencher lacunas onde existe falta de dados experimentais;

e Pode servir como recurso para melhor entendimento da realidade [4].

Podemos notar que a Modelagem Matemdtica pode ser utilizada de diversas
maneiras, assim como em diversas dreas do conhecimento, como por exemplo, a Economia,
Ciéncias Sociais e, em especifico a Biologia. Ao tratarmos da modelagem de fendmenos
bioldgicos, existem diversas pesquisas voltadas para a modulacdo destes, com destaque para
a modulacdo de diversas doengas, como por exemplo, as infecciosas e o cancer, na qual os
modelos matematicos tem por principal intuito a caracterizagdo ou descri¢do da doenca,

podendo deduzir novas descobertas com relaciao a doenca ou até mesmo formas de tratamento.

4.2 Modelo Matematico

As Doencgas Inflamatdrias Intestinais (DIIs), como ja mencionado anteriormente, sao
doencas que podem ocorrer no trato digestivo associadas a inflamacdo causada principalmente
em razdo da reacdo contraria do sistema imunolégico. Como se sabe, o sistema imunoldgico
tem por seu principal papel proteger o organismo contra invasores, a exemplo das bactérias e
virus e, nesse processo de proteger o individuo temos a ocorréncia de uma reagdo inflamatorio
que, ao cumprimento da remocgdo desses invasores, desaparece ([21], 140).

Em contrapartida, quando o individuo possui DII, este processo inflamatério permanece
em razdo do descontrole de substincias que irdo mediar essa inflamagdo, como “a ativagcao de
linfocitos T auxiliares do tipo 1 (Thl), a ativacdo de linfocitos T auxiliares do tipo 2 (Th2)
e a liberagdo de citocinas” ([21], 140). Quando tratamos das células T nativas (ou ingé€nuas),
podemos dividi-las em dois subconjuntos (Thl e Th2) que, de acordo com [21], sdo
“comumente definidos pelas citocinas que secretam”. Por essas células estarem inteiramente
associadas a resposta imunoldgica a superexpressao dessas citocinas serdo os principais fatores
para as DIIs.

Posto isso, [21], buscando de forma objetiva usar dessas informacdes e de outros mode-
los que descrevam as acdes dessas células na DII, definem o modelo a partir de trés varidveis
principais: as células T nativas (/N (t)), a concentragdo das células T de ajuda (7'(¢)), também
chamadas de linfécitos T auxiliares, das quais incluem Thl e Th2, e as citocinas secretadas

pelos linfécitos T auxiliares, denotado por S(t). Assim, o modelo é descrito por
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( dN
= - bN<1 _ %) . (’yS—l—C)N—,ulN
dT’
- = a1 VSN + ascN — T 4.1)
dS
\ E = CUT—ﬁNS—[Lgs,
equivalentemente a,
WA 2)
a7 '

Cada parametro em destaque no modelo acima indica alguma acdo das células princi-

pais. A descri¢do de cada um pode ser vista na tabela abaixo.

Tabela 4.1: Valores dos parametros do modelo (4.1).

Notacao | Descricao do paramtero
b A taxa de crescimento da célula T nativa/ingénua.
K Capacidade de carga.
vy Coeficiente que representa a perda de /N devido aos encontros S.
c A taxa de producdo interna para diferenciacao de 7.
a1 A taxa de proliferacdo e diferenciacdo em N por S.
Q9 A taxa de proliferacao e diferenciagdo em N por c.
w A taxa de producdo de S a partir de 7.
I6; Representa a perda de S devido aos encontros V.
1 A taxa de excre¢do e eliminacao de V.
2 A constante da taxa de mortalidade para 7.
43 A constante da taxa de mortalidade para as citocinas S.

Fonte: Adaptado de [21].

4.2.1 Analise do modelo matematico sem controle

Para realizar a andlise do modelo matematico proposto por [21],
utilizamos principalmente das definicdes e teoremas mencionados no capitulo anterior.
O modelo sem controle, composto pelas trés varidveis principais N(t),T'(t) e S(t), definido
em (4.1). Assim, sejam as fungdes fi(t,z), f2(t,x) e f3(t,z), com z(t) = (N(¢),T(t), S(t)),
definidas por

N
filt,z) = bN<1 - ?> - <’YS+C>N — N,
fa(t,x) = arySN + aacN — pT,
fs(t,x) = wl' = BNS — p3S.
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e f(t,x) a fun¢do definida como

ft,x) = (f1, f2. f3)" (4.2)

Usaremos o Teorema de Picard-Lindelof (3.16), para provar a existéncia e unicidade da

solu¢do do modelo definido por (4.1).
Demonstracao: Dado que f1, f2, f3 > 0, de (4.2) consideremos as fungdes f(t,z) e f(t,y)

cuja a norma da soma esta definida por

| f(t @) || = [fi(t, )| + [f2(t, )| + [ f3(t, @)
= fl(tvx) + fZ(tvx) + f3(tvw)7

e analogamente,

|| f(t7y) || = fl(tay) +f2(t7y) +f3(t’y)'

Definimos

z(t) = (No(t), Tu(t), Sa (1)),
y(t) = (Ny(t)v Ty<t)a Sy(t»a

logo,

|| f(t,ZL‘) - f(t7y) || = || (fl(t7x)afQ(t7x)7f3(tax)) - (fl(tvy)afQ(t7y)vf3(tay)) ||
= || (fl(tvz) - fl(t>y)vf2(tax) - f2(t7y)af3(t7$) - fS(tay)) ||a

usando a norma da soma, temos
“ f(t,ZE) - f(t7y) || = |f1(t7.17> - fl(t7y)| + |f2(t,$) - f2(t7y)| + |f3(t,l‘) - f3(t7y>|'

Como f1, f2, f3 > 0, segue que

” f(tv .Z‘) - f(tay> H = [fl(tax) + f2(tv .Z‘) + f3(t7$)] - [fl(t>y) + f2<tay) + f3(tay>]7

substituindo cada fun¢do coordenada f;, com: = 1, 2, 3, temos

I (tx) = F() 1= [pNa (1= 52) = (382 + ) Na = puNs + SN + e,

— Ty + Ty = BNoS, — paSa] = bV, (1 - %) — (¥8y +¢)N,

— Ny + a1vSy Ny + aacNy — o1y + w1, — BN, S, — ,ugsy]
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N,
= bNx(l — f) — (VSI + c) N, — u1 Ny + a1vS, N, + ascN,

— Ty + wTy — BN,S, — 1135, — bNy<1 - ﬂ) + (vsy + c> N,

K
+ 1Ny — o vSyNy — ascNy + poTyy — wTyy + BNy S, + 135,
bN?2,
=bN, — — SNy — c¢Ny — 1 N + a1vS. N, + ascN,

bN?

Y +~4S,N, + cN,
+ i Ny — aqvSyNy — aocNy + poTyy — wTyy + BNy S, + 1135,

= bON, — cN, — u1 Ny + aseN, — vS: N, + a17S: N, — BN,S,

bN?,
- /’L3S£l? - ,u2T;B + WTI -

— bNy + cNy + 11N, — aacN,
bN?,

+ Sy Ny — o ySyNy + BNySy + pusSy + poly — Wil + 7

=N, - (b—c— 1+ asc) — N, -(b—c—,ul—l—agc)
+ 85 - (a0yNe — YNy — BN;) = Sy - (aayNy — N, — BN,)

b
T (Nx2 - Ny2)

+Tx'<w_ﬂ2)_Ty'(w_M2)_MS'(SI_Sy)_K

=N, (b—c—p+ac)— Ny (b—c—p+ ac)
+ S50+ [No - (ary =7 = B)] = 8y - [Ny(ary =7 = )]
FT i) =Ty (= i) — o (2 — ) — +
=N, (b—c—p1+ac)— Ny (b—c—p+ asc)
+8,-N,-T—8,-N, - T+S, - N,-T—8,-N,-T

(Nz2 - Ny2)

= |

+ 1o (w—p2) =Ty (W — p2) — g~ (So — Sy) — -(ng—Nf)

=[ =

=N, (b—c—p +ac)— Ny (b—c—p+ ac)
+ Sa(No = Ny) - T+ Ny(Se = Sy) - T+ To - (0 — pp2) = Ty - (w — paa)
b
—Ms'(Sx—Sy)—E
=(Ny; = Ny) - (b—c— pyg +age) + Su(Ny — Ny) - I' + Ny(S, — Sy) - T
b

+(Tx_Ty)'(W_U2)_M3'(Sx_5y)_?

’ (Nz2 - Ny2)

) (Nr - Ny) ’ (Nx - Ny)-

Aplicando a desigualdade triangular

1F ) = Fty) | < [(Ne = Ny)| - ([b = ¢ = pn + ge| + [ Sal - F+ SNz + Ny )

+ S — Sy|(|Ny| Tt pz) + T — Ty| w — N2)|
L- (’Nx - Ny‘ + |S:c - Sy‘ + ‘Tl‘ - Ty’)
Lol z(t) —y(t) |,

IN

IN
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b
onde I' = (ary =7 = B), L1 = [b— ¢ — pu + e + [l + 2N + Ny|, Lz = [Ny |1 + o,
L3 = |w— ps| e L = max{Ly, Ly, L3}. Assim, provamos a existéncia e a unicidade da solugio

para o modelo sem controle. o

4.2.2 Analise do modelo matematico com controle

Nesta subse¢do, temos como principal objetivo realizar a andlise do modelo com
controle. Contudo, para realizar esta andlise existiu a necessidade inicial de que levantas-
semos o seguinte questionamento: “onde e como aplicamos o controle?”.

No modelo proposto por [21], temos, assim como € mencionado em (4.1), trés varidveis
principais que descrevem a doenga (N (t), T'(t) e S(t)). Quando retornarmos as agdes de cada
célula descrita no modelo matemético por essas trés varidveis, percebemos que o momento do
qual temos maior influéncia dessas células, que possam estimular o comportamento alterado
do sistema imune na DII, se enquadra no processo de liberacdo das citocinas inflamatorias
(representadas pela funcgdo S(t)) por meio das células T (representadas pela funcao 7°(t)), em
especifico as exacerbacdes dessas citocinas na doencga, assim como descreve a literatura.

E a partir disso que ao adicionarmos controle ao modelo, priorizamos as duas EDOs
relacionadas a essas células representadas pelas fun¢des 7'(¢) e S(t), sendo esse novo controle
definido pela funcdo o. Em consonincia com isso, nosso controle teve como principal objetivo
diminuir essa exacerbacdo por meio do produto ¢7'. Assim, definimos o modelo com controle

através do seguinte sistema

(dN
-E-:bN@—%)—@S+QN—mN
T
Cfl_t = ayySN + aseN — puT — oT 4.3)
ds
E = WT—/BNS—[Lgs—{—UT,
equivalentemente a,
d
= Alt,a(t). ().

Assim, para fazer a anélise matemadtica do modelo é necessdrio saber que, quando apli-
camos controle a um modelo matemético, existem algumas defini¢des e condi¢cdes necessdrias
importantes para esta andlise.

De acordo com a defini¢do de Problema de Controle Otimo, definido em (3.17), ao
aplicarmos controle a um SEDO, temos como principal intuito minimizar o funcional por meio
da funcgdo, em nosso caso, o(t), sendo esse funcional, para o modelo com controle, definido

como
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Iw) = [ gtt.a 0.0 @)
0
sujeito a
W A0, 0(0), @)
com a condic¢do inicial
I(to) = Xy, (46)

em que as fungdes g e A sdo fungdes continuamente diferencidveis, x(¢) é diferencidvel por

partes. A fim de objetivarmos o funcional, definimos

J(u):/o PT+Q 2(p\dt,

em que P e () sdo chamados de pesos positivos. Sendo:
o %02(15): custo de aplicar esforgo de controle,
e a: a duragdo dos programas de controle,
e 0 < o(t) <1

Em consonancia, ao analisarmos as condi¢des necessarias de otimalidade, definidas no
Teorema (3.18), ao considerarmos (x, ¢) como um minimizador de (4.4) sobre a restri¢ao (4.5)

e a condi¢do inicial (4.6), entao o Hamiltoniano H € definido como
H(t,x,o,\) = g(t,x,0) + X A(t, z,0)
N
©02(0) + n [bN(l - ?) . (’yS + c>N - ulN]

+ A [anyN + aocN — T — O'T]

=PT+
(4.7)

+)\3[wT—ﬁNS—,ugS+JT]

Assim, as condicdes necessarias de otimalidade do modelo sdo:

e O sistema de estado:

(1) = ZL 0 a(0), (1), A1),

N(t) = bN(t)(l - %) — (6S(t) + )N () — N (1),

T(t) = aryS(E)N(t) + aeeN(t) — pT(t) — o T (1),
S(t) = wT(t) — BN(£)S(t) — pzS(t) + oT(t).
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e O sistema de co-estado:

A0 = G (1 (0) 7 (0) M(0),
At = %( (1), (1)) + AT (1, 2(1) (1),
Ma—t) = M(a—1t) [b 1- ) —i—bN(a—t)(l— %) — (VS(a—t)—i-c) —,ul]

+Xo(a —t) [awS (a—1t) +agc]
%&a—t[ 5sa—t}
Xo(a—1t) = P+ X(a—1t)[—p2— o]+ N\s(a—t)[w+ 0]

No(a—t) = M(a—t)[=7N(a—1)]+ dola— ) [aryN(a—1)]+ g(a—t) BN (a—1t) - i

com as condi¢des iniciais:

N(O) = N(),T(O) = T(), S(O) = So, )\1((1) = 0, )\Q(a) = O, )\3(@) = 0.

e A condicao estaciondria:

isto €,
dg (
do
Logo, derivando (4.7), obtemos

t,x,o)+ /\%(t, z,0) =0.

do
Qo(t) + () (=T(t)) + As(t)T'(t) = 0.
Para encontrar o controle 6timo, isolamos a funcéio o (t)

[Aa(t) — As(8)]T(t)
Q )

o(t) =
daqui, o controle 6timo o* é dado por

ey Pa(t) = As(D]T(#)
o*(t) = 0 :

Tendo o funcional e as condi¢des necessdrias de otimalidade para um PCO, iniciaremos

a andlise do modelo com controle. Para isso, da mesma forma que o modelo classico, sejam as
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fungoes f1(t, x), f2(t,x) e f3(t, x) definidas como

fit,x) = bN<1 — %) — <75+C)N—M1N,

fa(t,x) = ayySN + aseN — poT,
f3(t,z) =wT — BNS — p3S.

e f(t,z) a fungdo definida como

f(t,l') = (fl:anfS)T'

Usaremos o Teorema de Picard-Lindelof (3.16), para provar a existéncia e unicidade da
solu¢do do modelo definido por (4.3).

Demonstracao: Como fi, fo, f3 > 0, consideremos as fungdes f(¢,z) e f(¢,y) cuja a norma
da soma estd definida por

| f(t ) | = [/t 2)| + [ folt,2)| + | f3(t, z)]
= fi(t,z) + fo(t,x) + f3(t, x),

e analogamente,

|| f(tvy) || = fl(tvy) +f2(t7y) +f3(t7y)'

Para identificar as fun¢des z e y, definimos

Assim,

H f<t7$) - f(t7y> H = H (fl(tvx)ufQ(tVr)vffi(tax)) - (fl(tay)qu(t7y)7f3(t7y)> H
= H (fl(tPT) - fl(t7y)7f2(tax) - f2(tay)7f3(t7$) - f3(t7y)) Ha

usando a norma da soma, temos

H f(th} - f(tvy) H = |f1(t,l’) - fl(t7y)‘ + |f2(t,$) - f2(tvy)| + ‘f3(t,l’) - f3(t7y>’7

como f1, f2, f3 >0, segue que

I f(t2) = fty) | = A 2) + falt,2) + st 0)] = [h(Ty) + L@t y) + (1 y)l,
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substituindo cada fun¢do coordenada f;, com ¢ = 1, 2, 3, temos
Ny
f(tax) - f(ta y) - |:bN&?<1 - f) - (rysz + C)Nz - Mle + O‘lVSxNx + OQCNr

N
— toTy + 0Ty + T — BN,Sy — 1155, — aTx] - [bNy<1 - 7?’)

— (”ySy + c) Ny — iy Ny + a1ySy N, + aaeNy — po'ly, + 0T,

+WT, = BN,S, — Sy — 0Ty

bN?2,
=bN, — — SN, — cN, — iy N, + a1vS. N, + ascN,
bN?,
— poly + 0Ty + Wiy, — BN, S, — p3Sy — 0Ty, — bN,, — I

+ Sy Ny — e¢Ny + i Ny — a1y Sy N, — aacNy + poTy, — o1,
—wTy + BN,Sy + u3S, + ol

= 0N, —cN, — i1 N, + ascN, — 7S, N, + a17S, N, — BN,S,
2

bN=,
— /Lng — /LQTI +CL)T$ + O'Tx — O'Tx — T — bNy + CNy

+ 1 Ny — ascNy + vSyN, — oy ySy N, + BN,S, + 1sS,
bN?,
+ poly — w1y — 0Ty + o1, +

K
=N, — cN, — u1 Ny + ascN, — 7S, N, + a1yS, N, — BN,S,
bN?2,
— ,U/3Sm — MQTx + CUTm — — bNy + CNy + NlNy — OKQCNy
bN?Z,
+ Sy Ny — a1 ySyN, + BN, S, + u3Sy + o1, — T, + 7

=N, - (b—c— 1+ azc) = Ny-(b—c— 1+ azc)
+Sa: : (Oél/yNac _’YN;B _/BNJ}) _Sy : (QI'VNy _/YNy _ﬁNy)

+Tx'(W—Hz)—Ty‘(W—Mz)—Ms'(Sx—sy)—%'(Nf—Nf)
=N, (b—c— s+ asc) — Ny -(b—c—ul—l—onc)

+ Sg - [No(oay =7 = B)] = 5y - [Ny(aay =7 = B)]

FL ) = Ty (0= o) — s (S = §,) = o (N2 = )
=N, - (b—c— 1+ azc) — Ny (b—c— 1+ asc)

4S8, -N,-T—S, N, - T+8,-N,- T —8,-N,-T

FT (w0 o) = Ty (= i) = iy (55— §,) = 2 (N2 = N
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=N, - (b—c—p1+azc) — Ny (b—c— p + axc)
+ Se(Ne = Ny) - T+ Ny(Sz = 8y) - T+ Ty (w — o) =Ty, - (w — i)

b
_M:’)'(Sx_sy)_f'(Nﬁ_Nyz)
=Ny = Ny) - (b—c— 1+ aoc)+ Sp(Ny — N,) - T'+ Ny(S, — Sy) - T
b
+(Tx_Ty)'(W_M2)_M3'(Sa:_5y)_?'(Nz_Ny)'(Nx_Ny)-

A partir deste ponto, a prova da existéncia e unicidade da solu¢io para o modelo com
controle assemelha-se a prova para o modelo sem controle. Portanto, para algum

L = max{Ly, Ly, L3}, vale que:

I z) = flty) | < Ll @) —y@) |-



Capitulo 5
Simulacao Numérica

Neste capitulo, tratamos de forma sucinta o que sdo as Simulacdes Numéricas, em
especifico os Métodos Numéricos, trazendo de forma breve sua construgdo e utilizagcdo ao longo
da histdria, assim como sua importancia para a analise de diferentes fendmenos e, ao final, a
simulacdo do modelo proposto por [21] com controle. A partir disso, este capitulo tem por

principal referéncia [18, 21].

5.1 Meétodos Numéricos

Quando trabalhamos com a modelagem de fendmenos, sejam eles naturais, fisicos, da
economia, engenharia ou medicina, frequentemente se usa a teoria das Equacdes Diferenci-
ais Ordindrias, importante drea da Matematica que representa, de forma geral, o processo de
evolucdo do problema em razao do tempo. Além disso, existem diferentes formas de se resol-
ver uma EDO, contudo, os métodos numéricos sdo aqueles que mais vao se aproximar de uma
solugdo para o fendmeno.

Em meados do século XVII, um importante matematico conduzia os estudos
relacionados a teoria dos métodos numéricos, sendo este Lehonard Euler (1707-1783). Ele,
de acordo com [18], “deduziu um método iterativo que aproximava a solu¢cdo da equagdo
diferencial desde que seja dada uma condi¢do inicial”. Ainda segundo a autora, este método
passou por diversas transformagdes, sendo a prova rigorosa para este método apresentada anos
mais tarde por Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) e reescrita de forma melhorada por Rudolf
Lipschitz (1832-1908).

Quando Euler desenvolveu o método, nao existiam situagdes que realmente fizessem o
uso de métodos numéricos, contudo, no final do século XIX - inicio do século XX, na Fisica, se
desenvolveram alguns estudos em que esse método pode ser utilizado. Com o passar do tempo,
houveram outros sucessores que “apresentaram generalizagdes eficientes do método de Euler”
([18], p. 8), sendo eles Carl Runge (1856-1927) e Martin Wilhelm Kutta (1867-1944). Os

métodos de Euler e Runge-Kutta, conhecidos pelo mesmo nome, vao abranger o que chamamos

40
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de métodos de passo dnico, dos quais “apenas uma condi¢ao inicial € necesséria para poder dar
inicio as iteracOes e encontrar uma solu¢do numérica aproximada de um problema de valor
inicial para uma equacao diferencial ordindria” ([18], p. 8).

Em nosso presente trabalho, utilizamos o método de Runge-Kutta para realizar a simulagdo
numérica do modelo sem controle definido em (4.1) e do modelo com controle definido em (4.3)

em conjunto com o software MatLab, apresentados na secdo seguinte.

5.2 Simulacao

Nesta secdo, iremos verificar a proposta para o0 modelo com controle (4.3) a partir de
simulacdes numéricas utilizando o MatLab. Para isso, utilizaremos alguns valores numéricos
dos parametros, podendo ser visualizados na Tabela 5.1, dos quais sao padronizados de acordo

com dados clinicos disponiveis e trazidos pelos autores [21], com os valores iniciais
N(0) =2790,7(0) = 1000 e S(0) = 50.

Tabela 5.1: Valores dos parametros do modelo (4.3).

Parametro  Valor | Pardmetro  Valor
b 1 K 14600
¥ 0.0174 c 0.04
(071 0.0174 (6%) 0.1
w 0.5 15} 0.015
41 0.04 [42 0.04
43 0.11 o 0.8
P 1 Q 0.00005

Fonte: Adaptado de [21].

Como ja explicado anteriormente, um dos principais fatores de causa para a DII sdo os
niveis elevados das citocinas pré-inflamatdrias que, em uma pessoa normal, esse nivel estaria
estabilizado. Em razdo disso, na Figura 5.1, temos a ilustragdo da dindmica do modelo sem
e com controle, (4.1) e (4.3) respectivamente, e percebemos que existe certa relacdo entre as

citocinas (5) e sua ajuda para a diferenciacdo das células T, assim como destacam [21].



CAPITULO 5. SIMULACAO NUMERICA 42

Figura 5.1: Dinamica dos modelos (4.1) e (4.3) com os parametros da Tabela (5.1).
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Fonte: Arquivo do autor.

Quando nos voltamos para a andlise especifica das citocinas .5, € perceptivel, pela Figura
5.2 que, diferentemente do comportamento observado no modelo sem controle, as citocinas no

modelo com controle decaem e, em razdo de suas caracteristicas inflamatdrias, acreditamos que
a aplicacdo deste controle condiz com o esperado.

Figura 5.2: Dinamica das citocinas em (4.1) e (4.3).
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35
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Fonte: Arquivo do autor.



Capitulo 6
Consideracoes Finais

Ao buscar compreender as complexidades presentes nas Doencas Inflamatorias
Intestinais (DIIs), que se caracterizam como doencas autoimunes, ganha destaque fatores
genéticos, imunoldgicos e ambientais como principais vias para a exacerbacdo da doenca.
A evolugdo dos estudos da doenca ao longo dos séculos XIX e XX revelou descobertas cruciais,
consolidando a Doenca de Crohn e a Retocolite Ulcerativa como suas principais manifestacoes.
A auséncia de uma cura direta para as DIlIs traz a necessidade da busca de estratégias de
tratamento personalizadas, fundamentadas em andlises diagndsticas abrangentes.

Nesse contexto, emerge a relevancia de abordagens inovadoras, sendo a Matematica uma
importante aliada. A aplicacdo de modelos matemadticos, especialmente aqueles fundamenta-
dos em Equacdes Diferenciais Ordindrias, proporciona uma perspectiva Unica para decifrar o
comportamento da doenga. Em nossa pesquisa, o modelo classico definido a partir do Sistema
de Equacodes Diferenciais Ordindrias promove a modulacdo de comportamentos especificos da
doenca e, quando adicionamos controle, baseando-se na Teoria do Controle Otimo, tivemos
como objetivo introduzir estratégias de controle ao modelo, visando compreender e moderar o
avanco das DIIs.

Ademais, com a simulacdo numérica, tanto do modelo sem controle e com controle,
¢ perceptivel que a agdo das citocinas estd intimamente ligada ao processo inflamatério na
DII e, consequentemente, com a aplica¢do do controle, conseguimos notar a diminuicao des-
sas células especificas. Com isso, destacamos que a interdisciplinaridade entre a medicina e
as ciéncias exatas, como demonstrado neste trabalho, aponta para caminhos promissores em
avancos significativos na compreensao e gestao das DIIs.

Com a finalizagado deste trabalho, foi perceptivel a importancia do estudo da Matemaética
para o desenvolvimento de pesquisas voltadas para sua aplica¢do, em especial na medicina. Ao
me propor realizar um estudo aprofundado em uma érea totalmente nova, pude ter uma nog¢ao
em relacdo ao processo do que é uma pesquisa e, em razao disso, busco ampliar ainda mais meus
estudos nessa area tdo abrangente que sdo as aplicacdes da Matematica. Além disso, espera-se
que os resultados encontrados possam servir como base para novos estudos e, até mesmo, para

a cura da doenca.
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