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RESUMO

A presente monografia apresenta uma contribuicdo original para a teoria das sequéncias nu-
méricas por meio da introducdo de uma nova sequéncia denominada 2-sequéncia. O propdsito
central deste estudo € associar padrdes a conceitos matemdticos preexistentes, buscando ndo
apenas validar resultados ja conhecidos, mas também abrir caminho para novas exploracdes e
descobertas. Ao analisar teoremas e coroldrios, destacamos a utilizacao de artificios matemati-
cos fundamentais, como o minimo multiplo comum, maximo divisor comum, sequéncias numé-
ricas e periddicas, assim como o periodo de uma sequéncia. Buscamos nao apenas apresentar
e definir a conceitua¢do adequada de cada artificio, mas também contextualizi-los numerica-
mente para facilitar a compreensado do leitor. As demonstracdes fornecidas ndo apenas validam
resultados previamente conhecidos, mas também indicam possiveis oportunidades de aprimo-
ramento e aprofundamento. As 2-sequéncias, sendo um ponto de partida inicial, mostram-se
propicias para futuras exploracdes envolvendo conceitos matematicos mais avangados.

Palavras-chave: Sequéncias. Padroes Numéricos. 2-Sequéncias. Periodicidade.



ABSTRACT

This thesis presents an original contribution to the theory of numerical sequences through the
introduction of a new sequence called the 2-sequence. The central purpose of this study is to
associate patterns with pre-existing mathematical concepts, aiming not only to validate known
results but also to pave the way for new explorations and discoveries. In analyzing theorems
and corollaries, we highlight the use of fundamental mathematical tools, such as the least com-
mon multiple, greatest common divisor, numerical and periodic sequences, as well as the period
of a sequence. Our goal is not only to present and define the appropriate conceptualization of
each tool but also to provide numerical context for a better understanding by the reader. The
demonstrations provided not only validate previously known results but also indicate potential
opportunities for improvement and further exploration. The 2-sequences, being an initial star-
ting point, prove to be conducive to future explorations involving more advanced mathematical
concepts.

Keywords: Sequences. Numeric Patterns. 2-Sequences. Periodicity.
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Capitulo 1

Introducao

Na Matematica, a busca por padrdes € uma jornada que transcende as fronteiras das dis-
ciplinas, envolvendo a Algebra, a Geometria, e uma vastidao de areas. Nao obstante, analisando
com maiores detalhes segundo os estudos de Vale [12] podemos revelar a matemadtica intrinseca
presente em diversos aspectos do mundo ao nosso redor, de modo que os padrdes abrangem
desde as particulas mais diminutas, como a simetria na dispersao de um féton, até as regides
mais distantes do universo, exemplificadas pelos anéis simétricos resultantes da explosao de
uma supernova.

Dessa forma, a investigacdo de padrdes numéricos nos conduz a uma exploracdo de
territérios que fascinaram matematicos ao longo dos séculos como, por exemplo, destaca-se o
renomado matemdtico Carl Friedrich Gauss, cujas contribui¢des a teoria dos niimeros revelaram
uma apreciacdo agucada pelos padrdes aritméticos. Assim, suas descobertas, como a férmula da
soma da progressdo aritmética, ndo apenas ressaltam sua genialidade, mas também evidenciam
a importancia de reconhecer padrdoes como ferramentas cruciais na manipulacdo de sequéncias
numéricas.

A partir disso, podemos verificar a relevéncia do estudo envolvendo as sequéncias nu-

méricas, bem como destacado por Ponte et. al [10]:

[...] O trabalho com sequéncias pictéricas e com sequéncias numéricas finitas
ou infinitas (estas ultimas chamadas sucessdes) envolve a procura de regula-
ridades e o estabelecimento de generalizacdes. Note-se que a descri¢do des-
sas generalizacOes em linguagem natural ja exige uma grande capacidade de
abstrac¢do. A sua progressiva representacdo de um modo formal, usando sim-
bolos matemadticos adequados, contribui para a compreensao dos simbolos e
da linguagem algébrica, nomeadamente a compreensdo da varidvel como nu-
mero generalizado e das regras e convengdes que regulam o célculo algébrico.
(PONTE; BRANCO; MATOS, 2009, p. 40)

Portanto, o estudo das sequéncias ndo apenas contribui para a compreensao essencial-
mente definida de padrdes matematicos, mas também instiga o desenvolvimento da habilidade
de expressar esses padroes de maneira formal e simbdlica, facilitando a aplicacdo eficaz da
linguagem algébrica e enriquecendo a compreensdo geral da Matematica.

O presente trabalho ird discorrer a respeito de um estudo referente a uma nova sequéncia

numérica associada a dois nimeros inteiros, que chamaremos aqui de 2-sequéncias, de modo

7



CAPITULO 1. INTRODUCAO 8

a analisar o comportamento de seus termos seguindo alguns critérios. Assim sendo, com o
decorrer do estudo surgirdo as explicagdes perante o motivo pelo qual o nimero 2 estd a frente
da palavra sequéncia, definindo assim, a nomenclatura da sequéncia em questao.

Dentro dessa perspectiva, definiremos agora as chamadas 2-sequéncias, objeto principal

de estudo desta monografia.

Defini¢do 1.1. Sejam m,p > 2 nimeros inteiros quaisquer. Considere (a!'),>1 a sequéncia
definida por
(1,2,3,....om—1mm—1,...,3,2,1,2,3,...)

A 2-sequéncia associada aos nimeros m, p € a sequéncia (b"?),»1 definida sendo

n

bp? = ay, paratodon € N.

Vale ressaltar que durante todo o trabalho assumiremos os nimeros inteiros representa-
dos por m e p dados nesta ordem: primeiro m e, em seguida, p. Com isso, as sequéncias acima
ficam bem definidas para as abordagens posteriormente submetidas.

Deve-se pensar também que apesar de parecer uma defini¢io complexa, com o decorrer
do trabalho, verificaremos que trata-se de um estudo com um enfoque instigante € nao reme-
tendo a resultados drduos e de dificil compreensdo. Desse modo, a seguir, apresentamos alguns

exemplos, de modo a verificar e exemplificar numericamente a definicdo mencionada.

Exemplo 1.2. Vamos analisar o comportamento de uma sequéncia numérica de modo que os

valores associados a ela sejam os nimeros inteiros m = 5 e p = 3. Logo,

(ap)nz1 = (1,2,3,4,5,4,3,2,1,2,3,4,5,4,3,2,1,2,3, .. )

n

(b2%) 1 = (3,4,1,4,3,2,5,2,3,4,1,4,3,2,5,2,...).

Exemplo 1.3. De maneira semelhante, vamos analisar uma sequéncia numérica de modo que

os valores associados sejam os nimeros inteiros m = 17 e p = 7. Entao,

(a1 = (1,2,3,...,15,16,17,16,15,...,4,3,2,...)

n

(b7 ,51 = (7,14,13,6,3,10,3,6,13,14,7,2,9,15, 16, .. .).

Exemplo 1.4. Similarmente, vamos analisar uma sequéncia numérica de modo que os valores

associados sejam os nimeros inteiros m = 30 e p = 5. Assim, temos:

(@)1 = (1,2,3,4,5,6,...,29,30,29,28,...,3,2,1,2,3...).

n
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(b299),51 = (5,10, 15, 20, 25, 30, 25, 20, 15,10, 5, 2, .. .).

Pode-se observar que o nimero 2 estd presente em todas as 2-sequéncias associadas aos
inteiros m, p dos exemplos anteriores. Com esses exemplos numéricos previamente apresenta-
dos, podemos conjecturar que esse processo se repete independetemente dos nimeros inteiros
m, p escolhidos?

Apesar das 2-sequéncias associadas aos inteiros dados serem um pouco abstratas, ex-
trairemos algumas conclusdes curiosas sobre elas. Antes disso, um nimero importante dentro
do nosso estudo serd o chamado periodo de uma sequéncia e exploraremos de maneira mais

aprofundada posteriormente.

Defini¢do 1.5. Uma sequéncia (x,,) diz-se periddica se existe p € N tal que z,, 4 = z, para

todo n € N. O menor valor de p com essa propriedade é chamado de periodo da sequéncia.

A partir dos exemplos apresentados, € possivel observar uma caracteristica comum a
todos eles. Caro leitor, vocé conseguiu identificar essa caracteristica presente nas situacdes
descritas?

Pode-se observar que, em todos os exemplos mencionados, independentemente dos nu-
meros inteiros m e p escolhidos, constata-se a presenca do ndmero 2. Desta forma, evidencia-se
arazao pela qual o termo 2 estd presente na nomenclatura principal deste trabalho, referindo-se
a 2-sequéncia.

Diante disso, feitas essas consideracdes, o objetivo principal desta monografia ¢ demons-
trar os seguintes resultados, os quais envolvem a 2-sequéncia e que sdo referentes as definigdes

apresentadas acima.

Teorema 1.6. Sejam m, p ndmeros inteiros. Se m > 2 e p = 2(m — 1), entdo b"P = 2 para
todo n > 1. Em outras palavras, a 2-sequéncia associada aos numeros m, p dados é constante

igual a 2.

Teorema 1.7. Sejam m, p > 2 nimeros inteiros. Se a igualdade (b"7),~, = (b2"™),>, entre as

n

2-sequéncias € verdadeira, entdo m = p.

Teorema 1.8. Considere m e p nimeros inteiros tais que p > 2 e m = p + 1. Entao,

g _ ) P n {mpar
P =

2, n par

Teorema 1.9. Dados dois nimeros inteiros m, p > 2, entdo bﬁo’p = 2, para algum ny.

O teorema acima é que nos fez dar o nome de 2-sequéncias para essas intrigantes listas

periddicas de nimeros inteiros.
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Teorema 1.10. Dados dois niimeros inteiros m, p > 4, com p < 2(m — 1), considere o nimero

mmc[p,2(m — 1)] = p - 5, para algum inteiro 5. Entdo, o periodo da 2-sequéncia (b"?),>1 é
igual a 3, isto é, [I"™P = 3.

Como consequéncia direta do Teorema 1.10 referido, obtivemos os seguintes colorarios

que estao extremamente relacionados com a sua natureza.

Corolario 1.11. Dados os niimeros inteiros m, p > 2com p < 2(m—1). Se mdc(p,2(m—1)) =
1, entdo, [I"™P = 2(m — 1).

Corolario 1.12. Dados m, p > 4 nimeros inteiros, se p é impar, entdo [I"™? € par.

Corolario 1.13. Dado qualquer nimero natural J € N, existem m,p > 2, com p < 2(m — 1),
tais que [P = J.

Todos esses resultados serdo vistos com detalhes no decorrer deste trabalho. Nosso
objetivo é sempre reconhecer algum padrdo em relacdo as 2-sequéncias e demonstra-lo quando
possivel. Os resultados anteriores foram obtidos dessa maneira durante as orientacdes desta
monografia.

Finalizamos este capitulo informando ao leitor as razdes que nos levaram a estudar este
tépico.

O presente estudo teve inicio por meio de uma conversa informal entre o autor e seu ori-
entador. Durante esse didlogo, o orientador compartilhou que havia pensado em uma sequéncia
numérica enquanto estava em uma viagem. O padrdo que ele identificou em todos os exemplos
que ele havia conseguido pensar o intrigava, especialmente devido a recorréncia do nlimero 2
em todas as sequéncias, tornando a observagdo ainda mais surpreendente.

Diante disso, o autor demonstrou interesse pela temdtica e decidiu aprofundar-se no
estudo dessa sequéncia até entdo desconhecida e, assim, ao longo da pesquisa, foram obtidos
todos os resultados que serdo apresentados nesta monografia.

O presente trabalho serd estruturado em cinco capitulos distintos, cada um abordando as-
pectos especificos relacionados ao tema das sequéncias numéricas. O primeiro capitulo dedicar-
se-4 a um breve panorama histérico, contextualizando a evolucgdo e relevancia das sequéncias
numéricas ao longo do tempo.

No segundo capitulo, serdo apresentados conceitos preliminares essenciais para propor-
cionar uma compreensao abrangente do escopo do trabalho. Nesse contexto, serdo delineadas
defini¢cdes fundamentais relacionadas as sequéncias, destacando suas caracteristicas particula-
res, além de explorar as 2-sequéncias como principal objeto de estudo deste trabalho.

O terceiro capitulo consistird na exposicao detalhada das demonstragdes referentes aos
resultados apresentados no decorrer do trabalho. Serdo elucidados de forma generalizada as

conclusoes e contribui¢des deste estudo.
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Por fim, o quarto capitulo serd reservado para as consideracdes finais da monografia,
destacando a relevancia dos resultados obtidos e delineando possiveis dire¢des para futuras

pesquisas no ambito das sequéncias numéricas.



Capitulo 2

Contexto Historico

Os estudos sobre sequéncias numéricas, originados em civilizagdes antigas como o0s ba-
bilonios e egipcios, revelam a busca incessante por padrdes que pudessem proporcionar uma
compreensao mais aprofundada dos fendmenos naturais. Nesse contexto, inicialmente, remete-
mos como destaque a atengdo dos egipcios, na qual voltou-se para o rio Nilo, cujas enchentes
anuais desempenhavam um papel crucial em suas vidas, uma vez que prejudicavam diretamente
as plantagdes, influenciando, assim, em sua sobrevivéncia. Desse modo, esses povos comeca-
ram a observar o comportamento do rio para que se pudesse avancar nessa busca por um padrao,

assim, de acordo com Alves [1]

[...] Eles observaram que o rio subia logo depois que a estrela Sirius se levan-
tava a leste, um pouco antes do Sol. Notando que isso acontecia a cada 365
dias, os egipcios criaram um calenddrio solar composto de doze meses, de 30
dias cada més e mais cinco dias de festas, dedicados aos deuses Osiris, Horus,

Seth, {sis e Nephthys, [...] Os egipcios dividiram ainda os doze meses em trés
estagcdes de quatro meses cada uma: periodo de semear, periodo de crescimento
e periodo da colheita. (ALVES, 2016, p. 18)

Conforme destacado pelo autor, a observagdao minuciosa do comportamento do rio reve-
lou uma correlagdo intrigante com o surgimento da estrela Sirius. Essa abordagem ndo apenas
reflete a avangada habilidade matematica das antigas civilizacdes, mas também evidencia a in-
terligacdo entre o conhecimento astronOmico e a organizac¢ao pratica da vida cotidiana.

Boyer [3] evidencia, por meio de seus estudos, que historicamente a existéncia do deno-
minado Papiro de Rhind ou Papiro de Ahmes, deu-se em homenagem ao escriba que o reprodu-
ziu em aproximadamente 1650 a.C., este documento € atribuido a um protétipo proveniente do
Reino do Meio, datando de cerca de 2000 a 1800 a.C. em que foi escrito em hieratico', dessa
forma, o papiro tornou-se a principal fonte para o entendimento da matemaética egipcia.

Hobold e Santos [7] afirmam que na antiguidade grega, os pitagéricos empregaram o
conhecimento das progressoes, entre outras ferramentas matematicas, na tentativa de conduzir
observacdes sobre o movimento e a geragdo de sons em cordas vibrantes, os pitagéricos de-

duziram que a relacdo entre a altura dos sons e a largura da corda de uma lira desempenhava

'De acordo com Ferreira [5] diz-se uma escrita de que se serviam os sacerdotes egipcios, como abreviatura dos
hieréglifos.

12



CAPITULO 2. CONTEXTO HISTORICO 13

um papel crucial na manifestacdo da harmonia, em que intervalos musicais podiam ser adequa-
damente descritos por meio de progressdes aritméticas. Em complementagdo com os estudos

apresentados, Oliveira [9] apresenta também que

[...] No contexto da civilizagdo grega, sdo observados diversos exemplos de
sequéncias numéricas notdveis. Destaca-se, por exemplo, a contribui¢do da
escola pitagérica no século VI a.C., que explorou nimeros figurados. Além
disso, o crivo de Eratéstenes, um processo utilizado na identificacdo de nu-
meros primos, também merece destaque nesse cendrio histérico. (OLIVEIRA,
2011, p. 29) [9]

A compreensdo profunda dos pitagdricos sobre as relagdes matematicas na musica e
a diversidade de contribui¢gdes matemadticas ao longo da civiliza¢do grega antiga evidenciam
ndo apenas um conhecimento técnico, mas também uma apreciacdo pela beleza e harmonia
relacionadas a matematica. Dessa maneira, as contribui¢cdes dos pitagdricos formaram uma
grande base de estudos a respeito da teoria das progressdes, bem como, se mostrou deixando
um legado duradouro que persistiu na influencia do pensamento matemético contemporaneo.

Em seu trabalho, Eves [4] explora discussdes a respeito das progressdes numéricas e
remete a trajetoria da crianga-prodigio que se chamava Carl Friedrich Gauss, nascido na Ale-
manha em 1777, um garoto cujo ambiente familiar incluia um pai dedicado ao trabalho bracal,
cujas opinides sobre educacdo eram notoriamente desfavordveis, mas que, por outro lado, sua
mae, embora inculta, incentivava seus estudos.

Eves [4] continua suas exploracdes apresentando que quando a crianga detinha a idade
de dez anos, o seu professor na escola, teria atribuido a classe a tarefa de somar os nimeros
de 1 a 100 para manté-la ocupada. De modo quase que imediato, Gauss finalizou as somas,
assim, o professor surpreendido constatou que Gauss fora o Uinico a acertar a resposta correta,
5050, sem apresentar nenhum célculo escrito. O garoto havia calculado mentalmente a soma da
progressdo aritmética 1 +2 + 3 + ... + 98 + 99 + 100, observando que 100 + 1 =101,99 + 2 =
101, 98 + 3 = 101, e assim por diante, com os 50 pares possiveis dessa maneira, resultando em
uma soma de 50 x 101 = 5050.

Dessa forma, a incursdo pela histdria das civilizagdes antigas, desde os egipcios e babilo-
nios até os gregos, representa um panorama enriquecedor sobre o papel crucial das sequéncias
numéricas no desenvolvimento do pensamento matemadtico. Partindo de procedimentos desde
a observagdo dos fendmenos naturais, a construcdo de calendarios precisos, a andlise de pro-
gressdes aritméticas pelos pitagoricos, além das contribuicdes de matematicos como Gauss,
convergem para destacar a relevancia ao longo do tempo das sequéncias numéricas. Destarte,
essa investigacdo ndo apenas revela o dominio das civiliza¢des antigas na manipulaciao de nu-
meros, como também estabelece uma conexao entre o passado e o presente, fundamentando as

bases para as andlises contemporaneas sobre sequéncias numéricas.



Capitulo 3

Nocoes Preliminares

Para o presente capitulo, abordaremos defini¢des relacionadas a conceitos matematicos,
iniciando com a nog¢do intuitiva de sequéncias numéricas, seguidas por sequéncias periddicas e
as 2-sequéncias. Em seguida, exploraremos os conceitos de minimo multiplo comum e médximo
divisor comum, apresentando suas defini¢cdes precisas, juntamente com exemplificacdes numé-
ricas para compreender o comportamento de cada uma dessas conceituagdes. Essa abordagem
inicial é fundamental, uma vez que esses conceitos serdo posteriormente utilizados em nossos
resultados.

Convido vocé, caro leitor, a embarcar conosco nessa jornada, na qual a arte de identificar
padrdes em sequéncias familiares se torna a porta de entrada para uma exploracdo tnica e rica

em descobertas e desafios matematicos.

3.1 Sequéncias

De que modo se pode pensar em uma conceitagdo adequada e precisa para sequéncias?

Imagine-se, caro leitor, em uma fila' e estd segurando uma folha A4 em que nela est4
escrita a letra A, similarmente, a sua frente, estd posicionada uma outra pessoa segurando uma
folha A4, entretanto, a desta pessoa estd escrita a letra B, desse modo, a frente desta pessoa, estd
posicionada uma terceira pessoa que também estd segurando uma folha A4, mas estd escrita a
letra C nela, e assim sucessivamente até a letra Z. Com todo esse contexto, podemos pensar
que vocé, juntamente a essas pessoas, além de estarem organizados no formato de fila, estdo
também dispostos em uma representacao de sequéncia utilizando folhas A4 com todas as letras

do alfabeto. Perceba que podemos representar essa sequéncia do seguinte modo:
(xn) =(A,B,C,..., 7).

Pode-se observar que x; € o primeiro termo da sequéncia sendo representado pela letra

IDe acordo com Ferreira [5], fila: série, enfiada de pessoas ou coisas colocadas umas em seguida as outras.

14
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A. Similarmente, temos x5 representando o segundo termo da sequéncia pela letra B. Dessa
forma, podemos identificar por x,, um termo qualquer dessa sequéncia, de maneira que n, nesse
caso, esté limitado as letras do alfabeto, logo, 1 < n < 26.

Neste momento, ao invés de fazer referéncia apenas as letras do alfabeto, é possivel
associar valores numéricos. Por exemplo, se desejdssemos ilustrar uma sequéncia de raizes de

ndmeros impares, teriamos a seguinte representacao:
(z,) = (V3,V5,V7,V/11,/13,...,V/31).

De maneira andloga, pode-se pensar em uma situacao na qual ndo exista uma limitacao
perante a quantidade de termos que possam estar dispostos na sequéncia, com isso, a partir
de agora introduziremos uma situacdo de sequéncias infinitas, utilizando os estudos de Cantor
[2] na qual discorre que uma sequéncia infinita (z,,) é ordenada por uma lei na qual todos os
individuos de (z,) aparecem, cada um deles sendo localizado em um lugar fixo na sequéncia
que € dado pelo indice que o acompanha.

Assim sendo, apresentamos uma representacdo de como estaria disposta essa
sequéncia:

(.In) = (1'1,.1'2,1'3,...,.17”). (31)

Para definir uma sequéncia, compartilhamos a defini¢do apresentada por Lima [8] em
que uma sequéncia de niimeros reais € uma funcdo x : N — R definida no conjunto N =
{1,2,3, ...} dos nimeros naturais e tomando valores no conjunto R dos niimeros reais. O valor
x(n), para todo n € N, serd representado por x,, ¢ chamado o termo de ordem n, ou n-ésimo
termo da sequéncia.

Evidenciamos, portanto, a definicdo precisa de sequéncias, traremos nesse momento
alguns exemplos numéricos que podem ser atribuidos ao nosso estudo de sequéncias. Primeira-
mente, pode-se perceber que existem diversos padrdes relacionados a Matematica e a busca por
descobrir ainda mais € deveras constante, ndo obstante, isso também ocorre com as sequéncias,
por isso, vamos propor para vocé, felizardo leitor, iniciar uma tentativa de descoberta de alguns
padrdes nas seguintes sequéncias abaixo, além disso, determinar também o préximo elemento
de cada uma delas.

Sejam as seguintes sequéncias:
(xn) =(1,2,3,4,5,6,7...), (3.2)

(z,) = (2,3,5,7,11,13,17...), (3.3)

(z,) = (1,3,5,7,9,11,13. ), (3.4)



CAPITULO 3. NOCOES PRELIMINARES 16

(z,) = (7,19,45,101,215 .. ). (3.5)

Apenas com a disposi¢ao das sequéncias acima vocé€ conseguiu encontrar o padrio de
cada uma delas? E o elemento seguinte também?
Nesse momento, utilizaremos os exemplos numéricos anteriores (3.2) e (3.3) para mos-

trar o respectivo termo de cada sequéncia. Pode-se observar que no exemplo (3.2) temos:

(zn) = (1,2,3,4,5,6,7...). (3.6)

Desse modo, o termo x; = 1, ou seja, o primeiro termo dessa sequéncia € igual a 1.
De maneira similar, temos que o termo x, = 2, logo, o segundo termo dessa sequéncia € igual
a 2. Portanto, o termo z3 = 3, dessa forma, o terceiro termo dessa sequéncia € igual a 3.
Poderiamos, assim, sucessivamente representar todos os n-termos da sequéncia acima.

Percebemos que no exemplo acima, coincidiu o termo da sequéncia ser exatamente igual
ao seu valor, porém, esse é um caso particular, vamos repetir o mesmo procedimento no exemplo
(3.3) para descobrir o que acontece.

Analisando o exemplo (3.3), observamos a seguinte sequéncia

(z,) = (2,3,5,7,11,13,17...). (3.7)

Dela podemos extrair as seguintes observacgdes: Sabe-se que o x; = 2, assim, 0 primeiro
termo dessa sequéncia € igual a 2. Similarmente, podemos notar que o zo = 3, assim, o segundo
termo dessa sequéncia € igual a 3. Por fim, nota-se que x3 = 5, analogamente, o terceiro termo
dessa sequéncia € igual a 5. Analogamente, poderiamos também sucessivamente representar
todos os n-termos da sequéncia acima.

Analisando o comportamento das duas sequéncias acima, percebemos que ndo necessa-
riamente o indice representado na sequéncia serd exatamente igual ao termo da sequéncia, ou
seja, x1 nem sempre serd igual a 1.

Assim sendo, como uma sintese final temos que dada a sequéncia enumerada por (3.2), é
facilmente perceptivel que trata-se do conjunto dos niimeros naturais, logo, o préximo elemento
seria o nimero 8. De maneira andloga, temos a sequéncia (3.3), que nos remete a sequéncia
crescente dos nimeros primos>. Desse modo, cada elemento dessa sequéncia é divisivel apenas
pelos nimeros 1 e por si proprio. O elemento seguinte € o nimero 19.

Por fim, na terceira proposicao (3.4), temos uma progressao aritmética, na qual soma-se
2 ao termo inicial/anterior para obter o sucessor. Desse modo, o préximo elemento é 15. Em
nossa ultima proposicao (3.5), refinamos um pouco mais a sequéncia, tornando-a mais perspicaz

para a descoberta do seu padrao, de modo que cada termo subsequente € obtido multiplicando

2Um niimero natural diferente de 0 e de 1 e que é apenas miiltiplo de 1 e de si préprio é chamado de ndmero
primo. Pode ser consultado em Hefez [6]
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o termo anterior por 2 e somando o proximo nimero primo, sendo o primeiro primo igual a 5.

3.2 Sequéncias Periddicas

As sequéncias numéricas desempenham um papel fundamental na matemdtica, assim
como abordamos anteriormente, muitas vezes esse artificio matematico nos revela padrdes in-
trigantes e propriedades interessantes. Ao explorar essas sequéncias, descobrimos que algumas
delas exibem uma caracteristica notavel: a capacidade de se repetir em intervalos regulares.
Este fendmeno € perceptivel no conceito de sequéncias periddicas que serd apresentado nesse
momento.

Para ilustrar ainda melhor essa ideia, vamos explorar exemplos numéricos de sequéncias
periddicas, desde aquelas com padrdoes simples até aquelas com complexidades mais
intrigantes. Ao compreender esses exemplos, seremos capazes de apreciar como a repeti¢ao
ordenada de elementos pode ser descrita e analisada de maneira precisa através do conceito de

sequéncias periddicas.

Exemplo 3.1. Sequéncia de alguns nimeros pares:
(zn) = (2,4,6,8,10,2,4,6,8,10...). (3.8)

Podemos observar que os valores numéricos (2, 4, 6, 8, 10) persistem em repeticao,
sugerindo, portanto, a presenca de uma sequéncia periddica composta por 5 termos que se

reiteram regularmente.

Exemplo 3.2. Sequéncia Alternada de +1 e -1:
(rn)=(1,-1,1,—-1,1,—1...). (3.9)

Podemos observar que os valores numéricos (1, -1) se mantém em repeti¢cdo, sugerindo,
portanto, a presenca de uma sequéncia peridédica composta por 2 termos que se reiteram regu-

larmente.

Exemplo 3.3. Sequéncia Periddica com Progressao Aritmética:
(x,) = (2,4,8,16,2,4,8,16...). (3.10)

Podemos observar que os valores numéricos (2,4, 8, 16) se mantém em repeti¢do, suge-
rindo, portanto, a presenca de uma sequéncia periddica composta por 4 termos que se reiteram
regularmente. Além disso, percebe-se que cada termo subsequente € obtido por meio da se-

guinte representacdo a,, = 2".
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Desse modo, pudemos analisar alguns exemplos numéricos referentes as sequéncias pe-
riddicas, entretanto, hd um outro conceito intersectado com essa defini¢do, vocé leitor, conse-
guiu perceber?

Observa-se nos exemplos mencionados uma recorréncia em situagdes especificas. A
sequéncia 3.8 € composta por cinco termos que se repetem regularmente. De maneira anédloga,
na sequéncia 3.9, dois termos apresentam a mesma recorréncia. Por fim, na sequéncia 3.10, a
repeticao ocorre entre quatro termos. Essa recorréncia ndo € meramente coincidida, uma vez
que trata-se de uma caracteristica matemaética especifica relacionada as sequéncias periddicas,

denominada periodo de uma sequéncia.

Definicio 3.4. Uma sequéncia (z,,) diz-se periddica se existe p € N tal que =, = x, para

todo n € N. O menor valor de p com essa propriedade é chamado de periodo da sequéncia.
Agora vamos exemplificar numericamente alguns periodos referentes a Defini¢do 3.4.

Exemplo 3.5. Vamos analisar o comportamento de uma sequéncia numérica, tendo em vista o

teorema apresentado, de modo que os valores associados sejam m = 4 e p = 6. Assim, temos:

(a4)n>1 = (17 27 37 47 37 27 17 27 37 47 37 27 .. ')7

n

(b20), 21 = (2,2,2,2,2,...).

Desse modo, observamos que o periodo da sequéncia (a?),>1 € igual a 6, visto que a
sequéncia mantém um padrdo de repeticdo entre os termos (1,2, 3, 4, 3, 2). De maneira andloga,
temos que o periodo da 2-sequéncia (b*%),~, é igual a [T*® = 1, uma vez que essa sequéncia

n

mantém um padrio de repeticdo do termo (2).
Vamos verificar se isso ocorre com outras sequéncias.

Exemplo 3.6. Em continuagdo com as nossas andlises, vamos explorar o comportamento de

outra sequéncia numérica, agora utilizando os valores m = 12 e p = 7. Dessa forma, temos:

(a1 = (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,11,10,9,8,7,6,5,4,3,2,1,2,...)

n

e
(b7, = (7,10,3,6,11,4,5,12,5,4,11,6,3,10,7,2,9,8,1,8,9,2...).
Desse modo, observamos que o periodo da sequéncia (al?),~; € igual a 22, visto que a
sequéncia mantém um padrdo de repeti¢do entre os termos (1,2,3,...,12,11,10,...,4,3,2).

Similarmente, temos que o periodo da 2-sequéncia (b}*>7),~, é igual a I[I'>7 = 22, uma vez que
n =

essa sequéncia mantém um padrdo de alternancia do valor de p nela.
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Exemplo 3.7. Por conseguinte, propomos explorar o comportamento de mais uma sequéncia,
com o propdsito de esclarecer numericamente e facilitar a compreenséo do leitor. Nesse sentido,
assumiremos os valores de m = 3 e p = 13 para o exemplo em questdo. Assim, temos:

(a2)ns1 = (1,2,3,2,1,2,3,2,...)

n

(bi’lg)nm =(1,2,3,2...).

Desse modo, observamos que o periodo da sequéncia (a2),>; € igual a 4, visto que a
sequéncia mantém um padrao de repeti¢do entre os termos (1,2, 3,2, ...). Similarmente, temos
que o periodo da 2-sequéncia (b3'3), é igual a II*1? = 4, uma vez que essa sequéncia mantém

um padrio de alternincia do valor de p nela.

3.3 As 2-Sequéncias

Neste instante, procedemos a introdu¢ao de uma nova sequéncia, denominada "2-sequéncia”,
que se configura como o foco de investigacao deste trabalho. Constatamos, por meio de pesqui-
sas e estudos, que se trata de uma sequéncia inédita e ainda nao investigada, ndo havendo, até o
presente momento, indicios de pesquisas anteriores a respeito da mesma.

Enfatizaremos as particularidades desta sequéncia, integrando os conceitos previamente
expostos nas sequéncias discutidas anteriormente. Desta forma, buscaremos apresentar alguns
resultados que obtivemos realizando uma andlise aprofundada da sequéncia em questao.

Retomamos a Defini¢do 1.1, sejam m,p > 2 nimeros inteiros quaisquer, considere

(a)n>1 a sequéncia definida por

n

(@)1 = (1,2,3,..om—1,m,m—1,..,3,2,1,2,3...).

n

A 2-sequéncia associada aos nimeros m, p é a sequéncia (b"?),~; definida sendo

bpP = ay', paratodon € N.

n
Nesse momento, portanto, retomamos mais alguns exemplos numéricos referentes as

2-sequéncias.

Exemplo 3.8. Analisando o comportamento de uma sequéncia numérica de modo que os valo-

res associados a ela sejam os nimeros inteiros m = 13 e p = 7. Logo,

(@)s1 = (1,2,3,...,12,13,12,...3,2,1,2. )

n
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(b7113’7>n>1 = (77 12; 57 47 117 87 17 87 117 47 57 127 77 27 97 107 37 67 137 67 37 107 97 2 T )

Exemplo 3.9. Analisando o comportamento de uma sequéncia numérica de modo que os valo-

res associados a ela sejam os ndmeros inteiros m = 8 e p = 5. Logo,

(@)1 = (1,2,3,...,7,8,7,...3,2,1,2...)

n

(b3%) 1 = (5,6,1,6,5,2,7,4,3,8,3,4,7,2...).

Vamos analisar o comportamento de uma sequéncia numérica, tendo em vista que os

valores associados sejam m = 7 € p = 3. Assim, temos:

(aZL)n>1 = (17 27 37 47 57 67 77 67 57 4a 37 2 O)
(b77173)n>1 = (37 67 5a 2 O)

Vamos analisar o comportamento de uma sequéncia numérica, tendo em vista que os

valores associados sejam m = 11 e p = 6. Assim, temos:

(ap ns1 = (1,2,3,4...,10,11,10,...,4,3,2 O)

n

(b119),51 = (6,10,4,4,10,6,2,1,8,2 O).

Vamos analisar o comportamento de uma sequéncia numérica, tendo em vista que os

valores associados sejam m = 6 e p = 3. Assim, temos:

(a’6)n21 = (17 27 37 47 57 67 57 47 37 2 O)

n

(b9%),51 = (3,6,3,2,5,4,1,4,5,2 O).

3.4 Minimo Miltiplo Comum e Maximo Divisor Comum

Nesta secdo, faremos uma abordagem a respeito da conceituacdo de Minimo Muiltiplo
Comum (mmc), bem como, de Maximo Divisor Comum (mdc), remetendo também algumas
aplicacdes que podem ser realizadas a respeito desses conceitos, desse modo, as defini¢des aqui

apresentadas podem ser consultadas em Hefez [6].
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Iniciaremos, a seguir uma breve explanacdo a respeito do conceito de minimo multiplo

comum (mmc).

Definicao 3.10. Diremos que um nimero inteiro m > 0 é um minimo multiplo comum ( mmec
) dos nimeros inteiros a e b, se possuir as seguintes propriedades:
1) m é um multiplo comum de a e b, e

ii) se ¢ € um mdltiplo comum de a e b, entdo m | c.

Nesse momento, realizaremos a explanacao de alguns exemplos numéricos que remetem

a defini¢do previamente apresentada, com o intuito de melhor entendimento da definicdo.

Exemplo 3.11. Desse modo, vamos considerar dois nimeros primos, dispostos como sendo
a=5eb=T.

Os valores nimericos dos miltiplos de 5 sdo exatamente iguais a:
a, = (5,10, 15,20,25,30,35...).
Similarmente, os valores numéricos dos multiplos de 7 sdo exatamente iguais a:
b, = (7,14,21,28,35...).

Assim, temos que o menor multiplo comum positivo é 35, entdo mmc(5, 37) = 35.

Exemplo 3.12. Em continuagdo, vamos considerar dois nimeros inteiros, dispostos como sendo
a=28eb=12.

Os valores nimericos dos multiplos de 8 sdo exatamente iguais a:
a, = (8,16,24,32...).

Similarmente, os valores numéricos dos multiplos de 12 sdo exatamente iguais a:
b, = (12,24,32,48...).

Assim, temos que o menor multiplo comum positivo é 24, entdo mmc(8,12) = 24.

Em continuidade, introduziremos a seguir uma breve explanacao a respeito do conceito

de maximo divisor comum (mdc).

Definicao 3.13. Diremos que um nimero inteiro d > 0 € um maximo divisor comum (mdc) de
a e b, se possuir as seguintes propriedades:
1) d € um divisor comum de a e b, e

ii) d é divisivel por todo divisor comum de a e b.
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Neste momento, procederemos a explanacio de alguns exemplos numéricos que exem-
plificam a definicdo previamente apresentada, com o objetivo de proporcionar um melhor en-

tendimento do conceito.

Exemplo 3.14. Sendo assim, vamos considerar dois nimeros primos, no qual esses valores
estejam sendo representados pora = 12 e b = 18.
Os valores nimericos em que se enquadram como divisores positivos de 12 sdo exata-
mente iguais a:
{1,2,3,4,6,12}.

Similarmente, os valores numericos em que se enquadram como divisores positivos de
18 s@o exatamente iguais a:
{1,2,3,6,9,18}.

Assim, temos que 0 maximo divisor comum é 6, isto é, mdc(12, 18) = 6.

Entretanto, se um dos dois nimeros for extremamente grande, esse método torna-se
invidvel, uma vez que encontrar os divisores de um niimero grande € bastante complexo. Logo,
a titulo de completeza, enunciamos a divisdo euclidiana abaixo que € utilizada no Algoritmo de
Euclides para provar a existéncia do mdc entre dois inteiros. O leitor que estiver interessado em

aprofundar-se um pouco mais nessas defini¢des pode consultar Hefez [6].

Definicao 3.15. Sejam a,b € Z,a # 0, logo, existem dois nimeros naturais e r, unicamente
determinados, tais que

b=a-q+r,com0<r<|al

O ndmero b € chamado dividendo, o nimero a divisor, os nimeros ¢ e r sdo chamados,

respectivamente, quociente e resto da divisao de b por a.

Elucidamos também que a demonstracdo desse fundamental e imprescindivel conceito
da Teoria dos Numeros pode ser encontrada em Hefez [6].
Dessa forma, forneceremos agora alguns exemplos numéricos para facilitar a compre-

ensdo da defini¢ao apresentada.

Exemplo 3.16. Para ilustrar, tomemos os valores numéricos a = 24 e b = 36. Assim, procede-
remos ao célculo do mdc entre esses dois nimeros.

Desse modo, realizaremos as seguintes divisoes:

* 24 por 36: 24 =36 x 0+ 24

e 36 por24: 36 =24 x 1+ 12
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e 24porl12:24 =12x240

Dessa maneira, percebe-se que o ultimo e maior divisor ndo nulo é 12. Portanto o
mdc(24,36) = 12.

Exemplo 3.17. Para continuar, tomemos os valores numéricos a = 56 e b = 72. Assim,
procederemos ao cdlculo do mdc entre esses dois nimeros.

Desse modo, realizaremos as seguintes divisoes:

56 por 72: 56 = 72 x 0 4+ 56

72 por 56: 72 = 56 x 1 4+ 16

56 por 16: 56 = 16 x 3+ 8

16 por8: 16 =8x2+0

Dessa maneira, percebe-se que o tltimo e maior divisor ndo nulo é 8. Portanto o mdc(56, 72) =
8.

Por fim, remeteremos a ultima conceituacdo envolvendo mmc e mdc na presente secao.

Lema 3.18. Sejam a e b dois inteiros positivos. Tem-se a seguinte identidade:
mme(a,b) X mde(a,b) = a x b.
Demonstracao: Veja a Proposicao 5.15, p. 90, em Hefez [6]. O

Exemplo 3.19. Traremos de maneira andloga a abordagem anterior, desse modo, tomemos 0s
valores numéricos a = 12 e b = 18. Assim, procederemos ao célculo do mdc entre esses dois
ndmeros.

Desse modo, realizaremos as seguintes verificagoes:

* Calcular o mdc de 12 e 18: mdc(12,18) =6
* Calcular o mmc de 12 e 18: mmc(12,18) = 36

¢ Verificar a identidade: 6 x 36 = 12 x 18

Dessa maneira, percebe-se que a identidade € verificada.
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3.5 Periodo de uma 2-sequéncia

O periodo das 2-sequéncias € importante para esta monografia, uma vez que varios dos
resultados principais envolvem tal nimero. Portanto, daremos a ele uma nomenclatura propria.

Nesse momento, outro conceito que serd um pouco mais explorado trata-se do periodo
de uma 2-sequéncia associada aos inteiros m, p serd denotado por II"P.

Outrossim, vale ressaltar também que dados os inteiros m, p > 2, uma vez que a sequén-

m

"™),>1 € periddica, daqui em diante, utilizaremos a seguinte notac¢do para ela:

cia (a
(@)1 = (1,2,3,...om—1,mm—1,....,3,2 O).

Similarmente, o simbolo (9 serd também usado para a sequéncia periddica (bP),,>1.

Abordaremos também que o periodo de uma 2-sequéncia associada aos inteiros m, p
serd denotado por [T,

Destacaremos as caracteristicas desta sequéncia, incorporando os conceitos previamente
apresentados nas sequéncias discutidas anteriormente.

Agora vamos exemplificar numericamente alguns periodos referentes a Defini¢do 3.4 na

qual remete a respeito do periodo de uma 2-sequéncia.

Exemplo 3.20. Vamos analisar o comportamento de uma sequéncia numérica, tendo em vista o
teorema apresentado, de modo que os valores associados sejam m = 5 e p = 2. Assim, temos:

(a5)n>1 = (172?374757473a2 O)a

n

(b2 o1 = (2,4,4,2 O).

Desse modo, observamos que o periodo da sequéncia (a’),>1 € igual a 8, visto que a
sequéncia mantém um padrdo de repeticdo entre os termos (1,2,3,4,5,4,3,2). De maneira

>2),51 € igual a [1°? = 4, uma vez que essa

analoga, temos que o periodo da 2-sequéncia (b,

sequéncia mantém um padrdo de repeti¢do dos termos (2,4, 4, 2).

Exemplo 3.21. Vamos analisar o comportamento de uma sequéncia numérica, tendo em vista o

teorema apresentado, de modo que os valores associados sejam m = 7 e p = 9. Assim, temos:

(a7)n21 - (1727374a 5767 7767 5747372 O)?

n

(b7 1 = (5,6,3,2...).

Desse modo, observamos que o periodo da sequéncia (a’ ), € igual a 12 visto que a

sequéncia mantém um padrdo de repeti¢do entre os termos (1,2,3,4,5,6,7,6,5,4,3,2). De
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maneira andloga, temos que o periodo da 2-sequéncia (b7?),,~1 € igual a II""Y = 4, uma vez que

essa sequéncia mantém um padrdo de repeti¢do dos termos (5, 6, 3, 2).

Exemplo 3.22. Vamos analisar o comportamento de uma sequéncia numérica, tendo em vista o
teorema apresentado, de modo que os valores associados sejam m = 6 e p = 3. Assim, temos:

(a8)ns1 = (1,2,3,4,5,6,5,4,3,2 O),

n

(05%),21 = (3,6,3,2,5,4,1,4,5,2 0O).

Desse modo, observamos que o periodo da sequéncia (a%),~; é igual a 6, visto que a
sequéncia mantém um padrdo de repeticdo entre os termos (1,2, 3,4, 5,6, 5,4, 3, 2). De maneira
andloga, temos que o periodo da 2-sequéncia (b%3),,~1 € igual a I153 = 10, uma vez que essa

n

sequéncia mantém um padréo de repeti¢do dos termos (3,6,3,2,5,4,1,4,5,2).



Capitulo 4

Principais Resultados

O proposito deste capitulo consiste em enunciar e comprovar os resultados mais signi-
ficativos obtidos na pesquisa. Embora todos eles tenham sido previamente introduzidos, cada
resultado serd abordado de maneira individual e detalhada, a fim de proporcionar uma compre-
ensdo mais aprofundada.

Sempre que possivel, com o objetivo de aprimorar a familiaridade do leitor com a discus-
sdo0, buscaremos fornecer exemplos numéricos que ilustrem a tese dos resultados apresentados.
Desse modo, com o intuito de ndo apenas facilitar a compreensao, mas também enriquecer a
abordagem, proporcionando uma aplicagdo prética e concreta dos conceitos discutos na mono-

grafia.

4.1 Teorema 1.6

Teorema 1.6: Sejam m, p nimeros inteiros. Sem > 2ep =2 - (m — 1), entdo b = 2 para
todo n > 1. Em outras palavras, a 2-sequéncia associada aos nimeros m, p dados é constante
igual a 2.

Dessa forma, com o objetivo de verificar a veracidade do enunciado, apresentaremos

algumas exemplificacdes numéricas para tal proposito.

Exemplo 4.1. Sejam = 3, por exemplo. Logo, dada a condi¢do de p = 2-(m— 1), realizaremos

a substituicdo de m por 3. Assim, obtemos:
p=2-B3-1)=p=2-(2)=p=4. 4.1

Dessa maneira, obtemos os valores de m = 3 e p = 4, logo, obtemos a sequéncia

(bzA)n?l-

Assim, os primeiros termos da sequéncia seriam dispostos da seguinte maneira:
3.4 _ (134 _ o 134 _ o 134 _
(b7 )1 = (b7 = 2,057 = 2,057 =2,...). (4.2)

26
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Verifica-se, desse modo, que indepentende do valor numérico associado ao n escolhido,

de modo que n > 1, resulta em uma sequéncia constante do termo 2.
Sera que isso acontece para qualquer valor numérico associado a m e p escolhidos?

Exemplo 4.2. Tomaremos, nesse momento, um valor especifico diferente para m, nesse caso,
m = 4, por exemplo. Logo, dada a condi¢do de p = 2(m — 1), realizaremos a substituicao de

m por 4. Assim, obtemos:
p=2-(4—-1)=p=2-(3)=p==6. 4.3)

Dessa maneira, obtemos os valores de m = 4 e p = 6, logo, obtemos a sequéncia

(biﬁ)n?l-

Assim, os primeiros termos da sequéncia seriam dispostos da seguinte maneira:

(0205 = (07 = 2,05° = 2,03 = 2. ). (4.4)

Verifica-se, desse modo, que se repete a mesma situacao apresentada em (4.1), tal que
indepentende do valor numérico associado ao n escolhido, de modo que n > 1, resulta em uma

sequéncia constante do termo 2.

A seguir, apresentaremos a demonstracdo a respeito desse teorema, validando-o, bem

como, generalizando a sua utilizacao.

Demonstracdo: Temos a sequéncia (a"),~; disposta do seguinte modo:

(am)n>1:(172737"'7m7 (m—l),,S,QO) (45)

n

Como a quantidade de termos da sequéncia é igual a p = 2(m — 1), segue que b]"* = A1)
¢ o dltimo elemento dos niimeros que aparecem no periodo dado em (4.5) que € igual a 2. A
partir dai, a contagem se reinicia no 1 e vai até o 2 novamente, que € o seu dltimo termo. Logo,

obtemos que b"P =2, n > 1. O

4.2 Teorema 1.7

Teorema 1.7: Sejam m, p > 2 nimeros inteiros. Se a igualdade (b?),>1 = (b2"™),,>1 entre as
2-sequéncias € verdadeira, entdo m = p.

Demonstracao: Suponha por contradicdo que p < m. Nesse caso, como

(@) = (1,2.3.4,...,m,(m—1)..3,2,... 0),
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A parte destacada em vermelho contém o nimero p, uma vez que p < m. Tomando n = 1,
obtemos

b = azg = p (realize uma contagem até p).

Por outro lado,
(a?)=(1,2,3,...,p,(p—1),3,20).

Nessa sequéncia disposta, todos os valores dos niimeros inteiros sdo menores do que ou iguais

p —

a p. Mas, nesse caso, p = b"? = )" =df | =

aP . Veja que, na sequéncia (a?) acima, o
niimero p aparece apenas uma vez a cada periodo 2(p — 1). Assim, como a?, = p, isso s6 ocorre

quandom =p+ k- (2(p — 1)), k > 0 um inteiro. Como supomos p < m, segue que
p+kRp—-1)=m>p=k=>1
Entdo, segue do fato de
m=p+k2p-1)=2p+2(p—1)=3p—2=2p (pois p>2)

que, escolhendo n = 2, by"* = 2p = ab,, mas 2p ndo estd na sequéncia (1,2,3,...,p, (p —
1),...3,2 O). Por isso, absurdo! Logo, ndo pode valer p < m, ou seja, p > m. Da mesma

forma, ndo vale m < p. Portanto, p = m. O

Verifica-se, desse modo, que o presente resultado demonstra que a ordem das varidveis
m e p na sequéncia tem um significado crucial e que trocar as posicdes dessas varidveis resulta

em sequéncias diferentes, a menos que m = p.

4.3 Teorema 1.8

Teorema 1.8: Considere m e p nimeros inteiros tais que p > 2 e m = p + 1. Entao,

i — p, n impar
. :
2, n par
Vamos comecar explorando um exemplo numeérico a respeito do Teorema 1.8, buscando

evidenciar a veracidade da sua tese.

Exemplo 4.3. Tomaremos, nesse momento, um valor especifico para m e p, nesse caso, parti-
cularizaremos como sendo m = 5 e p = 4 por exemplo.

Pelo nosso teorema, temos que:
*m=p+1=2,comp > 2.

Assim, substituimos os valores associados a m e p:
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*5=44+12>2

Desse modo, obtemos as seguintes sequéncias:

(a’) =(1,2,3,4,5,4,3,2...).
(b)) = (4,2,4,2,4,2...).

Percebe-se que, nas posi¢des pares, dispostas na sequéncia, todas as atribui¢cdes remetem
ao termo 2. Similarmente, percebe-se que, nas posi¢cdes impares, todos remetem ao termo 4 que

¢ exatamente igual a p.

Em suma, esse é apenas um mero caso particular. Em prosseguimento, serd apresentada

a demonstracao a respeito dessa proposi¢do, tendo em vista a sua validacao.

Demonstracao: Dados p > 2em = p + 1, temos que
() =(1,2,3,...,p,m,p,...,20),

em que p éigual a (m—1). A sequéncia possui 2m —2 termos, ou seja, 2m—2 = 2(p+1)—2 =
2p termos. Isso nos diz que, por defini¢do, b]"” = pe by’ = 2 que € o Gltimo termo que aparece

na lista acima. A partir daqui, a contagem se reinicia e repete tais termos. Assim,

e p, n impar
" 2, n par '

4.4 Teorema 1.9

Teorema 1.9: Dados dois nimeros inteiros m, p > 2, entdo b;"? = 2, para algum ng.

Demonstracdo: A sequéncia (1,2,3,...,m,(m—1),...,3,2 O) tem periodo igual a 2(m—1).
Desse modo, temos que o termo com indice 2(m — 1) é igual 2. Sejany = p-[2(m — 1)], vamos
mostrar que b;? = 2. De fato, por defini¢do da sequéncia b;"", o indice n remete a quantidade
de vezes que se conta p. Assim, b;’”(‘;i_l) ¢ o termo 2(m — 1) - p na contagem. Logo, podemos
observar que b;"? = a;;, V n € N. Dessa maneira, esse resultado € igual a 2, uma vez que esse

termo pode ser entendido como 2(m — 1) elementos contados p vezes. ]
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4.5 Teorema 1.10

Teorema 1.10: Dados dois nimeros inteiros m, p > 4, com p < 2(m — 1), considere o nimero
mmc[p,2(m — 1)] = p - 3, para algum inteiro 5. Entdo, o periodo da 2-sequéncia (b"?),>1 é
igual a 3, isto &, [I"™P = 3.

Vamos agora demonstri-lo, buscando validd-lo, bem como generalizar a sua utilizagao.

Demonstracao: Pela defini¢cao do periodo 11”7, tem-se que, para todon > 1,

m,p N m,p
b, Tme = by

Segue, entdo, da defini¢do da 2-sequéncia (b7"P) que, para todon > 1,

m _.m
Ant1rmr)p = Anp>
isto é, paratodon > 1,

anmp+1—[m,pp = a/z’;). (4.6)

Nesse momento, vamos separar em alguns casos possiveis para o valor de p < 2(m — 1).

Caso 1) p = 2(m — 1). Nessa situacdo, segue do Teorema 1.6 que o periodo da 2-sequéncia
(brP) € 1. Também temos que mmc(p,2(m — 1)) = 2(m — 1) = p - 1, mostrando que
B =1 = II"P. Logo, o resultado estd provado para esse caso.

Caso 2) p = m — 1. Nesse caso, temos mmc(p,2(m — 1)) =2(m —1) =p-2e = 2.
Além disso, b]"P = Upim—1) = M — 1 sen éimpare 2 sen épar. Com isso, [I"? =2 = B, pois

m — 1 é diferente de 2 ja que m > 4. Isso mostra que o teorema € vélido para esse caso também.

Caso 3) p = m. Aqui, analisamos a sequéncia (a'),>1 que é dada por
(L,2,...,m,m—1,...,3,20).

Note que o nimero p = m s6 se repete 1 vez a cada sequéncia dos nimeros que aparecem

m
p

(que € a igualdade (4.6) escolhendo n = 1), temos necessariamente que o valor [I"™Pp deve ser

acima, que sdo apenas 1,2,...,m. Assim, para que, por exemplo, a,' jjmp, = @, = p =m
miuiltiplo do periodo da sequéncia (a"),>1, isto é,

I"7p =2 (m— 1)~

para algum inteiro positivo 7.



CAPITULO 4. PRINCIPAIS RESULTADOS 31

Caso 4) 2 < p < m — 1. Nesse cendrio, temos que a sequéncia (a]"),>1 ¢ dada por
(L,2,...,p,....mm—1,....p,...,3,2,0).

Aparecem dois valores de p nesse periodo destacado acima: um antes de m e o outro depois.
Como a igualdade (4.6) € valida para todo n e, para n = 1, @) = p < m, entdo, para que

ap4+1impp = D, hd duas possibilidades:

Possibilidade 1) O valor de II"Pp € tal que, somado com p no indice da sequéncia, resulta
exatamente no mesmo p inicial (o primeiro que aparece na lista). Se assim for, o valor [I"™"p
deve ser igual a um multiplo do periodo da sequéncia (a'), pois € a tnica forma da contagem

realizar um ciclo completo, isto €,
I™Pp =2(m — 1)y
para algum inteiro positivo 7.

Possibilidade 2) O valor de II"p € tal que, somado com p no indice da sequéncia, resulta
exatamente no segundo p que aparece na lista. Contando as casas, temos que, de p a m (sem
contar o p), hd m — p termos e, de m ao segundo p, tem-se m — p termos também. Assim, ao

todo, hd 2(m — p) termos do primeiro p ao segundo. Concluimos que
I"™Pp = 2(m —p) +2(m — 1)y

para algum inteiro nao negativo v (aqui v pode ser 0). Todavia, observe que p < m implica
p < m — 1 e, portanto, 2p < 2(m — 1). Isso mostra que contar 2p termos da sequéncia (a!")

para encontrar o valor de ag, vai resultar em um termo que esta dentro da lista dada por
(L,2,...,p,....mm—1,....p,...,3,2,0),
que contém 2(m — 1) termos. Assim, a igualdade

m __.m
a2p+Hm!Pp - a’2p’

quando subtituimos 2p+ I1I"™Pp = 2p+2(m —p) +2(m — 1)y = 2m+2(m — 1)~y e lembramos

m _ m —
que as,, = a5' 5, 1) = 2, produz

—_— am _ m _ ,m
2 = ay,, = A3, qpmp, = A,
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Mas s6 hé dois ndmeros dois na lista acima, que s6 ocorrem se contarmos 2p = 2 (o0 que ndo é
verdadeiro, pois p # 1) ou se 2p = 2(m — 1), isto é, se p = m — 1, que ndo é verdadeiro nesse

caso. Essas consideragdes mostram que a Possibilidade 2) ndo pode ocorrer.

Caso 5) m < p < 2(m — 1). Esse caso é andlogo ao anterior.

Diante de todos os possiveis casos acima, s6 hd uma alternativa:
II"™Pp =2(m — 1)y 4.7)

para algum inteiro positivo y. Agora, note que, sendo & = mmc(p,2(m — 1)) = p/5 tanto um

miiltiplo de p quanto um midltiplo de 2(m — 1), tem-se

m _.m
aanra - anp

para todon > 1, isto é,

m,p  __ pm,p
bt = b

para todo n > 1. Isso mostra que [ = @~ mP) & um multiplo de II""P, para algum inteiro
positivo A. Vamos mostrar que A = 1 e concluir o resultado. Para tanto, a igualdade (4.7)
garante que o ndmero [I™”p é ao mesmo tempo mdltiplo de p e de 2(m — 1). Pela defini¢do
de mme, segue que mmc(p,2(m — 1)) = pf divide o nimero II"Pp, isto é, existe um inteiro
positivo k tal que

pBk = II""p.

Cancelando p em ambos os lados e substituindo o valor de [, concluimos que
[P E = T1"P,

isto é, Ak = 1. Como A e k sdo inteiros positivos, isso mostra que A = 1 e finaliza a demons-

tracdo do teorema.

4.6 Colorario 1.11

Colorario 1.11: Dados os nimeros inteiros m,p > 4 comp < 2(m—1), se mde(p,2(m—1)) =
1, entdo [I™P = 2(m — 1).
Esse importante resultado serd inicialmente explorado por meio de um exemplo numé-

rico, buscando evidenciar a sua tese.
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Exemplo 4.4. Como condic¢do inicial, assumiremos valores numéricos para m e p, como sendo
m = 6 e p = 3, por exemplo.
Tais valores assumidos, satisfazem a condigdo dessa proposi¢do: p < 2 - (m — 1),

substituindo os valores associados em m e p, temos que:
3<2-(6-1)=3<10.
Satisfeita essa condi¢do, agora vamos verificar a validade da identidade do mdc.

mdc(3,10) :
10=3x3+1
3=1x3+0.
. mde(3,10) = 1

Desse modo, pode-se concluir que IT, = 2(m — 1), ou seja, o periodo da referida sequéncia tem

que ser exatamente igual a:
" =2.-(6-1)=1,=2-(5 = 1™ =10

Vamos validar se isso se apresenta correto perante a nossa sequéncia em questao? Pri-

meiramente, iniciaremos com a representacao da sequéncia:

(a®)n>1 = (1,2,3,4,5,6,5,4,3,2 O). (4.8)

n

(b9%),51 = (3,6,3,2,5,4,1,4,5,2 O). 4.9)

Portanto, pode-se observar que o periodo da nossa b, é exatamente igual a 10, verifi-

cando a proposi¢ao apresentada.

Em suma, esse € apenas um mero caso particular, em prosseguimento, serd apresentada
a demonstracao a respeito dessa proposi¢ao, tendo em vista a sua validag¢do e generalizacdo de
utilizacao.

Demonstracao: Segue do Teorema 1.10 e do Lema 3.18 que
pI™? x mde(p, 2(m — 1)) = 2(m — 1)p,
isto é, como mdc(p,2(m — 1)) =1,

m™r =2(m —1).
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4.7 Corolario 1.12

Corolario 1.12: Dados m, p > 4 nimeros inteiros, se p é impar, entdo II"™? € par.

Demonstracdo: Segue do Teorema 1.10 que mmc(p,2(m — 1)) = pII"™P. Ora, se p é impar
como mmc(p, 2(m — 1)) é par (pois é miltiplo de 2(m — 1)), segue que II"™? deve ser neces-

sariamente um nimero par. O

Dentro das hipoteses desse coroldrio, ndo existem 2-sequéncias com periodo impar e
com p também impar. Por exemplo, ndo existe uma 2-sequéncia com m > 4 e p = 15 cujo

periodo seja 5, 7, 33 ou qualquer outro nimero impar.

4.8 Colorario 1.13

Colorario 1.13: Dado qualquer nimero natural J € N, existem m,p > 4, com p < 2(m — 1),
tais que [P = J.

Demonstracdo: Vamos escolher m e p de tal modo que mmc(p,2(m — 1)) = p- J. Escolha p
um nimero par maior do que ou igual a 6 e ponha 2(m — 1) = p- J, isto é, m = gJ + 1. Dessa

forma, teremos que m, p > 4 satisfazendop < 2(m — 1) e
mmc(p,2(m — 1)) = mme(p, pJ) = pJ,

e, pelo Teorema 1.10, II"™P = J, como queriamos. |

Por exemplo, para construirmos uma 2-sequéncia cujo periodo seja igual a 37, basta
escolhermos o valor de p = 6 (poderia ser qualquer nimero par maior do que ou igual a4) e o
valor de m = ? + 1 =111 + 1 = 112. Entao, mmc(p,2(m — 1)) = mme(p,37p) = p - 37
e, pelo Teorema 1.10, 3 = 37 = I1'126,



Capitulo 5

Resultados em Aberto sobre as 2-Sequéncias

Apresentamos aqui alguns problemas que ainda estdo em aberto sobre as 2-sequéncias
estudadas neste trabalho. Como possiveis trabalhos futuros, pensaremos em argumentos ade-

quados para resolvé-los.

Problema 1: Dados m,p > 2 ndmeros inteiros, em que condicdes os termos da 2-sequéncia

(bP) contém todos os valores {1,2,3,...,m —1,m}?

Problema 2: Se tivermos uma sequéncia (¢, ), em que condi¢des ela € uma 2-sequéncia as-

sociada a inteiros m, p > 2?

Problema 3: Como generalizar e definir as k-sequéncias, com k£ > 3 um inteiro, e provar

todos os resultados respectivos?

Problema 4: Dados m, p, k > 2 nimeros inteiros, como construir 2-sequéncias cujos termos

contém todos os valores de {1,2, ..., m} exceto os miltiplos de k?

Problema 5: Dados m,p > 2, em que condi¢des a 2-sequéncia (b"?) € igual a sequéncia

(am)?

n
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

A presente monografia proporcionou uma andlise profunda e esclarecedora sobre diver-
sos aspectos matemadticos e teve como um dos intuitos a busca por associar as ideias de padroes
com conceitos matematicos ja existentes e alcancar novos resultados por meio de sequéncias
numéricas. A tematica que foi estudada remete a uma nova possibilidade: as 2-sequéncias.

Assim, as investigacoes realizadas nesta pesquisa indicam claramente a importancia des-
sas sequéncias recém-descobertas, pois, as demonstragdes fornecidas até o momento sao apenas
um ponto de partida, e fica evidente que um aprofundamento adicional pode revelar mais nu-
ances sobre suas naturezas e definicdes, uma vez que estd presente nos teoremas e colorarios
demonstrados nesse trabalho a utilizacdo de varias outras conceituacdes matematicas, de cara-
ter um pouco mais introdutério. Logo, com um pouco mais de empenho, pode-se incrementar
ainda mais o estudo dessa nova sequéncia.

Deixamos alguns problemas em aberto no capitulo final que evidenciam como € grande
o campo de alcance desse novo objeto estudado.

Concluimos que as demonstracdes realizadas neste trabalho ndo s6 validaram os resul-
tados apresentados anteriormente, mas também remeteram para vdrias possibilidades de explo-
racdo em torno das 2-sequéncias. A partir disso, percebe-se que uma investigagdo mais apro-
fundada para explorar integralmente suas propriedades e implicacdes matematicas contribuird
significativamente para o avanco dos conhecimentos em sequéncias numéricas, especificamente

da 2-sequéncia.
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