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RESUMO

O presente trabalho é uma monografia na qual discutimos, de maneira a ndo esgotar o tema, so-
bre a Geometria Hiperboélica e divulga-la. Para tanto, buscamos analisar essa Geometria em trés
dimensdes: histdrica, matematica e utilitdria. Na parte historica trazemos fragmentos historicos
sobre o problema que envolve o 5° Postulado de Euclides, que durante sua investigacdo ao longo
da historia, acarretou o surgimento das Geometrias ndo Euclidianas. No referente a Matematica,
desenvolvemos resultados presentes unicamente nessa teoria, como também resultados que ela
“herda” da Geometria Euclidiana, tais como a congruéncia de tridngulos e o postulado de Pasch.
Ainda, apresentamos um quadro no qual elencamos algumas das peculiaridades de cada Geo-
metria mencionada. E mais, apresentamos alguns modelos por meio dos quais a Geometria
Hiperbdlica € representada. Enfim, no tocante a utilidade, discorremos sobre algumas possi-
bilidades e aplicacOes da teoria Geométrica Hiperbdlica, que se fazem presentes na propria
Matematica, bem como em outros ramos do saber.

Palavras-chaves: Geometria. 5° Postulado. Geometria ndo Euclidiana. Geometria Hiperbolica



ABSTRACT

The present work is a monograph in which we discuss, in order not to exhaust the theme,
about Hyperbolic Geometry and disseminate it. Therefore, we seek to analyze this geometry
in three dimensions: historical, mathematical and utilitarian. In the historical part we bring
historical fragments about the problem involving the 5th Postulate of Euclid, which during its
investigation throughout history, led to the emergence of non-Euclidean Geometries. Regarding
Mathematics, we develop results present only in this theory, as well as results that it “inherits”
from Euclidean Geometry, such as the congruence of triangles and Pasch’s postulate. Still, we
present a table in which we list some of the peculiarities of each Geometry mentioned. Further-
more, we present some models through which Hyperbolic Geometry is represented. Finally,
with regard to utility, we discuss some possibilities and applications of the Hyperbolic Geome-
tric theory, which are present in Mathematics itself, as well as in other branches of knowledge.

Keywords: Geometry. 5th Postulate. Non-Euclidean Geometry. Hyperbolic Geometry.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Conversa Inicial

Este ndo é um trabalho sobre Geometria Euclidiana. Mas o que isso quer dizer? Bem,
¢ muito comum que ao falarmos de Geometria ja nos vem em mente o estudo de objetos ma-
temadticos, tais como circulos, triangulos, entre outros poligonos. No entanto, hd um vasto ter-
reno fértil para aprender e investigar a Matematica que esté inserido no campo da Geometria,ou
melhor, geometrias, clamando por curiosos.

Primeiramente vamos saber o que é Geometria, tema da nossa pesquisa. Ora, de acordo
com Silva', as origens etimolégicas da palavra Geometria nos remete ao significado medir a
terra. Ainda, segundo o mesmo autor, “é o estudo das formas dos objetos presentes na natu-
reza, das posi¢des ocupadas por esses objetos, das relagdes e das propriedades relativas a essas
formas.” Agora, antes de partimos para a temética central desta pesquisa, vale a pena falar sobre
a Geometria Euclidiana. Para tanto, falaremos de um personagem iconico da historia da Ma-
tematica, o Euclides de Alexandria. De fato, Euclides é uma figura bem popular na Matematica
e nas ciéncias, pois, segundo [4] (2001), na sua obra Os Elementos, este desenvolveu a chamada
Teoria Euclidiana para a Geometria.

Isto foi um marco importante para a Matemdtica como um todo, pois a Geometria Eucli-
diana foi a primeira teoria da Matematica a ser axiomatizada. O método axiomatico desenvol-
vido por ele € de tao grande valor que esse meio de formalizar teorias na Matematica perdura
até hoje. A axiomatizacdo da Matematica € o fator que condecora esta disciplina com todo
prestigio que possui. No entanto, cerca de dois mil anos depois do grande trabalho de Euclides,
alguns estudiosos comegaram a investigar as raizes da teoria de Euclides sobre a Geometria,
e o resultado foi a expansido do pensamento geométrico, que veremos no desenvolvimento do
presente trabalho.

Deste modo, seguimos com algumas perguntas ousadas. Por que euclidiana? Por que o

!ver em https://brasilescola.uol.com.br/o-que-e/matematica/o-que-e-geometria.htm

14



CAPITULO 1. INTRODUCAO 15

axioma das paralelas € tao estranho em algumas formulagdes? Existem outras superficies além
da superficie plana?

Claro, para que perguntas como estas sejam possiveis, cabe ao educador matematico que
preparar e desenvolver suas aulas trazendo uma quantia adequada de, por exemplo, episddios
da Histéria da Matemadtica. Por outro lado, a propria denominagdo da disciplina pode instigar
esse debate, isto caso ela seja nomeada como, por exemplo, Geometria Euclidiana.

Enfim, retomando a pergunta inicial, temos que, para uma Geometria ser entendida
como nao euclidiana “é preciso que em seu conjunto de axiomas, pelo menos um dos axiomas
da Geometria Euclidiana ndo seja verdadeiro”([9], 2004, p.14). Por sua vez, Robold (1992)
diz que para uma Geometria seja entendida como nao euclidiana basta que ela seja formulada
“sem ajuda da hipotese euclidiana das paralelas e contendo muito sua posi¢ao sobre paralelas
incompativeis com a de Euclides”(apud [3], 2021, p. 60). Os objetos de estudo deste trabalho
melhor se encaixam nesta ultima definicdo.

Nessa linha de pensamento, este ¢ um trabalho sobre Geometria nao Euclidiana, mais
especificamente, sobre a Geometria Hiperbélica. E um trabalho de cunho qualitativo, apesar
de trazer alguns dados quantificativos. A saber, € uma pesquisa bibliografica, mas isto sera
explicado mais adiante.

O intuito desta pesquisa é conhecer e divulgar esta drea do saber matematico que de-
monstra grande potencial de ensino e aprendizagem, isto serd justificado no desenvolver do
trabalho. Ainda, nos valeremos da presente monografia para divulgacdo. E mais, na proxima
secdo serd explicitada as dimensdes que escolhemos para conhecermos tal Geometria.

E importante destacar que nos valemos de um trabalho de pesquisa estatistica realizado
na disciplina de Estatistica, a fim de darmos mais consisténcia a escolha das nossas justificati-
vas para a pesquisa e elaboracdo desta monografia. Algumas informagdes sobre essa pesquisa

estatistica estdo disponiveis no Apéndice A, que se encontra ao final desta monografia.

1.2 Justificativa

Duas retas paralelas se encontram no infinito? Inicialmente durante o curso, algumas
consideragdes avulsas e curiosas, como a pergunta inicial, e ainda, de alguns professores podem
ter servido de gatilho quando foi decidido estudar sobre o presente tema. E ainda frases do
tipo: vamos calcular a distancia entre esses dois pontos da cidade, mas iremos desconsiderar a
Geometria do T4xi* e vamos calcular essa distincia como sendo uma reta no plano.

Na verdade, o interesse em conhecer mais a respeito de Geometria se deu na disciplina
de Histéria da Matematica. No livro do Howard Eves, a saber, [6], sobre Historia da Ma-

tematica, um componente da bibliografia da referida disciplina, ha um capitulo onde um dos

2Geometria que deriva da Geometria Euclidiana Plana que possui uma métrica diferente desta.
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assuntos € o fisico Kepler. Este capitulo traz men¢des a respeito da pavimentacao do plano
euclidiano e sobre o antiprisma®.

Por fim, foi durante leituras de referéncias teoricas para elaboracao de um trabalho para o
Programa Institucional de Bolsas de Inicia¢do a Docéncia (PIBID) que soube sobre a existéncia
da Geometria Esférica. A partir da acdo de buscar conhecer mais a respeito da Geometria
Esférica, o autor tomou nota de outras geometrias que sio diferentes da Euclidiana.

Com o conhecimento desta nova drea, o questionamento que iniciou este texto foi res-
pondido, e isso foi de importante significacdo para a escolha da op¢do de pesquisar sobre as
Geometrias ndo Euclidianas, em especial, a Geometria Hiperbdlica.

Dai, durante o periodo de buscar referéncia tedrica, foi encontrado em Junior (2020)
argumentos que justificam, de maneira rigorosa e sistematizada, a necessidade ou importancia
de trabalhar com as Geometrias ndo Euclidianas tanto em curso de formacdo de professores
quanto na Escola Bésica.

No nivel de formagao de professores, [8] (2020) traz:

Brum, Schuhmacher e Da Silva (2015) compreendem a importancia do ensino
de Geometrias nao Euclidianas na formacgfo de professores, alegando que as
mesmas servem de instrumentos para diversas dreas do conhecimento, ampli-
ando a visdo do professor sobre a construcdo do conhecimento geométrico.
Além disso, o estudo de outras Geometrias diferentes da Euclidiana pode cor-
roborar para praticas educativas que desarticulem o excesso de formalismo que
prevalece no ensino de Geometria nas aulas de Matematica. ([8],2020 p.51)

Desta maneira, ao se estudar Geometria ndo Euclidiana (vale dizer que esta nao pos-
sui um cardter de exclusdo da Geometria Euclidiana, mas sim de complementar o pensamento
geométrico) o professor se apropria mais do saber matematico por tras da Geometria e, conse-
quentemente, desenvolve uma certa maturidade ao lecionar Matematica, em especial, a Geome-
tria; pois ele terd conhecimento que muito do que se conhece a respeito da Geometria € fruto de
dimensao cognitiva humana, do espirito do homem, e podera notar uma relagcao entre o forma-
lismo matematico e as inquietacdes humanas, assim colaborando ao académico superar a visao
na qual o individuo ndo tem muita participacdo no fazer matematico. Assim sendo, o docente
poderd refletir (sentido de reflexdo, como o de espelho) esta maneira de conceber a Geometria
em sua pratica, proporcionando até mesmo uma Educacdo Matemadtica mais significativa.

Ja no ambito do Ensino Basico, [8] (2020, p. 52) baseado em sua pesquisa, diz que,
ao se tratar da constituicdo do conhecimento geométrico, “[...] a criancga estabelece primeiro
as relacoes de ordem topologicas, para em seguida construir quase que simultaneamente as
relacdes projetivas e euclidianas.” Isto nos traz como ensinamento que, como a crianga tem um
determinado processo de aprender nocdes geométricas baseado em sua intuicdo, imaginacao e
cognicdo, optar por comegar o estudo da Geometria pela Euclidiana, aquela que requer um certo
amadurecimento intelectual para compreender suas regras (axiomas) e seu modo de pensar (de-

dutivo), pode acabar por extinguir ou subdesenvolver a imaginacao, a intuicdo e a cognicao do

3Figura espacial que se diferencia do prisma por ter suas faces laterais triangulares
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individuo, dimensdes tao importantes nao somente no campo da Matemadtica, ou das geometrias,
mas de fundamental valor para o desenvolvimento pessoal e social.

Vendo por esta Optica, realizamos uma pesquisa estatistica com os alunos do curso de
Licenciatura em Matemadtica da Universidade Federal do Norte do Tocantins, a procura de da-
dos que pudessem nos dar uma pista do conhecimento destes alunos em relacdo as geometrias
em geral. No desenvolvimento da referida pesquisa concluimos que nossa amostra possui como
principal referéncia a Geometria Euclidiana, ao se tratar de Geometrias. Notamos também
uma confusdo quanto aos referenciais tedricos dos discentes, uma vez que as perguntas foram
construidas de modo a por em prova a funcionalidade da Geometria de Euclides em espagos
ndo planos, por exemplo, o planeta Terra. Por fim, vimos que as Geometrias ndo Euclidia-
nas nao sdo totalmente desconhecidas por eles, ndo obstante, conhecida por uma quantidade
infima; no entanto, o problema da distin¢do das Geometrias e dos espacos onde estas teorias
sdo desenvolvidas sdo o bastante para seguirmos com a nossa pesquisa, pois verificou-se que
os alunos apresentam uma compreensao de elementos que os permitem expandir seus conhe-
cimentos geométricos, porém, esse conhecimento em potencial € inibido pela hegemonia da
Geometria Euclidiana.

Em virtude dos argumentos aqui explicitados, tais como o aprofundamento do saber
geométrico por parte do professor, a forma como o pensamento geométrico é desenvolvido pela
crianca e pelo fato de que os alunos do curso de Licenciatura em Matematica demonstram ele-
mentos que permitem concluir que existe um certo desconhecimento de tal tema ou sobre as
particularidades de cada teoria geométrica, esta pesquisa se faz necessaria, tendo como obje-
tivo, em primeira instancia, divulgar a respeito sobre o tema em questao e, por consequéncia,
enriquecer os debates na nossa Universidade sobre a Geometria, no referente, sobre a forma de

aprender e ensinar geometrias em geral.

1.3 Metodologia

Um dos objetivos deste trabalho, como ja foi dito anteriormente, é conhecer mais a
respeito da Geometria Hiperbdlica. Para alcancarmos essa meta optou-se por uma investigacao
com abordagem qualitativa, mais especificamente, por uma pesquisa bibliografica nos parametros

conceituados por Severino (2014), que diz:

A pesquisa bibliografica é aquela que se realiza a partir do registro disponivel,
decorrente de pesquisas anteriores, em documentos impressos, como livros,
artigos, teses etc. Utiliza-se de dados ou de categorias tedricas ja trabalha-
dos por outros pesquisadores e devidamente registrados. Os textos tornam-se
fontes dos temas a serem pesquisados. O pesquisador trabalha a partir das
contribuicdes dos autores dos estudos analiticos constantes dos textos. ([12],
2014 p.75)

Isto é, para constituicio desta monografia foram necessdrias a leitura, andlise e

documentagdo de outras obras que ja tratam sobre o tema. Ao falarmos de documentagdo,
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estamos nos referindo a uma técnica de pesquisa que consiste em ‘“toda forma de registro e
sistematizacao de dados, informacdes, colocando-os em condi¢des de andlise por parte do pes-
quisador”

([12], 2014, p. 76). Por fim, a tomaremos no sentido de desenvolvimento de uma pesquisa,
pois “é a técnica de identificacdo, levantamento, exploracao de documentos fontes do objeto
pesquisado e registro das informagdes retiradas nessas fontes e que serdo utilizadas no desen-
volvimento do trabalho.”(SEVERINO, 2014, p. 76), isto €, para a realizacdo da presente mo-
nografia ndo bastou apenas a leitura avulsa das fontes, mas sim de uma leitura mais atenciosa
a fim de registrar informagdes relevantes contidas nas fontes consultadas para a realizacdo da

mesma.

1.4 Estrutura do Trabalho

Para conhecer, iremos buscar conteidos relacionados a Geometria Hiperbdlica no que
tange a dimensao histdrica, dimensao matematica (resultados formais presentes em tal teoria) e
dimensao utilitaria (a respeito se hé aplicacdo da mencionada Geometria). Deste modo, iremos

dizer o que ha em cada um dos seguintes capitulos.

* No capitulo intitulado Conhecimentos Preliminares 2, o leitor ha de encontrar alguns
resultados pertencentes a Geometria Euclidiana Plana, como alguns dos critérios de con-
gruéneia de tridngulos, o Teorema do Angulo Externo para Tridngulos Euclidianos, a
relacdo lado oposto ao angulo, Postulado de Pasch, entre outros. Tais resultados fo-
ram posto nessa secao por serem uteis no desenvolvimento de uma parcela dos resultados
apresentados na Geometria Hiperbdlica, bem como para servir ao leitor como comparacao

entre resultados comuns a ambas Geometrias.

* No capitulo intitulado Recorte Historico 3, trazemos um pouco sobre a historia por tras
das Geometrias nao Euclidianas, em especial a Geometria Hiperbolica. Assim, ha frag-
mentos a respeito de Euclides e sua obra Os Elementos, alguns dos matemadticos que

tentaram provar o 5° Postulado e os fundadores da Geometria Hiperbdlica.

* No capitulo intitulado Sobre a Geometria Hiperbdlica 4, abordaremos a respeito da Ge-
ometria Hiperbodlica discorrendo sobre a sua consisténcia, sobre o paralelismo, sobre os

modelos hiperbdlicos e demonstraremos alguns teoremas.

* No capitulo intitulado Potencialidades e Algumas Aplicacbes S5, como sugere o titulo,
abordamos algumas potencialidades e aplicacoes da referida Geometria. Dentre as

aplicacdes trazemos sobre a Tesselacdo e sobre os Navegadores Hiperbdlicos. Por ou-
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tro lado, dentre as possibilidades, apresentamos a Quadratura do Circulo na Geometria

Hiperbdlica e o desenvolvimento do pensamento geométrico.

* E finalmente no capitulo de Conclusées Finais 6, fazemos um balanco a fim de verifi-
carmos se nossos objetivos foram alcacados, bem como uma pequena sintese de cada

capitulo.



Capitulo 2
Conhecimentos Preliminares

Neste capitulo apresentamos alguns resultados da Geometria Euclidiana Plana de ma-
neira explicada por ndo se tratarem de resultados triviais, mas, de certa maneira, ja consolidados
na Geometria de Euclides. Estes axiomas e teoremas serdo uteis para melhor fundamentar as
demonstracoes de proposi¢coes presentes na Geometria Hiperbdlica, bem como permitir ao leitor
uma comparagdo do desenvolvimento entre os teoremas que sao comuns a ambas teorias. Para
tanto, a principal fontes para a elaboragdo desta secdo foi: [5] (2005). Dessa forma, seguem os

resultados:

Teorema 2.1 (Teorema do Angulo Externo para Tridngulos Euclidianos). Para qualquer
triangulo na Geometria Euclidiana, qualquer dngulo externo de um dos vértices é igual a soma

dos outros dois dngulos internos ndo adjacentes a ele.

Demonstracao: Seja ABC um tridngulo euclidiano.

Figura 2.1: Teorema do angulo externo para triangulos.

LY
4

Fonte: Arquivo proprio.

Tomamos como referéncia o angulo do vértice C, e 0 nomeamos de C', o dngulo externo

adjacente a ele ¢ nomeado por z.

20
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Considerando a Figura 2.1, temos como hipétese que = € o angulo externo adjacente a C.
E como tese, que os angulos formados nos vértices A e B, respectivamente, Ae B, satisfazem
A + B = .

Agora, escolhemos um ponto D tal que possamos tracar um segmento C'D que seja
paralelo ao segmento AB. Note que, ao fazermos isso podemos escrever o angulo z = y + z.

Por outro lado, obtemos as relagdes de angulos formados pelos segmentos paralelos AB

e C'D, e também pelas secantes a ambas, AC' e BC"

e Como AB € paralelo a C'D, entio A= Yy, por serem angulos alternos internos e pela

congruéncia dos angulos opostos;
e Como AB é paralelo a C'D, entao B =z, por serem angulos alternos internos.
Dadoque:c:y—l—z,g:yeézz,obtemosﬁ—l—ézy—i—z,istoé
z=A+B.
Portanto, num tridngulo euclidiano, um angulo externo qualquer é igual a soma dos

outros dois angulos internos nao adjacentes a ele.

|

Postulado 2.2 (Caso Lado-Angulo-Lado). Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes

dois lados e o dngulo compreendido entre eles, entdo ambos tridngulos sdo congruentes.

Figura 2.2: Caso lado-angulo-lado de conguéncia de triangulos.

Fonte: Arquivo proprio.

Teorema 2.3 (Caso lado-lado-lado). Se dois tridngulos tém ordenadamente congruentes seus

trés lados, entdo esses triangulos sdo congruentes.
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Demonstracao: Sejam A, B e C' os vértices de um tridngulo e A’, B’ e C' vértices de um outro

triangulo.

Figura 2.3: Tridngulos ABC e A’B'C".

c

Fonte: Arquivo préprio.

Considerando a Figura 2.4, temos como hipétese que AB = A'B’, BC = B'C’', AC =
A'C’. E como tese, que o tridangulo ABC' é congruo do tridngulo A’ B'C".

Figura 2.4: Caso lado-lado-lado de congruéncia de tridngulos.

<12

L
Fonte: Arquivo proprio.

Escolhemos um ponto X de forma que A’X = AC e XA'B' = CAB. Notemos que
X esta no semiplano oposto ao de C’ em relagao ao lado AB. Dado que, AC' = A'C’, temos
AX =AC.

Agora, tomamos o segmento C” X e marcamos seu ponto de interse¢do com o segmento
A’B’, nomeando esse ponto de D.

Observemos que os tridngulos ABC' e A’B’X sdo congruentes, pois A'B’ = AB,
XA'B'=CABe A'X = AC. Dai concluimos que XB' = CB.

Por sua vez, ja que A’X = A'C’, temos que o tridngulo A’C’ X é isdsceles de base C' X,

logo

i) O angulo A’ O'X é congruo com o angulo A’ Xc'.
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Por outro lado, como X B’ = C'B’, temos que o tridngulo B'C’X € is6sceles de base
C'X, dai

ii) Afirmamos a congruéncia (entre os angulos) B’ C'X = B'XC'.

Notemos que de i) e ii), resulta a congruéncia A’ C'B'=A'XB.
Dado que, A’X = A'C’, temos que o tridngulo B’'C'X é isésceles de base C'X e
XB' = C'B’. Assim, obtemos a congruéncia dos tridngulos A’B'C’ = A’B'X.
Portanto, temos a congruéncia dos tridngulos ABC = A'B'C".
O

Teorema 2.4 (Relacao lado oposto ao angulo). Se ABC e DEF sdo dois tridngulos tais que
AB = DE, AC = DF ¢ BC > EF, entdo A > D.

Demonstracao:

Suponhamos, por absurdo, que A < D. Vamos analisar dois casos:
« Caso A=D

Nesta situacdo, terfamos um caso de congruéncia de tridngulos lado-angulo-lado, o que

seria um absurdo, pois, dessa forma BC' = E'F, contrariando a hipétese.

o CasoA\<lA)

Nesse caso, teriamos que BC < EF, pois oposto ao maior lado estd o maior angulo.
Também resultaria num absurdo, pois BC' < EF), vai contra a nossa hip6tese de que
BC > EF.

Portanto, A > D.

Figura 2.5: Relagdo lado oposto ao angulo.

D

B C c

Fonte: Arquivo préprio.

Teorema 2.5. Dado um tridngulo ABC, existe outro tridngulo A’ B'C" com a soma dos dngulos
internos igual, mas com a medida do dngulo no vértice A’ menor ou igual a metade da medida

do angulo A.
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Demonstracao:

Figura 2.6: Representagdo do Teorema 2.5.

)
[wn]

Fonte: Arquivo préprio.

Como vamos usar triangulos euclidianos, supomos que a soma dos angulos internos
deles € 180°. Seja o tridangulo ABC'. Tracemos um segmento de reta que intercepta no ponto
médio do segmento C'B em um ponto M, e tem como extremos os pontos A e D, tal que
AM = MD e CM = BM. Observe na Figura 2.7 que formamos dois tridngulos congruentes
pelo caso lado-angulo-lado (Postulado 2.2), a saber, AMC = DM B.

Figura 2.7: Apoio para a demonstragdo do Teorema 2.5.

c D

Fonte: Arquivo préprio.

Notemos que
(A+B+C)+180° = (A+ M, + C) + (A + M, + B).

Como AMC' = DM B, pelo Postulado 2.2, podemos reescrever a relagdo anterior da

seguinte maneira:

(A4+ B+ C)+180° = (D + M3 + B) + (A + My + B). (2.1)
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Analogamente, analisamos o tridngulo ABD, e obtemos

(A+ B+ D)+180° = (A+ My + B) + (B+ M + D). (2.2)
De acordo com (2.1) e (2.2)
(A+ B+ C)+180° = (A+ B+ D) + 180°,
ou seja,
(A+B+C)=(A+B+D).
Com isso, existe o tridngulo A’ B'C", tal que

(A+B+C)=(A+B +C).
N A
Note que podemos escrever o angulo A = a + z, tal que a < 5 ouzr < 3 pois as duas
medidas nao podem ser simultaneamente maiores do que A

Portanto, temos um tridngulo A’ B'C” com a soma dos angulos internos iguais ao tridngulo

ABC, de modo que possui um angulo interno menor ou igual que 7
O

Postulado 2.6 (Postulado de Pasch). Dados trés pontos A, B e C, ndo colineares e uma reta r,
no plano determinado por estes trés pontos, € que ndo contém nenhum deles, se 7 passa por um
ponto de AC entdo também passa por um ponto de BC' ou de AB. O processo é andlogo caso

r passe por um ponto de AB ou BC

Figura 2.8: Representagao do Postulado de Pasch.

A A

Fonte: Arquivo préprio.
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Teorema 2.7. Em Geometria Euclidiana, a soma dos dngulos internos de um triangulo é exa-

tamente 180°.

Demonstracao: Seja ABC um tridngulo qualquer e que «, 3 e y seja seus angulos internos.
Tragamos uma reta r paralela ao lado BC' do tridangulo que passa pelo ponto A, e alongamos os
lados AB e AC ambos no sentido de A, como na Figura 2.7.

Notemos que os angulo o e oy sdo correspondentes, logo, sdo congruos. Ainda, ay € o
angulo oposto a o em relag@o ao vértice A, portanto, as = «.

De maneira andloga, temos que 3 e 31 sdo correspondentes, logo, sdo congruos. E mais,
B2 € o angulo oposto a 5 em relagcdo ao vértice A, portanto, f = f.

Agora, temos que o angulo raso (180°) no vértice A na reta r foi dividido em trés

angulos, sendo eles s, v € as. Dessa forma, temos que
Ba + v+ ay = 180°.
Notemos que o = ay € § = [3o, assim,

B+ v+ a=180°.

Figura 2.9: Apoio para a demonstragdao do Teorema 2.7.

Fonte: Arquivo Proprio.



Capitulo 3
Recorte Historico

Neste capitulo estdo as notas historicas acerca da Geometria ndo Euclidiana fruto do
estudo bibliogréfico do autor. Para enriquecer o trabalho, trago uma narrativa que envolve: os
questionamentos sobre o Postulado das Paralelas; das tentativas ao longo do tempo de provar
o Postulado das Paralelas ou, pelo menos, aperfeicoar seu enunciado; alguns resultados que
eles alcancaram; os estudos de Saccheri; a descoberta da Geometria ndo Euclidiana feita por
Gauss, Bolyai e Lobachevsky; entre outros fatos interessantes para aqueles que desejam conhe-
cer mais a respeito da histéria das ciéncias, em especial a Histéria da Matematica. Para tanto,
a elaboragdo deste capitulo foi totalmente baseada nas seguintes referéncias: [2] (2008) e [6]
(2004).

3.1 Sobre Euclides e Os Elementos

Comecamos a discorrer a partir do periodo em que Euclides de Alexandria (325-265
a.C.) elaborou seu maior trabalho, cerca de 300 anos a.C. Porém, é importante deixar claro
ao leitor que a Geometria existia desde os primérdios da humanidade, bem como era bem
titil para o desenvolvimento humano, sobretudo da agrimensura' e astronomia’. Segundo [6]
(2004, p. 167), ocorria um caso bem comum ao que costuma ocorrer hoje em dia nas aulas
de Matemadtica do nosso pais: um aluno de Euclides o indagou querendo saber qual a utilidade
prética do conteudo estudado naquele momento. Euclides, comovido com tal pergunta, man-
dou o seu escravo dar uma moeda a este aluno “para que tivesse algum ganho com que estava
aprendendo.”([6], p. 167).

Enfatizamos este fato para mostrar o caréter de apreciacao pela Matematica, de desen-

volvimento espiritual e intelectual que acreditava-se ser consequéncia do estudo da Matematica.

ICiéncia em que se utiliza conhecimentos da Geomdtica como ferramenta para a captura e gerenciamento de

dados espaciais. Ver em: https://blog.cpetecnologia.com.br/entenda-a-diferenca-entre-agrimensura-e-topografia/
2Ciéncia que estuda os corpos celestes do espaco sideral

27
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Podemos notar que essas caracteristicas sao herancgas da visdo de Pitdgoras, Platdo, suas res-
pectivas escolas e dos seus alunos que nelas frequentavam. Enfim, essa perspectiva sobre o
conhecimento matematico reverbera até os dias atuais, e foi de fundamental importincia para o
surgimento das Geometrias nao Euclidianas.

Retornamos a falar de Euclides, mais especificamente, do seu trabalho. O trabalho
em questdo trata-se da colecdo de 13 livros, intitulado Os Elementos. Este se constitui como
um tratado matematico de estudos referentes a Geometria, a Algebra Elementar e a Teoria
dos Numeros. O diferencial deste trabalho estd na maneira como foi organizado. As 465
proposicdes presentes neste tratado sdo deducdes ldgicas oriundas e sustentadas a partir de
outras dedugdes que, por sua vez, sdo deducgdes l6gicas de um niimero finito de premissas acei-
tas como verdadeiras. Este método de conceber teorias matematicas é chamado de dedutivo-
axiomatico. Este € o modelo de desenvolvimento do conhecimento matematico, e Os Elementos

foi a primeira obra a possuir este carater.

Figura 3.1: Euclides de Alexandria.

Fonte: Arcadi, 2008, p. 3.

Os Elementos de Euclides trazem 10 afirmacdes, sendo divididas em 5 axiomas e 5
postulados. Com excec¢do do 5° Postulado, os outros quatro possuem a caracteristica de ser de
simples compreensdo que sdo considerados auto-evidentes. Transcrevemos aqui o 5° Postulado

a fim de mostrar ao leitor o porqué dele ser a excecao entre os outros postulados existentes:

P5 se uma reta intercepta duas retas formando angulos interiores de um mesmo
lado menores do que dois retos, prolongando-se essas duas retas indefinida-
mente elas se encontrardo no lado em que os dois angulos sdo menores do que
dois angulos retos. [6], (2004 p.180)

Como visto, este postulado ndo cumpre com a caracteristica de alta evidéncia e necessita
de um certo entendimento geométrico para que seja aceito pelo leitor como uma verdade. Ape-
sar do seu enunciado ser mais elaborado, hé outra curiosidade acerca do tal. Ao explorarmos
o livro de Euclides, percebemos que as vinte oito primeiras proposi¢cdes nao fazem uso do 5°

Postulado em sua formulagao, assim, o referido postulado s6 aparece a partir da proposicao de
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niimero 29°. Por conta dessas peculiaridades, pessoas de todas as eras se lancaram a investigar

o porqué dessas questdes intrigantes que orbitam o Postulado das Paralelas.

3.2 Investigacoes a Respeito do Postulado das Paralelas

Nesta secao faremos alguns recortes historicos das tentativas ao longo do tempo de pro-
var o postulado das paralelas ou, pelo menos, aperfei¢oar seu enunciado. Vale dizer que o leitor
pode encontrar o raciocinio matemadtico por trds das tentativas dos mateméticos de demonstrar
o postulado no capitulo 4 da referéncia [2] (2008).

Trazemos em primeiro lugar o matematico e astronomo chamado Claudius Ptolomeu
(85-165 d.C.). De acordo com o [6] (2004 p. 204) ele é o autor de uma obra bem relevante
no campo da astronomia intitulada Almagesto. Esse trabalho sé foi superado por estudos de
Copérnico e Kepler. Apesar de se dedicar na Astronomia e na Trigonometria, Ptolomeu possuia
uma opinido controversa para o tal postulado e propds uma prova para o0 mesmo a partir dos
outros quatro postulados. O resultado de sua demonstracao consiste em usar uma proposi¢ao

equivalente ao Postulado das Paralelas para provar o proprio postulado, o que ndo € aceitavel.

Figura 3.2: Claudius Ptolomeu.

Fonte: Arcadi, 2008, p. 4.

Proclus Diadochus (411-485 d.C.) foi um importante estudioso grego. Entre suas obras
estd a chamada Comentdrios sobre o Euclides, material no qual ele também demonstrou ser
indiferente quanto ao Postulado das Paralelas. Enfim, a demonstragdo de Proclus ndo tornou o
Postulado das Paralelas em um teorema, pois o desenvolvimento da argumentacdo é fundamen-
tada no fato de que as retas paralelas sao equidistantes, argumento que € equivalente ao préprio

Postulado das Paralelas.

3A proposicio é enunciada da seguinte maneira: “A reta, caindo sobre as retas paralelas, faz tanto os angulos
alternos iguais entre si quanto o exterior igual ao interior e oposto e os interiores e no mesmo lado iguais a dois
retos.” Ver na pagina 120 de BICUDO, Irineu. Os elementos. Unesp, 2009.



CAPITULO 3. RECORTE HISTORICO 30

Figura 3.3: Proclus Diadochus.

Fonte: Arcadi, 2008, p. 4.

Nasir Eddin (1201-1274) foi um importante matematico drabe da sua época.“E dele o
primeiro trabalho de trigonometria plana e esférica considerado independente da astronomia”
([6], 2004 p. 261). As investigacOes de Nasir sobre o Postulado das Paralelas € de suma im-
portancia para o surgimento das Geometrias nao Euclidianas, pois entre suas contribui¢des esta
a famosa hipétese do angulo agudo, hipétese do angulo reto e hipétese do Angulo obtuso*. As
referidas hip6teses sao de fundamental importancia para os sucessores do arabe, entre eles esta

Saccheri, um personagem que avangou bastante no estudo sobre as Geometrias ndo Euclidianas.

Figura 3.4: Nasir Eddin.

Fonte: Arcadi, 2008, p. 5.

Nao houve estudos de grande relevancia acerca do Postulado das Paralelas durante o
periodo entre a tentativa de Nasir até antes do trabalho de Saccheri, ja na Idade Média. Giro-
lamo Saccheri (1667-1733) foi professor em vérias universidades, isso apés aos 23 anos quando

também concluiu o noviciado na Ordem Jesuita. O grande avanco que Saccheri proporcionou

4 As referidas hipotese dizem respeito aos valores que os angulos superiores do quadrilitero de Saccheri, bem
como o angulo ndo reto do quadrildtero de Lambert. Assim, os citados dngulos assumem um valor de acordo com
a hipétese escolhida, agudo(s), reto(s) ou obtuso(s). Vale ressaltar que cada uma dessas hipdteses desdobram em

teorias geométricas distintas, como veremos adiante.
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para o conhecimento sobre as Geometrias nao Euclidianas envolveu o seguinte processo.

Primeiro, apds estudar os elementos e ficar fascinado com o método de demonstracao de
reducgdo ao absurdo, tanto que publicou um livro trazendo esse método a l6gica formal. Assim
sendo, na sua publicacdo posterior, Euclides Livre de Toda Imperfei¢do, Saccheri se vale da
reducgdo ao absurdo na tentativa de demonstrar o intrigante postulado; segundo [2](2008), Sac-
cheri foi o primeiro a usar este meio para demonstrar o referido postulado. Para sua demonstragao,
Saccheri concebe um quadrilatero birretangulo, um quadrilatero ABC'D onde os angulos da
base sdo retos (ﬁ’ lA)), os angulos superiores sao congruos (§ ,6) e os segmentos AB e BD pos-
suem a mesma medida. Essa figura é fruto dos estudos de Saccheri referente as 28 proposi¢oes
primeiras do Os Elementos, as quais nao necessitam do Postulado das Paralelas.

Deste modo, uma vez que os angulos superiores sao iguais, entdo ha apenas trés hipoteses:
ou eles sdo retos ou eles sdao agudos ou eles sdo obtusos. Segundo [6] (2004 p. 540), a
intencdo de Saccheri era mostrar que a hipdtese do angulo agudo e a hipétese do angulo ob-
tuso levam a contradi¢des. Desta forma, de acordo com o método de redugao ao absurdo, seria
valida a hipétese do angulo reto, hipdtese a qual resultaria na prova do Postulado das Parale-
las. Como veremos posteriormente, esta contradicdo ndo existe, porém, uma vez que Saccheri
estava tao obstinado em provar o Postulado de Euclides, ele realizou conclusdes equivocadas
na argumentacdo da suposta contradi¢io presente na hipétese do angulo agudo. E importante
saber que durante a tarefa de justificar a tal contradicao Saccheri formulou muito dos Teoremas
da Geometria Hiperbdlica. Enfim, caso Saccheri nao tivesse insistido tanto em contradizer a
hipétese do angulo agudo seria dele o titulo de fundador das Geometrias ndo Euclidianas.

Agora, trazemos mais dois personagens que deixaram suas contribui¢cdes acerca do tema,
porém sem desenvolvimento acentuado na area. De qualquer modo, deixaram investigacoes
que tangem o que implicaria a aceitagdo de alguma das hipdteses e suas relagdes com objetos
geométricos ja conhecidos.

Primeiramente, trazemos o matemaético suico Johann Heinrich Lambert (1728-1777).
Ele investigou o problema através de um quadrilatero trirretingulo, o qual era a metade de
um Quadrilatero de Saccheri, e aplicou as mesmas trés hipdteses para o quarto angulo. Do
mesmo modo que seu antecessor, demonstrou que a soma dos angulos internos do tridngulo:
na hipétese do angulo agudo € menor que dois angulos retos, na hipétese do angulo obtuso
¢ maior que dois angulos retos e que na hipotese do angulo reto € igual a dois angulos retos.
Indo mais além que Saccheri, Lambert constatou que o excesso e a deficiéncia de dois angulos
retos na soma dos angulos internos dos triangulos decorrente, respectivamente, da hipdtese do
angulo obtuso e da hipétese do angulo agudo possuem uma relagdo de proporcionalidade com
a area dos respectivos tridangulos. Em decorréncia dessas observagoes, ele notou a semelhanca
entre a Geometria consequente da hipotese do angulo obtuso é a Geometria Esférica. De modo

andlogo, Lambert especulou que a Geometria oriunda da hipétese do angulo agudo poderia
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ser verificada numa esfera de raio negativo, a pseudoesfera. Ademais, Lambert ndo conseguiu
provar o Postulado das Paralelas por dificuldades e equivocos em refutar a hipdtese do angulo
agudo.

Por fim, agora trazemos 0 matematico francés Adrien-Marie Legendre (1752-1833). Ele
investigou o problema a partir das hipdteses da soma dos angulos internos de um tridngulo ser
maior que, menor que, ou igual a dois angulos retos. No entanto, sem resultados convincentes.
Sua maior contribui¢do esta em ter popularizado o problema do Postulado das Paralelas nas

vérias edi¢Oes do seu livro Eléments de Géometrie.

Figura 3.5: Johann Heinrich Lambert a direita, e Adrien-Marie Legendre a esquerda.

Fonte: Arcadi, 2008, p. 7.

Antes de irmos de fato aos fundadores Independentes das Geometrias ndo Euclidia-
nas, temos que registrar a contribuicdo do matemaético e fisico John Playfair (1748-1819). Sua
contribuicao é uma reformulacio equivalente ao Postulado das Paralelas que diz: “por um ponto
fora da reta pode se tracar uma tnica reta paralela a reta dada”. O Postulado de Playfair se relaci-
ona bem com as hipéteses do angulo agudo, angulo reto e dngulo obtuso; adaptando a expressao
de Playfair com as trés hipdteses obtemos a seguinte conjectura: por um ponto fora de uma reta

pode se tracar pelo menos duas, apenas uma ou nenhuma reta paralela a reta dada.

Figura 3.6: John Playfair.

Fonte: https://www.britannica.com/biography/John-Playfair
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3.3 Os Fundadores da Geometria Hiperbolica

Com as sucessivas falhas na negacdo da hipdtese do angulo agudo, a certeza da inde-
pendéncia do Postulado das Paralelas era s6 uma questao de tempo, bem como a chance de
haver outra Geometria diferente da de Euclides que se desencadeava a partir de tal hipédtese.

Diante desse contexto, trés grandes matematicos descobriram de forma independente a
Geometria que ha nos desdobramentos da hip6tese do angulo agudo, sdo eles: Johann Carl Fri-
edrich Gauss, Janos Bolyai e Nicolai Lobachevsky. Eles investigaram o problema do Postulado
de Euclides a partir do Postulado de Playfair adaptado como comentado anteriormente. Pos-
sivelmente a intencdo deles era provar o Postulado das Paralelas se valendo dos outros quatro,
porém, como a hipétese do angulo agudo pareceu inegével, o trio de estudiosos partiram para
desenvolver mais resultados que surgiram a partir dessa possibilidade.

Gauss, certamente, foi o primeiro a conhecer a existéncia das Geometrias ndo Eucli-
dianas, mas especificamente, a Geometria Hiperbolica. Isto se deve ao fato de Gauss ter se
correspondido através de cartas com outros matematicos, cujo contetido das cartas eram resul-
tados da referida Geometria. No entanto, a ndo publicacdo oficial dos seus estudos na drea nao
deram a ele o titulo de fundador da Geometria ndo Euclidiana, assim, este prestigio ficou para

os outros dois matematicos, Bolyai e Lobachevsky.

Figura 3.7: Johann Carl Friedrich Gauss..

Fonte: Arcadi, 2008, p. 8.

Janos Bolyai (1775-1856), um oficial do exército hungaro que foi incentivado a estu-
dar Matemética pelo seu pai, que era um professor de Matemadtica e nutria uma longa amizade
com Gauss. Ap0s estudar e compreender a questdo das paralelas, tao logo percebeu a impos-
sibilidade de provar como teorema o referido postulado e partiu para explorar os inusitados
resultados da Geometria que emergia da hipétese do angulo agudo. Em uma carta enviada ao
seu pai, Bolyai comunica com entusiasmo sua descoberta; apos alguns anos, Bolyai publica ofi-
cialmente seu trabalho sobre a nova Geometria na forma de apéndice no livro do seu pai sobre

Matematica Elementar. Esta foi a unica publica¢do académica de Bolyai e possivelmente por
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ndo ter se aprofundado nas idéias da peculiar Geometria, o prestigio dessas descobertas ficam

mais ligadas a Lobachevsky.

Figura 3.8: Janos Bolyai.

Fonte: Arcadi, 2008, p. 8.

Agora chegamos ao russo Nicolai Lobachevsky (1792-1856) que manteve durante toda
a vida vinculo com a Universidade de Kazan, primeiro como aluno, depois como professor e,
por fim, como reitor. Os artigos sobre a Geometria ndo Euclidiana escritos por Lobachevsky
foram oficialmente publicados alguns anos antes do trabalho de Bolyai, no entanto, por conta
da lingua utilizada na escrita do seu trabalho aliada a dificuldade de transito de informacdes,
bem como o carater estranho dos resultados, os artigos do russo foram completamente ignora-
dos pela comunidade académica local e global. Porém, ele ndao se deu por vencido e persistiu
em suas descobertas para que estas ganhassem o merecido reconhecimento. Entdo, o russo pu-
blicou seu trabalho, ap6s aprimoramento do mesmo, em um livro escrito em lingua alema com
o intuito de conquistar novos leitores. Finalmente em 1855, um ano antes de sua morte, Lo-
bachevsky publicou na lingua francesa sua obra mais completa sobre o assunto, Pangeometria,

Lobachevsky, que foi ditada, pois ele ja se encontrava cego e debilitado.

Figura 3.9: Nicolai Lobachevsky.

Fonte: Arcadi, 2008, p. 9.



Capitulo 4
Sobre a Geometria Hiperbolica

Neste capitulo, serd desenvolvido a parte matemdtica-formal da nossa pesquisa, abor-
dando algumas defini¢des e resultados que servirdo para entendermos melhor essa Geometria.
Para escrevermos a respeito dos modelos da Geometria Hiperbdlica e a respeito do paralelismo
nos inspiramos nas seguintes fontes: [2] (2008), [4] (2001), [1] (2021) e [7] (2014).

4.1 A Consisténcia da Geometria Hiperbdélica

Antes de continuarmos € importante conhecermos mais sobre o método
dedutivo-axiomatico. Para construirmos um modelo dedutivo-axiomatico sao necessarios trés

itens: conceitos primitivos, axiomas e teoremas.

* Por conceitos primitivos entendemos a definicao de objetos geométricos tais como, por

exemplo: o que € um plano, o que € um ponto e o que € uma reta.

* Por axioma entendemos como sendo as relacdes entre 0s conceitos primitivos que nao
precisam de comprovacgao, por exemplo, o axioma que diz que por dois pontos distintos

passa apenas uma Unica reta que os contém.

* Por teoremas entendemos como verdades comprovadas através dos axiomas, por exemplo

o Teorema de Pitdagoras.

Para complementar, [4] (2001, p. 33) diz que os axiomas devem ser construidos ob-
jetivando trés caracteristicas, a saber, eles devem ser consistentes suficientes e independentes.
Quando atribuimos a um sistema de axiomas a qualidade de consisténcia, estamos nos refe-
rindo que este sistema nao produz teoremas contraditérios. Um sistema de axiomas € suficiente
quando ndo falta nenhum axioma para compor a teoria desenvolvida. E, por fim, um conjunto
de axiomas € dito como independente quando nenhum axioma pode ser demonstrado com base

nos demais, a grosso modo, nenhum axioma na verdade € um teorema.

35
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Ha tedricos que fazem distin¢cdo quanto aos significados das palavras axioma e postu-
lado, apesar de serem interpretadas como sendo palavras sindnimas no cotidiano académico.
Dentre as distingdes que existem, trazemos uma mencionada por [6] (p. 179), “um axioma €
uma suposi¢do comum a todas as ciéncias ao passo que um postulado € uma suposi¢ao peculiar
a uma ciéncia particular em estudo.

Uma vez que, até o momento, era impossivel de ser demonstrado o Postulado das Para-
lelas com base nos outros quatro postulados, isso significa que, de fato, o intrigante postulado
¢ independente dos outros. Ainda sobre a hipotese do dngulo agudo, vimos que ndo € possivel
encontrar uma contradi¢cdo, pois mateméticos como Bolyai, Gauss e Lobachevsky descobriram,
ha outras geometrias que surgem a partir de tal hipdtese.

No entanto, a comunidade matemaética queria o veredito: serd a Geometria desenvolvida
por Bolyai e Lobachevsky, de fato, consistente? Com isso queria-se saber se em algum momento
poderia surgir algum resultado contraditério dentro daquela Teoria Geométrica. Para tanto, eles
elaboraram uma estratégia.

Assim, o plano desses matematicos objetivou escrever a Teoria Geométrica Hiperbolica
na linguagem da Geometria Euclidiana sob o seguinte argumento: se os elementos € a relacao
entre esses elementos fosse possivel dentro de uma parte do espago euclidiano, entdo a Teoria
Hiperbdlica seria consistente até o dia em que a Teoria Euclidiana também fosse. A seguir
apresentaremos uma série de resultados que levaram ao surgimento da Geometria Hiperbdlica,

bem como resultados proprios desta Geometria.

4.2 Paralelismo

Como dito no Capitulo 3, os matematicos concluiram que o Postulado das Paralelas é
independente dos demais postulados, e Playfair deixou uma expressao equivalente ao 5° Pos-
tulado que se adapta bem as hipdteses do angulo agudo, hipétese do angulo reto e hipdtese do
angulo obtuso, a lembrar, temos que por um ponto fora de uma reta pode se tracar pelo menos
duas, apenas uma ou nenhuma reta(s) paralela(s) a reta dada. Sabemos que a Geometria que se
desenvolve tomando a inexisténcia de retas paralelas a uma reta dada € a Geometria Esférica, e
que a Geometria Euclidiana € alicercada quando tomamos a expressao que postula a existéncia
de apenas uma unica paralela a reta dada. A Geometria Hiperbodlica é construida com base
nos modernamente conhecidos como axiomas de incidéncia, ordem, congruéncia, continuidade
juntamente com a negacdo do Postulado das Paralelas tomando a hip6tese do angulo agudo, a

saber, o Postulado de Lobachevsky enunciado da seguinte maneira:

Postulado 4.1 (Postulado de Lobachevsky). Por um ponto fora de uma reta pode se tragar

pelo menos duas retas paralelas a reta dada.
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Deste modo, conforme a Figura 4.1, dada uma reta e um ponto A ndo pertencente a r,
ha duas retas s e ¢ que passam por A e sdo paralelas a r. Ainda, s e ¢ dividem o plano hiperbélico
em quatro setores distintos, sendo eles os setores 1,2, 3 e 4. Esses setores sdo definidos pelas
regides angulares formadas pelas retas s e ¢t no ponto A. Assim, temos que nas regides 1 e 3
estdo definidas infinidade de retas que passam por A e ndo interceptam r. Nas regides angulares
2 e 4 estdo situadas todas as retas que passam por A e que interceptam r em algum ponto. Ao
tracarmos uma perpendicular que passa por A e toca r, dividimos a regido 4 em dois angulos.
Eles sdo chamados de dngulos de paralelismo, isto se deve ao fato de que toda reta que passa

por A e ndo intercepta r esta situada numa regido angular estritamente maior a este angulo.

Figura 4.1: Angulo de paralelismo.

R LT —

Fonte: Arquivo proprio

4.3 Modelos da Geometria Hiperbdlica

Para finalmente confirmar a consisténcia da Geometria Hiperbodlica, Beltrami, Félix
Klein e Henri Poincaré propuseram a fechar essa lacuna. Para tanto, eles desenvolveram mo-
delos para a nova Geometria a fim de dar mais propriedade nos resultados contra intuitivos
oriundos desta nova teoria. A seguir breves comentarios acerca dos modelos proprios da Geo-
metria Hiperbolica e, por fim, alguns dos elementos vindos desta Geometria representados pelo

modelo de disco de Poincaré.

4.3.1 Modelo de Beltrami

Sabendo que a Geometria Hiperbolica se desenvolve em uma superficie de curvatura

negativa ! tem-se o Paraboloide Hiperbélico, no entanto Beltrami optou pela Pseudoesfera, que

Temos o plano como superficie de curvatura constante e de valor igual a zero, pois ele nio possui deformidades

em nenhuma regido do mesmo. Por outro lado, na superficie de curvatura negativa, ela possui deformidades ao
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ndo somente atendia as exigéncias que esta Geometria requeria, como também é um modelo
mais conveniente em relacdo ao primeiro. O modelo de Beltrami é conhecido como o Modelo
da Pseduoesfera, por admitir que a superficie deste modelo € uma esfera de raio negativo de-
nominada como tal. A psedoesfera é um sélido de revolugdo obtido a partir da rotagdo de uma
curva chamada tractriz em torno do seu eixo horizontal. Por ndo se tratar de uma superficie
cuja curvatura € nula, como a superficie plana, devemos tomar outro método para mensurar a
distancia minima entre dois pontos, que agora nao serd dada pelo segmento de reta que passa
por estes dois pontos, mas sim de uma curva de distancia minima chamada geodésica. A seguir,

temos a representacdo grafica deste modelo:

Figura 4.2: Modelo desenvolvido por Beltrami.

Fonte: Coutinho, 2001, p. 41.

A curva tractriz € dada por uma aplicac¢do de o : I — R?, sendo I um intervalo em R

rel— alx)= [sen (x); cos(z) + hl(tang)

Figura 4.3: Curva tractriz.

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Tractriz.

longo de sua estrutura, e elas sao “depressdes” em seu relevo.
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4.3.2 Modelo de Félix Klein

Um modelo plano para a Geometria Hiperbdlica foi desenvolvido pelo matematico Félix
Klein. Neste modelo toma-se uma circunferéncia euclidiana de raio unitario no qual desconsi-
dera sua borda. Neste modelo as retas sdo cordas deste circulo onde as suas extremidades sao
desconsideradas. Vale explicitar que a forma de calcular a distancia entre dois pontos neste mo-
delo ocorre de maneira diferente dos demais modelos. Para calcular a distancia deve agora ter
que representar a no¢ao de infinito dentro de um espaco finito; para tanto, usamos uma métrica
que se baseia na ideia de que nossa unidade de medida varia de maneira proporcional a medida
que estamos nos aproximando da borda da circunferéncia, por isso desconsideramos a borda da
circunferéncia e as extremidades da corda. Ja para medir angulos, deixaremos registrado que
¢ um processo diferente da maneira euclidiana. A seguir temos a representacdo grafica deste

modelo:

Figura 4.4: Modelo desenvolvido por Félix Klein.

Fonte: Coutinho, 2001, p. 42.

4.3.3 Modelo de Poincaré

Por sua vez, o matemético francés Henri Poincaré desenvolveu seu modelo plano para a
Geometria Hiperbdlica. Denominada de Modelo do Disco de Poincaré, tomava, assim como no
modelo proposto por Félix Klein, uma circunferéncia aberta (sem considerar a borda), diferen-

ciando desta ultima quanto a representacdo das retas. Segue sua defini¢ao:

Definicao 4.2. Seja o plano Euclidiano E. Fixado um ponto O e um valor unitério para o raio r,
o disco de Poincaré D € o conjunto de todos os pontos pertencentes ao plano Euclidiano que s@ao
interiores a circunferéncia C de centro O e raio unitdrio, munido de uma métrica hiperbdlica,

ou seja, de uma defini¢do de distancia. Assim,

D={(A;B)eR*| A*+ B* < 1}.
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No Modelo do Disco de Poincaré as retas sdo arcos de circunferéncia que satisfazem:

i) Dados trés pontos distintos e ndo colineares (digamos A, B e (), sendo A e B pontos
situados no interior do disco de Poincaré, existe uma unica circunferéncia de centro C'

perpendicular ao disco que A e B fazem parte do seu arco;

i1) Caso A, B e C sdo pontos colineares, entdo existe uma tdnica reta euclidiana que passa

por esses trés pontos, que na verdade € o diametro do disco de Poincaré.

Neste modelo calculamos os angulos formados entre duas semirretas de origem comum
da mesma maneira que no modelo euclidiano, assim, mensuramos o angulo formado a partir do
angulo formado pelas duas tangentes na origem das semirretas, respectivas aos arcos de suas
respectivas circunferéncias. Por sua vez, para a distancia entre dois pontos é dada a seguinte

expressao:

Figura 4.5: Modelo desenvolvido por Henri Poincaré.

Fonte: Arquivo préprio.

Definicao 4.3. Sejam A e B pontos de uma reta hiperbdlica cujos extremos sdo os pontos C' e
D, a distancia entre A e B ¢é expressa por:

AC/AD ) ‘

d(A, B) = ‘ In <W

Ressaltamos que os segmentos AC, AD, BC' e BD sao medidos da maneira euclidina.
Vamos mostrar um exemplo dessa distancia hiperbdlica.  Assim, tomamos que
AC =0,9; AD =0,45; BD = 0,9e BC = 0,63. Como segue:

d(A, B) = )m (8 223043)( _ ‘1 (%)‘ - ‘m (2,86)’ ~ 1,05 um.?

2Unidade de medida
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Figura 4.6: Exemplo de distancia hiperbdlica.

C

Fonte: Arquivo proprio.

4.4 Teoremas da Geometria Hiperbdlica

Nesta sec¢do serdo abordados os conceitos elementares sobre Geometria Hiperbdlica,
bem como teoremas que mostram quao peculiar € esta Geometria em relacdo as demais. Para
elaborar esta secdo trouxemos resultados presentes nas seguintes referéncias: [1] (2021), [2]
(2008), [4] (2001) e [7] (2014).

Definicao 4.4 (Quadrilatero de Saccheri). Seja ABC'D um quadrilatero, em que os lados
AB e DC sio congruentes e perpendiculares ao lado AD. Tal quadrildtero é chamado de
Quadrilatero de Saccheri.

Os lados AD e BC sao chamados, respectivamente, base e topo, os angulos Ae D sio

chamados de dngulos da base, e os angulos B e C sdo chamados angulos do topo.

Figura 4.7: Quadrilatero de Saccheri.

[we)

.j/ \&.

A ] " [40

LL

Fonte: Arquivo proprio.

O que torna esse quadrilatero especial € o fato dele ter sido constituido durante os estu-
dos de Saccheri, quando ele se propds demonstrar o Postulado das Paralelas como se fosse um

teorema. Um quadrildtero de Saccheri tem a peculiaridade de que apesar de possuir angulos
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superiores congruos, € possivel admitir uma hipétese a respeito da natureza desses angulos, po-
dendo eles serem, agudos, retos ou obtusos. Cada hip6tese desencadeia numa teoria geométrica
diferente, sendo elas respectivamente, Geometria Hiperbdlica, Geometria Plana e Geometria

Esférica.

Teorema 4.5. Os dngulos do topo de um quadrildtero de Saccheri sdo congruentes.

Demonstracao: Considerando um quadrilatero de Saccheri ABC' D (ver Figura 4.7), tracemos
uma diagonal AC' e outra BD. Deste modo, temos que AD pertencente aos tridngulos BAD
e C'DA. Por hipbtese, sabemos que os angulos BAD = CDA sio congruos e, ainda, BA é
congruente a C'D, ou seja,

BAD = CDA

BA=CD,

respectivamente. Assim, por semelhanga de tridngulos do tipo lado-angulo-lado, BAD e se-
melhante a C' D A. Logo,
AC = BD.

Agora, considerando os tridngulos ABC e DC B, temos que BD pertence a DCB, e
AC pertence a ABC. Dado que BA = CD e AC = BD, temos uma semelhanca de tridngulos
do tipo lado-lado-lado, logo, ABC' é semelhante a DC'B.
Portanto,
ABC = DCB.

Figura 4.8: Congruéncia dos angulos superiores de um quadrilatero de Saccheri.

1
w D = ™

Fonte: Arquivo préprio.



CAPITULO 4. SOBRE A GEOMETRIA HIPERBOLICA 43

Teorema 4.6. Se uma reta intersecta os pontos médios da base e do topo de um quadrildtero

de Saccheri, entdo tal reta é perpendicular a base e ao topo do quadrildtero.

Demonstracao: Consideremos um quadrildtero de Saccheri ABC'D e trazemos uma reta t, tal

que M e N pertencam a ¢ (ver Figura 4.9 ). Note que temos dois quadrilateros

ABMN 4.1)

NMCD. (4.2)

Agora, tracamos em (4.1) suas diagonais AM e BN. Similarmente, tracamos as diago-
nais em (4.2), obtendo M D e NC.
No tridngulo BAN, notemos que AN = ND, AB = DC' e BAN = 90°°= CDN.

Tornando o tridngulo BAN semelhante, pelo caso lado-dngulo-lado, ao triangulo C DN. Logo,
BN = NC.

Consideremos agora, os triangulos ABM e DCM. Como M € ponto médio de BC),
temos BM = MC. Note que AB = CD, pela defini¢ao de quadrilatero de Saccheri e, de
acordo com o Teorema 4.5, ABM = DCM. Assim, pelo caso de semelhanga lado-dangulo-

lado, o tridngulo ABM é semelhante ao tridngulo DC'M, daqui
AM = MD.

Por outro lado, também temos a semelhanca do tipo lado-lado-lado, entre os triangulos
AMN e DM N. Essa semelhanga se deve ao fato de AN = ND, AM = M D e MN ser lado

comum a ambos os triangulos. A partir dessa semelhanca,
ANM = DNM.

Logo,
ANM + DNM = 180°,

por se tratar de angulos adjacentes sob um segmento de reta. Como eles sdo angulos congruos

e a soma entre eles € igual a 180°, podemos concluir que
ANM =90° = DN M.

Pelo caso de semelhanca lado-lado-lado, os triangulos BM N e C'M N sdo semelhantes.

Realizando os mesmos processos, obtemos que
BMN =90° = CMN.

Portanto, a reta ¢ € perpendicular a base e ao topo do quadrilatero ABC'D.
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Figura 4.9: Perpendicular a base e ao topo de um Quadrilatero de Saccheri.

Fonte: Arquivo proprio.

Teorema 4.7. Seja ABC'D um quadrildtero de Saccheri com dngulos retos em A e D. Se
M e N sdo os pontos médios de BC' e AD, respectivamente, entdo NMBA e NMCD sdo

quadrildteros, em que cada um possui pelo menos trés dngulos retos.

Demonstracao: Note na Figura 4.9, perceba que ao aplicarmos o Teorema 4.6 em um Qua-
drildtero de Saccheri obtemos dois quadrilateros distintos NM BAe NMCD.

Observe que o segmento M N ¢é perpendicular aos segmentos AD e BC, assim o0s
angulos B]\//.TN,C]\/ZN, ANM e MDD sio de 90°.

Assim, no quadrilatero N M B A os angulos N, M e Asdoretos e o angulo Béo angulo
no qual aplicamos a hip6tese dos angulos superiores.

Por outro lado, o quadrilatero N M C'D os angulos N, M e D sio retos e 0 angulo Céo
angulo no qual aplicamos a hipdtese dos angulos superiores.

Logo, caso seja possivel formar um segmento perpendicular com os pontos médios da
base e do topo do quadrilatero de Saccheri, entdo podemos decompor ele em dois quadriléteros,
em que cada um possui pelo menos trés angulos retos.

O

Definicao 4.8 (Quadrilatero de Lambert). Um quadrilitero ABC' D que tem angulos retos nos
vértices A, B e D chama-se um quadrilatero de Lambert. Em outras palavras, um quadrilatero
de Lambert € a metade de um quadrildtero de Saccheri e, ainda, tem a propriedade que o angulo
ndo reto € onde aplicamos as hipéteses que determinam o tipo ou natureza desse angulo, como

ocorre num quadrilatero de Saccheri.
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Figura 4.10: Quadrildtero de Lambert.

.HJ \x.
A i [4°

Fonte: Arquivo proprio.

Teorema 4.9. Se ABM N ¢ um quadrildtero de Lambert, entdo existem dois pontos C' e D
(tinicos) tais que ABC'D ¢é um quadrildtero de Saccheri com dngulos retos em Ae ﬁ, no qual

M e N sdo os pontos médios de BC' e AD, respectivamente.

Demonstracao: Dado um quadrilatero de Lambert ABM N, prolongamos seus segmentos
AN e BM (ver Figura 4.11 ). No prolongamento do segmento AN, marcamos um ponto D de
modo que AN = DN. Do mesmo modo, no prolongamento do segmento BM marcamos um
ponto C', tal que BM = MC.

Notemos que ANM e BMN sio retos, consequentemente M N é perpendicular a BC'
e AD. Logo, DNM e CMN também sio retos;

Observamos a semelhanga do tipo lado-dngulo-lado, que ocorre nos triangulos BM N
e CMN,pois BM = CM, MN é comum em ambos os tridngulos e, BMN = CMN = 90°.
Dai, BN = CN.

Uma vez que os tridngulos BM N e C' M N sao semelhantes, segue que ANB = DNC.
Deste modo, vemos que os triangulos ABN e DNC' sao semelhantes, pelo caso lado-dngulo-
lado, j4 que BN = NC, AN = ND e ANB = DNC. Logo,

AB=CD,
dessa ultima semelhanga de tridngulos, temos que
BAN =90° = CDN.

Portanto, o quadrilatero ABC'D é um quadrilatero de Saccheri com angulos retos em A

a
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Figura 4.11: Do quadrildtero de Lambert para o quadrilatero de Saccheri.

LL L - LL

t

o

Fonte: Arquivo proprio.

Teorema 4.10. Num quadrildtero de Saccheri o topo é maior, igual ou menor que a base,

conforme os dngulos do topo sejam, respectivamente, agudos, retos ou obtusos.

Demonstracao: Dado um quadrilatero de Saccheri ABC' D, pelo Teorema 4.7, obtemos dois
quadrilateros de Lambert, NM BA e NMCD, em que M e N sdo os pontos médios de BC' e
AD, respectivamente.

Notemos que no quadrilatero N M C'D os angulos em N, M e D sao retos. Logo,
i) MC > ND se, e so se, C> 90°;

Figura 4.12: Representacao do item 1).

M

'CI\QC

Nolet

Fonte: Arquivo proprio.
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it) MC = ND se, e s6 se, C = 90°;

Figura 4.13: Representacao do item ii)

M C

N D

Fonte: Arquivo préprio.

iii) MC < ND se, e so se, C < 90°.

Figura 4.14: Representacao do item iii).

r»;j/

S

N D

Fonte: Arquivo proprio.

Dado que BC = 2(MC); AD = 2(ND) e B = C, por i) — iii), concluimos que no
quadrilatero de Saccheri ABC' D, o topo BC' € maior, igual ou menor que a base AD, conforme
os angulos do topo BeC sejam, respectivamente, agudos, retos ou obtusos.

O

Teorema 4.11. Seja dado um tridngulo retdngulo ADC, reto em D. Sob a Hipétese do Angulo
Agudo, do Angulo Reto ou do Angulo Obtuso, a soma dos angulos internos de ADC' é, respec-

tivamente, menor, igual ou maior que 180°.

Demonstracao: Sem perda de generalidade consideremos um quadrildtero de Saccheri com
vértices ABCD e reto em A e D. Tragamos a diagonal AC obtendo o tridngulo ABC' e, o

triangulo ADC reto em D (Ver Figura 4.8). A seguir, analisamos cada caso:
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« Angulo agudo: Se ABC = DCB < 90°, do Teorema 4.10 temos que AD < BC.
Sabemos que AB = DC, AC € lado comum aos tridngulos ADC' e ABC, e, como
AD < BC, segue do Teorema 2.4 que ACD < BAC.

Note que
(BAC + CAD) + ADC = 180°,

em que BAC + CAD = 90°. Como ACD < B/AlC, obtemos
ADC + CAD + ACD < BAC + CAD + ADC,

logo,
CAD + ADC + ACD < 180°.

Portanto, a soma dos dngulos internos do triangulo ADC' é menor que 180°.
Figura 4.15: Apoio para a demonstracido do Teorema 4.11 (angulo agudo).

B C

D._l

Fonte: Arquivo préprio.

« Angulo reto: Suponhamos que ABC = DCB = 90°. Logo, como ABCD é um
quadrilatero de Saccheri, pelo Teorema 4.10 temos que AD = BC'. Por outro lado,
sabemos que AB = DC e, AC' € comum em ambos os tridngulos ABC' e ADC', daqui

esses triangulos sdo semelhantes pelo caso lado-lado-lado. Assim,
ACD + CDA+ DAC = BAC + DAC + CDA = 180°.

Consequentemente, a soma dos angulos internos do tridngulo ADC' é igual a 180°.
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Figura 4.16: Apoio para a demonstracao do Teorema 4.11 (angulo reto).

L,

& M

A

Fonte: Arquivo proprio.

« Angulo obtuso: Se ABC = DCB > 90°, do Teorema 4.10 temos que AD > BC.

Sabemos que AB = DC, AC € lado comum aos tridngulos ADC' e ABC, e, como
AD > BC, segue do Teorema 2.4 que ACD > BAC.

Veja que
BAC + CAD + ADC = 180°.

Dado que ACD > BAC, temos

ADC + CAD + ACD > BAC + CAD + ADC,

dai,
CAD + ADC + ACD > 180°.

Dessa forma, concluimos que a soma dos angulos internos do tridngulo ADC' é maior
que 180°.

Figura 4.17: Apoio para a demonstracao do Teorema 4.11 (angulo obtuso).

Fonte: Arquivo préprio.
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Observacao 4.12. O teorema seguinte nos diz o que pode ocorrer com um tridngulo qualquer,

podendo ele ser respectivamente euclidiano ou hiperbélico ou esférico’.

Teorema 4.13. A soma dos dngulos internos de qualquer tridngulo pode ser igual, menor ou

maior do que 180°.

Demonstracao:

Esse teorema nos diz que podemos assumir somente um dos resultados decorrentes da
hipdtese do angulo agudo, hipdtese do angulo reto e hipétese do angulo obtuso. Sabendo disso,
faremos a seguinte demonstragao

Seja ABC um tridngulo qualquer, conforme a Figura 4.18. Tomamos a soma dos
angulos internos conforme a hipdtese escolhida, dessa forma, menor que, igual a, ou maior
que 180°. E mais, € fato conhecido na Geometria que podemos decompor qualquer triangulo

em dois tridngulos retdngulos. Sabendo disso temos as seguinte relagdes:

e A+ B+C < 180°
e A+ B+C =180°
e A+ B+C >180°

Figura 4.18: Triangulo qualquer e sua decomposi¢ao em dois tridngulos retos.

A

c B

Fonte: Arquivo préprio.

Dati, ao dividir o nosso triangulo qualquer em dois tridngulos retos, temos:

A+ A"+ B+C+90°+90° =z + 180°,

30 tringulo esférico é oriundo da Geometria Esférica. Esta Geometria é representada por uma Esfera. E a
teoria geométrica construida a partir da outra negagdo do Postulado de Playfair, a saber, por um ponto fora de uma
reta pode se tracar nenhuma reta paralela a reta dada, e da hipétese do angulo obtuso comentada anteriormente.
Dentre suas carateristicas temos a finidade das retas (geodésicas) e a soma dos angulos internos de um tridngulo
que varia entre um valor estritamente maior que 180° e menor que 540°, fatos que vdo em contramio da teoria

euclidiana e hiperbdlica.
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sendo A = A/ + A" e D = 90°
(A" + B +90°) + (A" + C 4 90°) = = + 180°

Observacao 4.14. z serd a soma dos angulos internos de qualquer tridngulo, assim x < 180°,
x =180 e x < 180°

Agora aplicamos nossas hipéteses (tomamos como referéncia a Figura 4.19).

« Angulo agudo: Aqui A+ B+C < 180°.

(A" + B +90°) + (A" + C +90°) < 180° + 180°,

Em decorréncia da hipétese do angulo agudo, segundo o Teorema 4.11, temos:

(< 180°%) + (< 180°%) < 360°,
Unindo os triangulos em um udnico,
(< 180° —90°) + (< 180° —90°) < 360° — 90° — 90°
(< 90°) + (< 90°) < 180°
Reescrevendo com os angulos do vértice,
(A + B) + (A" + C) < 180°
(A + A"y + B+ C < 180°

A+ B+C <180°

. Angulo reto: Aqui A+ B+C =180°.
(A" + B +90°) + (A" + C + 90°) = 180° + 180°,
Em decorréncia da hipétese do angulo reto, segundo o Teorema 4.11, temos:
(180°) + (180°) = 360°
Unindo os tridngulos em um unico,
(180° — 90°) + (180° — 90°) = 360° — 90° — 90°

(90°) + (90°) = 180°
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Reescrevendo com os angulos do vértice,

. Angulo obtuso: A+ B + C > 180°

(A" + B +90°) + (A" + C +90°) > 180° + 180°,

Em decorréncia da hipétese do angulo obtuso, segundo o Teorema 4.11, temos:

(> 180°) + (> 180°) > 360°,
Unindo os triangulos em um udnico,
(> 180° —90°) + (> 180° — 90°) > 360° — 90° — 90°
(>90°) + (> 90°) > 180°
Reescrevendo com os angulos do vértice,
(A" + B) + (A" + C) > 180°
(A + A"y + B+ C > 180°

A+ B+C > 180°

Figura 4.19: Triangulos retos ABD e ACD.

A A

B DDl—I ©

Fonte: Arquivo proprio.
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Observacao 4.15. Ora, é vilido dizer que ao escolhermos a hipétese do angulo reto, a soma
dos angulos internos de um triangulo s6 poderd ser igual a 180°, e que um resultado diferente
levaria a uma contradi¢do. Ocorre de maneira andloga no casos onde partimos da hipétese do

angulo agudo e da hipdtese do angulo obtuso.

Observacao 4.16. O seguinte teorema € oriundo dos estudos das Geometrias Euclidiana e Hi-

perbdlica.

Teorema 4.17 (Teorema de Saccheri-Legendre). A soma dos dngulos internos em um tridngulo

é no mdximo 180°.

Demonstracao: Dado um tridngulo definido pelos vértices ABC. Suponhamos por absurdo
que A+ B+C > 180°, ou seja, A+B+C =z +180° tal que x € um nimero real positivo.

Note que dado um nimero real ¢ > 0, existe um niimero natural n , tal que

1

Podemos verificar essa afirmacdo em [10], Exemplo 12, p. 61.
Conforme o Teorema 2.5, para o tridngulo ABC' existe um tridngulo A, B;C1, tal que

A+B+C=4,+B +C; ¢ ESE,
ou seja,

A+ B +C=2+180° e A <

N2 sy

Figura 4.20: Triangulo A, B;C; formado segundo o Teorema 2.5.

B

Fonte: Arquivo préprio.
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Similarmente, aplicamos o Teorema 2.5 para o tridngulo A, B;C', e temos a existéncia

de um tridngulo A; B>Cs, tal que

PO —~ A
Ay +By4+Co=2+180° e Ay < — < —.
Da mesma forma, aplicando o Teorema 2.5 para o tridngulo A;ByC5, garantimos a
existéncia de um tridngulo A3 Bs;C5, que verifica

At Ba+Cs =2 +180° ¢ A; < (4.4)

Notemos que para ZA > (), por (4.3), existe ny pertencente aos nimeros naturais, tal que

-~

A
Podemos repetir ng vezes, o processo realizado para obter (4.4), garantindo a existéncia

de um tridngulo A, B,,C,,, tal que

-~

- ~ ~ ~ A, _
Apy + By + Cy =2+ 180° & A, < 5 !

A
< — 4.
< o (4.6)

logo, de (4.5) e (4.6), obtemos

~ A
Apy < om0 <z,
A, <z,

-~

como A,, + Eno + éno = x + 180°, segue que

-~

By + Cry = @ — Ay + 180°,

)

chamando z = z — A,,; > 0, temos

Bog + Cy = 2 + 180°,

Figura 4.21: Triangulo A,,, B,,,C,,, formado segundo varias aplicagdes do Teorema 2.5.

Fonte: Arquivo préprio.

contradizendo a Teorema 2.1, que afirma que a soma de dois dngulos internos de um triangulo
nao pode exceder 180°.

Portanto, a soma dos angulos internos de um triangulo € no maximo 180°.
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Teorema 4.18. Todo tridngulo em Geometria Hiperbolica tem a soma dos dngulos internos

menor que 180°.
Demonstracao: Dado um tridngulo ABC, aplicamos o Teorema 4.17, e obtemos
A+B+C <180,
em que A, BeC sio os angulos internos de ABC'. A afirmagéo
A+ B+C =180°, 4.7)

¢ possivel somente com o Postulado das Paralelas, como demonstramos no Teorema 2.7. No
entanto, afirmar (4.7), significa negar o Postulado 4.1.
Nao podemos manter resultados contraditérios como verdadeiros, dessa forma, segue

que para a Geometria Hiperbolica (4.7) € falsa. Logo,
A+ B+ C < 180°.

Portanto, os tridngulos na Geometria Hiperbdlica sé podem ter a soma dos seus angulos

internos menores que 180°.

Teorema 4.19. Em Geometria Hiperbolica, dadas duas retas distintas, se elas admitem uma

perpendicular comum, entdo ela é tinica.

Demonstracao: Sejam r e s retas distintas quaisquer, e ¢ uma reta perpendicular comum a
ambas.

Faremos uma prova por contradi¢ao, supondo que existe uma outra reta v também per-
pendicular as retas r e s.

Logo, suponhamos que ¢ intercepta r € s nos pontos A e B, respectivamente. Da mesma
maneira, suponhamos que u intercepta r e s nos pontos D e C, respectivamente.

Dessa forma, obtemos o quadrilitero ABC'D. Notemos que ¢ e u sdo perpendiculares a
r e s, com isso, cada angulo interno de ABC'D tem um valor de 90° (ver Figura 4.22).

Agora, tragcamos a diagonal AC' e, obtemos os tridngulos ABD e ADC. Isto é, dividi-
mos pela metade o quadrilatero ABC'D cuja soma dos angulos internos € igual a 360°.

Daqui, a soma dos angulos internos em cada tridngulo, ABD e ADC, € igual a 180°.
Mas, isso € um absurdo, pois, conforme o Teorema 4.18, um tridngulo em Geometria
Hiperbdlica ndo pode ter a soma de seus angulos internos igual a 180°.

Portanto, se duas retas distintas admitem uma perpendicular comum, ela € unica.
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Figura 4.22: Verificacdo de uma unica perpendicular comum a duas retas em Geometria

Hiperbdlica.
B c| s
- B
ot [
A D
t u

Fonte: Arquivo préprio.

Teorema 4.20. Em Geometria Hiperbdlica, para toda reta r e todo ponto A ndo pertencente a

r, existem infinitas retas que passam por A e ndo intersectam r.

Demonstracao: Seja r uma reta e A um ponto fora dela. Tragcamos uma reta que passa por
A e é perpendicular a r no ponto B. Agora, tragcamos outra reta perpendicular ao segmento
AB no ponto A, e a chamamos de s. Escolhemos um ponto C' qualquer em r, diferente de
B. Tragamos uma perpendicular no ponto C' que intercepta s, chamando-a de t. Por fim,
escolhemos um ponto D pertencente a ¢, diferente de C' (ver Figura 4.23).

Note que a interseccdo de s com ¢ ndo resulta em 90°, caso contrdrio teriamos um
retangulo contradizendo o Teorema 4.19. Observemos que s € perpendicular ao segmento AB,
e que AD € perpendicular ao segmento DC' no ponto D, assim, s e AD ndo interceptam a reta
T.

Vemos que ABC'D € um Quadrilatero de Lambert, com dngulo agudo no vértice A. Por
outro lado, D pode ser qualquer ponto de ¢ satisfazendo a condicao de que, a reta que passa por
D e A, forme uma perpendicular com ¢ no ponto . Desse modo, haverd infinitas retas que
passam por A e ndo interceptam 7.

Portanto, em Geometria Hiperbdlica, para toda reta r e todo ponto A nio pertencente a

r, existem infinitas retas que passam por A e nio intersectam r.

Observacao 4.21. Reforcando, na Geometria Euclidiana, a soma dos angulos internos de um

triangulo € 180°, mas, na Geometria Hiperbdlica, essa mesma soma € menor.
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Figura 4.23: Existéncia de infinitas retas paralelas a uma reta dada.

L

B Cc

W [ T
Fonte: Arquivo proprio.

4.4.1 Pontos na Geometria Hiperbdlica

Na Geometria Hiperbdlica hé trés classificacdes de pontos, sdo eles: Ponto Ideal, Ponto

Gama e Ponto Ordinario.

« Ponto ideal: também conhecido como Ponto Omega ou Ponto no Infinito. Apesar de car-
regar a nomenclatura ponto, os pontos ideais nao sao pontos como estamos acostumados
a entender. Na verdade, o ponto ideal é uma ideia intuitiva; tomamos como ponto ideal
aquele ponto no qual todas as retas paralelas convergem. E vélido dizer que uma reta hi-
perbdlica define dois pontos ideais, um para cada sentido do paralelismo. Sdo denotados

por §2. No modelo de Poincaré sdo os pontos definidos na borda da circunferéncia.
* Ponto Ordinario: nome dado aos pontos nio ideais no modelo de Poincaré.

* Ponto Gama: também conhecido como Ponto Ultra-Ideal. O ponto no qual convergem
duas retas ndo secantes, aquelas definidas entre as paralelas, damos o nome de Ponto
Gama. Um fato interessante das retas ndo secantes € que elas comungam de uma Unica
perpendicular comum, caso nao fosse haveria um retangulo euclidiano na Geometria Hi-
perbdlica, o que seria um absurdo. Pela Figura 4.24, temos a ideia de que um ponto gama

€ um ponto que estd além do ponto ideal.
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Figura 4.24: Representacao dos pontos na Geometria Hiperbdlica.

N

Fonte: Coutinho, 2001, p. 65.

Teorema 4.22. Em Geometria Hiperbdlica, a soma dos dngulos internos de um quadrildtero é

menor que 360°.

Demonstracao: Consideremos o quadrilatero ABC D, tal como na Figura 4.22. Tragamos
a diagonal AC, esta € Unica, pois existe uma Unica reta que passa por dois pontos distintos
quaisquer e, dela tiramos o referido segmento AC.

Dessa forma, decompomos um quadrilatero em dois tridngulos hiperbolicos distintos,
sendo eles os tridngulos ABC e AC'D. Pelo Teorema 4.18, sabemos que a soma dos angulos in-
ternos de um triangulo hiperbdlico € a 180°. Assim, ao somar os angulos internos dos tridngulos
ABC' e AC'D obtemos um valor menor que 360°.

Portanto, a soma dos angulos internos de um quadrilatero hiperbolico € menor que 360°.

O

4.4.2 Triangulo Generalizado

Definicao 4.23 (Triangulo Generalizado). Na Geometria Hiperbdlica, um tridangulo generali-

zado € um triangulo em que pelo menos um de seus trés vértices € um ponto ideal.
Observacao 4.24.

* Um tridngulo generalizado também é conhecido como tridngulo com vértices ideais ou

ainda triangulo omega;
* E curioso que nos vértices ideais, a medida do angulo interior € nula;

* Qutro fato que merece atengao € que os tridngulos com vértices ideais herdam dos tridngulos
ordindrios alguns resultados, tais como: o Postulado de Pasch, o teorema do angulo ex-

terno e a congruéncia de tridngulos.
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Figura 4.25: Representacdo dos tridngulos generalizados de respectivamente um, dois e trés

vértices ideais.

A A Q
b 2 g ‘,/\ o Qf,/ \L Q"
B Ay 4 < 4

Fonte: Arquivo préprio.

Teorema 4.25. Para qualquer tridngulo 6mega ABS), as medidas dos dngulos exteriores for-
mados pelo prolongamento do segmento AB sdo maiores do que as medidas dos (respectivos)

dngulos interiores opostos.

Demonstracao: Suponhamos por absurdo que a medida dos angulos exteriores € igual ou
menor do que a medida dos dngulos opostos interiores.

Por hipétese, alongamos o segmento AB no sentido A até um ponto C' qualquer, para
que seja possivel construir uma nova regidao angular dada por C'AS). Definimos o outro angulo

em C'BQ (Ver Figura 4.26), e analisamos dois casos:

« Caso 1: Se CBQ > CAQ. Ao longo do segmento A{) demarcamos um ponto D, e
tracamos um segmento do ponto B ao ponto D de tal modo que X = ABD seja um

angulo congruo ao angulo CAQ. Isto é vlido, pois estamos partindo da ideia de que
CBQ > CAQ.

Figura 4.26: Demonstragdao do angulo externo para triangulos generalizados.

Fonte: Arquivo préprio.

Notemos que temos um triangulo ABD definido por trés vértices ordindrios, e nele, o

angulo em B tem a mesma medida que o dngulo externo no vértice A. Mas, isso é um
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absurdo, pois como ABD € um tridngulo euclidiano, nele, um angulo externo nio pode

ser congruente a um de seus angulos internos ndo adjacentes.

* Caso 2: Para o caso em que o dngulo externo € congruo com o angulo interno oposto.

Considerando duas semirretas OS2 e O'(2, tracamos a perpendicular AB das semirretas, e

marcamos o ponto médio de AB chamando-o de M.

Dai marcamos um ponto C' pertencente a OS2, e o ponto D pertencente a O’(), tal que
AC = BD. Logo, tragamos uma reta transversal de modo que ela contém os pontos C,
D e o ponto médio de AB (ver Figura 4.27).

Dessa forma, foram construidos dois tridngulos semelhantes pelo caso lado-angulo-lado.
Notemos que AC € paralelo a OS2, o que é um absurdo, pois o segmento AC' é para-
lelo e faz um angulo de 90°, contradizendo as condi¢Oes de paralelismo da Geometria

Hiperbolica (ver Figura 4.1).

Portanto, as medidas dos angulos exteriores formados pelo prolongamento de AB sdo

maiores do que as medidas dos (respectivos) angulos interiores opostos.

Figura 4.27: Sequéncia da demonstragao do angulo externo para triangulos generalizados.

(0]

W

W

Fonte: Arquivo préprio.

Teorema 4.26. Se uma reta corta um triangulo émega por um de seus vértices, ou por um ponto

que ndo é um vértice, entdo essa reta intercepta o lado oposto do tridngulo.

Demonstracao: Demonstraremos esse teorema por partes.
* Parte A: Suponhamos que a reta entra no tridngulo dmega por um de seus vértices.

Seja ABS) um tridngulo dmega e C' um ponto pertencente ao interior desse tridngulo.
Denominemos por r a reta, e suponhamos que ela entra no tridngulo ABS2 pelo vértice A e

passa pelo ponto C'. Dai temos trés casos:
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i) A reta entra em A, passa por C e intersecta B() no pé da perpendicular que passa por A.

Este caso é verdadeiro, pois entre duas paralelas existe sim uma Unica perpendicular;

Figura 4.28: Representacao da Parte A item 1) do Teorema 4.26

Fonte: Arquivo proprio.

ii) A reta r entra em A, passa por C' localizado no interior do tridngulo AB(2, sendo O o pé
da perpendicular ao segmento B{2 passando por A. Notemos que a regido angular dada
por OAQ é o angulo definido pela regido 4 (ver Figura 4.1) e que todo segmento que

pertence a essa regido intercepta o segmento Bf).

Figura 4.29: Representacao da Parte A item ii) do Teorema 4.26

0

Fonte: Arquivo proprio.
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iii) A retar entra em A, passa por C localizado no interior do tridngulo ABO, sendo O o pé
da perpendicular ao segmento BS) e que passa por A. Dai, pelo Postulado 2.6, a reta r

entrando por A no tridngulo ABO, intercepta o segmento BO contido em B().

Figura 4.30: Representacdo da Parte A item iii) do Teorema 4.26

I

I

|

|

|

|
B |

O

Q

Fonte: Arquivo proprio.

* Parte B: Agora, vamos demonstrar para quando a reta entra no triangulo 6mega por um

de seus lados.

Seja ABS2 um tridangulo dmega. Seja r uma reta que entra no triangulo A B2 por um de

seus lados, passando por C', um ponto no interior do referido tridngulo. Dai temos trés casos:

i) r entra no tridngulo ABS) pelo lado A} passando por C. Ora, seja X o ponto onde r
intersecta A2, tracemos uma perpendicular ao segmento B2 passando por X, nomeando

o pé desta perpendicular como sendo O.

a) Caso C esteja situado no interior do tridngulo X Of2, a reta r passando por C' ird
intersectar Of) por conta do C' estd definido na regido angular 4, de acordo com a

Figura 4.1;
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Figura 4.31: Representacio da Parte B item 1) subitem a) do Teorema 4.26.

Fonte: Arquivo préprio.

b) No entanto, caso C' esteja situado no quadrildtero AX O B, fazemos assim: tracemos
o segmento AQO, dai formamos o triAngulo ABO. Ao prologarmos a reta r que
passa por C, ela ird intersectar o tridangulo ABO por um dos seus lados. Entdo, pelo
Postulado 2.6, r intersecta algum dos lados do triangulo ABO, ndo podendo ser o

lado por onde ela entrou.

Figura 4.32: Representacao da Parte B item i) subitem b) do Teorema 4.26.

.l'l.

Fonte: Arquivo préprio.

ii) Se r entra no tridngulo ABS) pelo lado B2, entdo temos um processo andlogo ao que foi

demonstrado no item 1).

iii) Se a reta r entra no triangulo ABS) pelo lado AB em um ponto C'. Dai fazemos uma
semirreta partindo de C' indo em direcdo a 2. Deste modo, a demostragdo do teorema
€ decorrente dos itens i)-ii), considerando as retas r e 1/, respectivamente, conforme a
Figura 4.33.
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Figura 4.33: Representacio da Parte B item iii) do Teorema 4.26

Fonte: Arquivo proprio.

Observacao 4.27. Apdés esse resultado uma pergunta que poderd surgir € a seguinte: e se a reta
r for coincidente com o segmento C'(2?

Bem, o segmento C(2 € paralelo aos segmentos AS) e Bf), pois o ponto ) é também o
ponto comum entre as paralelas, assim, o segmento C'C) segue o que determina o Teorema 4.26,

mesmo que de forma nao intuitiva (ver na Subsecao 4.4.1).

Congruéncia de Triangulos Omegas

Segundo [4], ha dois critérios que devem ser atendidos para que dois triangulos na Ge-

ometria Hiperbdlica sejam congruentes entre si

i) Dois tridngulos dmegas AB(2 e A'B’()’ sdo congruentes se os lados de
extensao finita sao congruentes e se o par de correspondentes dngulos

Ae A ouBeD sio congruentes.

ii) Dois tridngulos 0 6megas sao ABSQ) (e A’ B'Y sdo congruentes se os dois
pares de angulos AeA ouBeD sio congruentes. ([4], 2001, p.50)

Teorema 4.28 (Caso de congruéncia “Lado - Angulo ” - LA para tridngulos generalizados).
Sejam ABSQ) e A'B'QY tridngulos generalizados. Se AB = A'B’ e A= A, entdo ABQ) =
A'B'CY.

Demonstracao:
Baseado nas informag¢des da nossa hipdtese, resta saber qual a relagdo entre os angulos
BeD.

* Caso eles forem congruos, afirmamos a congruéncia dos referidos tridngulos (ver Figura
4.34).

* Caso B e B’ ndo forem congruos, ndo podemos sustentar a suposta congruéncia.
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Neste caso, realizamos uma prova por absurdo, sem perda de generalidade, suponhamos
que B > B.
Figura 4.34: Caso de congruéncia lado-angulo para tridngulos generalizados

A A

\Q \Q!

rd

B B'

~

Fonte: Arquivo proprio.

Assim, B’ pode ser escrito como B'=B+X.

Dessa forma, tragamos um segmento B’C’ de modo que ABIC = B, sendo (" perten-
cente ao segmento A’Q) (ver Figura 4.35).

No tridngulo ABS2, no segmento A2 marcamos um ponto C' tal que AC' = A’C". Nos
tridngulos ABC e A’B'C’, notemos que: segundo a hipdtese, A=A eAB = AB e, pela
construcdo, AC = A'C’, portanto, esses tridngulos sdo cdngruos pelo caso mencionado no
Postulado 2.2, assim B' = B.

Figura 4.35: Representacdo da demonstracao do caso de congruéncia lado-angulo para

triangulos generalizados

Fonte: Arquivo préprio.
O

Teorema 4.29 (Caso de congruéncia “Angulo-Angulo” - AA - para tridngulos generalizados).
Sejam ABS) e A'B'SY tridngulos generalizados. Se A=A'eB= B, entdo ABQ = A'B'SY.

Demonstracao:
Resta provar que AB = A’B’. Realizaremos uma demonstragdo por absurdo, supondo
que AB < A'B'.
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Figura 4.36: Caso de congruéncia angulo-angulo para tridngulos generalizados.

A

w
-
~

> Q

Fonte: Arquivo préprio.

Comecamos tracando um ponto de C'em A’ B’ de modo que A’C' = AB (ver Figura ??).

Pelo critério i) da congruéncia de tridngulos 6megas, temos ABS) = A'CS2. Daqui,
C=A00=ABO=H,

em que Céo angulo externo (em ('), obtido pelo prolongamento do segmento B’C do tridngulo
CB’(). Ou seja,

~ ~

C = B,

que € uma contradicao, pois segundo o Teorema 4.25, o angulo externo C deve ser estritamente
maior que o angulo interno B. O casoem que AB > A'B’ é abordado de forma similar.
Portanto, ABQ) = A'B'(Y.

Figura 4.37: Representacao da demonstra¢io do caso de congruéncia angulo-angulo para

triangulos generalizados.

Fonte: Arquivo préprio.
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4.5 Algumas Diferencas Entre as duas Geometrias

Nessa breve secao trazemos um quadro no qual possui uma pequena sintese sobre as
diferencas entre as Geometrias Euclidiana e Hiperbdlica. Dito isso, construimos essa tabela
trazendo um quadro a respeito de como determinado conceito ou elemento se comporta em uma

Geometria e logo na frente 0 mesmo conceito ou elemento pela perspectiva da outra Geometria.

Quadro 1: Diferencas entre as Geometrias.

Geometrias

Euclidiana

Hiperbolica

Ha apenas uma reta paralela que passa por

um ponto fora de uma reta dada.

H4 duas retas paralelas que passam por
um ponto fora de uma reta dada, e infini-
tas hiperparalelas entre as duas retas pa-

ralelas.

A soma dos angulos internos de qualquer

triangulo € exatamente igual a 180°.

A soma dos angulos internos de qualquer

triangulo € estritamente menor que 180°.

Existem retangulos.

Nao existem retangulos, pois entre duas
paralelas s6 pode haver uma perpendicu-

lar comum a ambas.

A soma dos angulos internos de qualquer

retangulo é exatamente igual a 360°.

A soma dos angulos internos de qual-
quer quadrildatero € estritamente menor
que 360°.

O caminho de menor distancia entre dois

pontos € uma linha reta que liga ambas.

O caminho de menor distincia entre dois
pontos € uma curva chamada geodésica

que passa por ambos.

A distancia entre duas retas paralelas é

contante

A distancia entre duas paralelas vai dimi-

nuindo ao longo das referidas retas

E representado por um modelo de curva-

tura nula (plano)

E representado por um modelo de curva-

tura negativa (paraboléide hiperbdlico)

Fonte: Arquivo proprio.
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4.6 Representacoes de Alguns Elementos da Geometria Hi-

perbolica no Modelo de Poincaré

A seguir representacdes no disco de Poincaré de alguns dos elementos presentes na
Geometria Hiperbdlica, como os quadrildteros de Saccheri e Lambert, tridngulos generalizados,
entre outros. Vale destacar que elaboramos as figuras subsequentes no software de Geometria

dinamica, inclusive Geometria ndo Euclidiana, chamado Cinderella*

Figura 4.38: Quadrildtero de Saccheri no disco de Poincaré.

Fonte: Arquivo Proprio.

“ver mais em https://www.cinderella.de/tiki-index.php



CAPITULO 4. SOBRE A GEOMETRIA HIPERBOLICA 69

Figura 4.39: Quadrildtero de Lambert no disco de Poincaré.

Fonte: Arquivo Proprio.

Figura 4.40: Retas paralelas a uma reta dada no disco de Poincaré.

Fonte: Arquivo Proprio.
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Figura 4.41: Triangulo hiperbdlico no disco de Poincaré.

Fonte: Arquivo Préprio.

Figura 4.42: Triangulo hiperbélico com um vértice ideal no disco de Poincaré.

Fonte: Arquivo Proprio.
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Figura 4.43: Triangulo hiperbdlico com dois vértices ideais no disco de Poincaré.

Fonte: Arquivo Préprio.

Figura 4.44: Triangulo hiperbdlico com trés vértices ideais no disco de Poincaré.

Fonte: Arquivo Proprio.

71



Capitulo 5
Potencialidades e Algumas Aplicacoes

Quando estudamos Matematica, em especial os ramos mais tedricos dela, € normal vi-
rem em nossas mentes inquietacdes sobre onde esse conhecimento € aplicado, surgindo pergun-
tas tais como: esse conhecimento matematico € aplicado? Se for aplicado, dito conhecimento é
aplicado dentro da Matematica Tedrica ou hé aplicagdes mais praticas? Enfim, esse capitulo é
composto por algumas aplicacdes da Geometria Hiperbdlica. Para que fosse possivel escrever
essa parte da monografia as seguintes fontes foram necessarias: [6] (2004), [11] (2017), [1]
(2021), [14] 2001.

5.1 Quadratura do Circulo na Geometria Hiperbdlica

Como sabemos, na Matemética, um dos seus fatores importantes € a conjecturacio de
problemas, e os estudos sobre a afirmac¢do ou negacao dessas conjeturas propiciam avangos na
ciéncia Matematica. Segundo [6] (2004, p.132-133), houve, na Grécia, trés linhas de desen-
volvimento da Matematica, sendo elas: a linha da Matemética organizada no compéndio de
livros denominado Os Elementos; a linha que estudou questdes matematicas relacionadas as
nocdes de infinitésimo e infinito; e a linha que estudava sobre a Geometria Superior'. Foi du-
rante as investigacoes a respeito dos trés problemas classicos de constru¢do da Geometria que

a Geometria Superior surgiu. Esses problemas foram os seguintes:

* A duplicacao do cubo: problema de construir um cubo com o dobro do volume de um

cubo qualquer;
* A trisseccao do angulo: problema de dividir em trés partes congruas um angulo qualquer;

* A quadratura do quadrado: problema de construir um quadrado com a area coOngrua de

um circulo qualquer.

!Geometria das curvas e das superficies nio planas e nio esféricas.

72
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Atualmente, sabemos que esses trés problemas nao possuem solucdo dentro da Geome-
tria Euclideana adotando as restricdes de construir objetos, apenas usando régua sem escala e
um compasso euclideano. Porém, nada se sabia quanto a essa impossibilidade até que, com o
desenvolvimento da Algebra Moderna e da Geometria Analitica, as demonstracdes matematicas
formais atestaram tal fato”.

O modo de analisar o espaco na Geometria Hiperbdlica é diferente da Geometria Eucli-
diana, dessa forma, vem a indagacdo sobre a possibilidade de finalizar o problema da quadratura
do circulo na Geometria Hiperbdlica, indagagao esta que [11] (2017) responde em sua pesquisa.
E vilido ressaltar que ndo existe quadrado na Geometria Hiperbélica tal como na Geometria Eu-
clideana, dito isso, vamos tomar para essa aplicagdo um quadrilatero de lados congruos e todos
os seus angulos internos agudos.

Para a construcdo [11] (2017) se valeu de 6 passos. Também serdo registradas as pro-
priedades dos teoremas elementares que a embasam. Mesmo tendo sido construida no plano
euclidiano, a possibilidade de constru¢dao no plano hiperbdlico estd salva nos seguintes resul-
tados. Vale destacar que as respectivas demonstragdes poderdo ser encontradas no referido

trabalho nas paginas 104-105:

Teorema 5.1 (Teorema de Mordukhai-Boltovskoi). Um segmento de medida t é construtivel
com régua e compasso no plano hiperbdlico se, e somente se, sinh t pertence a E, cosht

pertence a E ou tanh t pertence a E, sendo estas condi¢coes equivalentes.

Teorema 5.2 (Teorema da construbilidade de angulos em Geometria Hiperbdlica). Um
angulo a pode ser construido, com régua e compasso, no Disco de Poincaré se, e somente se, é

construtivel no plano euclideano.

Dada uma circunferéncia de centro O e raio unitdrio, e um ponto A tal que o segmento

O A seja o raio desta circunferéncia, temos a seguinte distancia hiperbdlica:

d(O,A):‘ln<1+x>‘.

1—=x
Seja x a distancia euclideana de O A, no nosso caso, O A corresponde ao raio da nossa

circunferéncia, dai

realizando as devidas operagdes, obtemos

d(0, A) = In(3).

2No capitulo 2 de [11] encontram-se as demonstracdes que dizem respeito a impossibilidade dessas construgdes

na Geometria Euclidiana.
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Deste modo, para o comprimento hiperbdlico In(3), temos que esse circulo possui a drea
) s
igual a 5

Assim, sabemos que o quadrilatero hiperbdlico referenciado no inicio da secao deverd

.. T
ter uma area igual a 5 pois,

para tanto, a medida de seus angulos internos devera ser conforme segue:

47
2r — 4oy = —.
T « 3

, . ~ 7T . e
Dai, efetuando as devidas operacdes, obtemos o = % Ou seja, nosso quadrilatero

us

6
A seguir a imagem que representa a constru¢io da quadratura do circulo desenvolvida

por [11] (2017).

hiperbolico terd seus angulos iguais a

Figura 5.1: Construgdo da quadratura do circulo na Geometria Hiperbdlica.

\\Lx
/L

D

Fonte: Lima, 2017, p. 110.
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5.2 Tesselacoes na Geometria

Na Geometria Euclidiana podemos fazer o preenchimento de uma superficie, ou de uma
area delimitada desta, com figuras geométricas, sendo elas regulares ou nio, congruas ou nao,

de tal modo a cumprir com dois itens:
* ndo pode sobrepor uma figura sobre a outra;

* deve-se cobrir a drea de forma a ndo deixar espaco sem nenhum objeto geométrico entre

0s ja existentes.

Chamamos essa técnica de Tesselacdo® e, segundo [1] (2021, p. 66), “consiste em
recobrir uma superficie bidimensional, finita ou infinita, empregando como unidades bdsicas
poligonos ou outras figuras, congruentes ou ndo [...]”". Assim sendo, encontramos na constru¢ao
de mosaicos outra forma de aplicar a Geometria Hiperbdlica, pois, assim como no plano eu-
clidiano podemos preencher o plano hiperbdlico, ou parte dele, com objetos oriundos desta
Geometria.

A pavimentacdo no plano euclidiano pode ser classificada conforme o conjunto de
poligonos ali utilizados, bem como a existéncia ou ndo de um padrdo. A seguir, mostramos

as classes dessa pavimentagdo e alguns exemplos:

* Regulares: pavimentacdo que se vale unicamente de um tipo de poligono regular para

sua constitui¢ao. Podendo ser o poligono de trés, quatro ou seis lados;

Figura 5.2: Tesselacdo regular de hexdgonos.

Fonte: https://www.theedkins.co.uk/jo/tess/grids.htm.

* Semirregulares: pavimentacdo que se vale de mais de um tipo de poligono regular,
tal que a disposicao deles, tomando de referéncia um vértice, deve ser congruente em
todo o mosaico. Sao oitos as formas possiveis de recobrir o plano euclidiano desta ma-

neira, sendo elas: 3.6.3.6 (mosaico tri-hexagonal), 3.3.3.3.6 (mosaico hexagonal cego),

3Também referida como construcio de mosaico ou pavimentagio ou ladrilhamento
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3.3.3.4.4 (mosaico triangular alongado), 3.3.4.3.4 (mosaico quadrado sem corte), 3.4.6.4
(mosaico rombi-tri-hexagonal), 4.8.8 (mosaico quadrado truncado), 3.12.12 (mosaico he-

xagonal truncado) e 4.6.12 (mosaico tri-hexagonal truncado)*;

Figura 5.3: Mosaico semirregular quadrado sem corte.

Fonte: SMIGLY, 2017.

* Demirregulares: tal como descrito na classe de pavimentagao semirregular, mas com a
peculiaridade de ndo haver uma ordenagdo na disposicao dos poligonos em cada vértice.

Sado conhecidos somente catorze mosaicos demirregulares;

Figura 5.4: Tesselagdo demirregular.

- ., -
o -

Fonte: SMIGLY, 2017.

* Irregulares: pavimentacdo formada pela jungcdo de poligonos regulares e ndo regulares;

* Periddicas: pavimentagdes que apresentam um padrao na disposicdo das figuras. As que

ndo possuem esta caracteristica sdo denominadas de aperiddicas.

4Os ntimeros significam os lados das figuras que comungam de um vértice em comum
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Figura 5.5: Mosaico irregular.

Fonte: SMIGLY, 2017.

Figura 5.6: A esquerda um mosaico periddico, e a direita um mosaico aperiédico .

Fonte: SMIGLY, 2017.

Agora, uma vez conhecido o que € tesselac@o, seus critérios e classificacdo no plano
euclidiano, entdo conhecer como ela ocorre no plano hiperbdlico pode se tornar mais compre-
ensivel. Assim, na mesma linha de raciocinio de [1] (2021. p. 70) temos que “tesselacdo
no plano hiperbdlico é uma decomposicao deste em poligonos hiperbdlicos, de maneira que os
poligonos cubram o plano hiperbdlico e tenham em comum somente vértices e lados.”. Ainda

de acordo com Albon [1], ha trés classes de tesselagdes hiperbdlicas:

* Regulares: pavimentagcdo que se vale unicamente um tipo de poligono hiperbolico regu-

lar para sua constitui¢ao;

* Semirregulares: pavimentacdo que se vale de mais de um tipo de poligono hiperbdlico

regular;

* Irregulares: pavimentacdo formada por poligonos hiperbdlicos nao regulares.

E ainda, a possibilidade de construir mosaicos no plano hiperbdlico, em especial no

disco de Poincaré, decorre da posse de determinados elementos, por exemplo: “como a inversao
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Figura 5.7: Pavimentagdo regular no disco de Poincaré.

Fonte: https://fr.wikipedia.org/wiki/Fichier:DisquePoincare-quadrillage.png

Figura 5.8: Tesselacdo irregular.

Fonte: Albon, 2021, p. 70.

de um ponto em relagdo a um circulo, e o lugar geométrico dos centros dos circulos ortogonais
a um circulo dado e que passam por um ponto deste circulo” ([1], 2021, p. 72).

Conhecendo, deste modo, de forma mais formalizada sobre os mosaicos, notamos que
ele é um elemento que se faz bem presente em nosso cotidiano, por exemplo na arte em geral,

desde manifestagdes mais subjetivas até nas de cunho arquitetdnico.

5.3 Navegadores Hiperbdlicos

A Geometria Hiperbdlica, em especial a Trigonometria Hiperbdlica, encontra aplicacao
em areas da computagdo. Para ter utilidade em tal ramo, ela se faz presente no modelo tridi-

mensional de Geometria Hiperbdlica (ver Figura 5.7°), conhecida como bola de Poincaré.

SEsta figura é uma representacio da projecdo da Bola de Poincaré em um modelo hiperbdlico em 2 dimensio
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Figura 5.9: Disco de Poincaré sendo usado por Escher em uma de suas obras.

Fonte: https://noosfera.com.br/como-uma-delicada-forma-de-artesanato-revolucionou-nossa-

maneira-de-perceber-a-matematica/

Deste modo, a Geometria Hiperbdlica situa sua aplicacao na construg¢do dos entdo cha-
mados Navegadores Hiperbdlicos®. O interesse por tais navegadores se da pelo fato que este
propicia uma melhor organizacao de informagdes em sua interface de visualizagdo.

Assim, a escolha pela teoria hiperbdlica da Geometria no desenvolvimento de tal re-
curso se justifica por esta possuir um espago “maior’, capaz de armazenar uma quantidade
mais elevada de informagdes promovendo e conservando uma ordem e organizagdo, isto em
comparagdo com a Geometria Euclidiana. A titulo de curiosidade, a técnica que torna possivel
essa interface regida segundo a Geometria Hiperbdlica foi inspirada por ilustragdes do Escher,
o qual apresentamos uma de suas obras (ver Figura 5.9).

Por fim, o referido artigo [14] tem como propdsito apresentar analogias comuns tanto
na trigonometria no espago coordenado segundo as regras da Geometria elaborada por Eucli-
des como na Geometria Hiperbdlica, isto se valendo dos espagos giroscopios de Mdobius que

constitui o modelo tridimensional de Geometria Hiperbolica.

5.4 As Outras Geometrias

Lobachevski ndo ficou vivo a tempo de presenciar todo o prestigio que sua descoberta
recebeu. O impacto que sua teoria causou, nao apenas no ramo da Geometria, mas de toda
a Matematica, o colocou com a alcunha de Copérnico da Matematica, isso em referéncia a
quebra de paradigma ocasionado pelo russo ao mostrar que a Geometria Euclidiana ndo era

absoluta. Pois, Lobachevsky provou ser possivel o estudo de uma teoria matematica oriunda de

°E um navegador que se vale da técnica de visualizagdo hiperbélica, assim mudando a disposi¢io
das informacdes, antes baseados no modelo euclidiano, agora seguindo um tracado esférico. ver em:
https://www.alice.cnptia.embrapa.br/alice/bitstream/doc/5650/1/SBIAgro2007p86.pdf
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sua inquietacao referente a uma questao que por mais de 2.000 anos se mantinha absoluta.

A quebra desse paradigma foi forte na Matematica, em especial, na Geometria. Agora,
0 que importa para a formulagdo de novas teorias na Matemadtica € a consisténcia do conjunto
de postulados. Dessa forma, a imagina¢do dos matemdticos ganharam asas, uma vez que 0s
postulados passaram a ser encarados como hipéteses, sem necessitar de serem auto-evidentes
ou verdadeiros, basta apenas que eles sejam consistentes entre si.

De certo modo essa ruptura contribuiu para a formalizacdo de novas teorias geométricas,
tais como a Geometria Esférica, Geometria Projetiva, Geometria Topoldgica e Geometria Dife-
rencial, Geometria Riemanniana, entre outras. Claro que essas teorias geométricas encontraram
aplicacdes no cotidiano, seja em dreas mais praticas, como o principio de funcionamento do
Sistema Global de Posicionamento (GPS)’; como em dreas menos intuitivas, por exemplo na
formulacao da teoria da relatividade geral, conhecida também como teoria geométrica da gravi-
dade. Por fim dizemos, segundo Poincaré, “nenhuma Geometria é mais correta do que a outra -

apenas mais conveniente”.

do inglés Global Positioning System.



Capitulo 6
Consideracoes Finais

A presente monografia se prop0ds a ser fruto de um estudo académico a respeito das
Geometrias ndo Euclidianas, especificamente a Geometria Hiperbdlica. Ainda, o seu objetivo
foi de investigar sobre o assunto nas dimensdes histérica, matematica (resultados formais) e
utilitaria (aplicabilidade), bem como realizar a divulgacdo do tema. E mais, essa pesquisa se
justifica pelos argumentos apresentados no inicio do trabalho, sendo um deles a curiosidade
que o referido assunto causou no autor. Recordado isto, essa pesquisa buscou discorrer nas
dimensdes supracitadas e agora iremos verificar se alcangamos a proposta.

Na dimensao histérica constituimos um capitulo no qual dissertamos sobre a historia
das Geometrias nao Euclidianas. Para tanto, tivemos como ponto de partida os Postulados de
Euclides, em especial o 5° Postulado, conhecendo o problema de sua formulacio, perpassando
pelos matemaéticos que ousaram tentar demonstrar esse postulado, chegando finalmente aos
fundadores da Geometria Hiperbdlica

Por sua vez, na dimensao matematica foram desenvolvidos uma série de resultados, al-
guns Unicos pertencentes a teoria hiperbolica e outros que sdo comuns a ambas Geometrias
mencionadas ao longo do trabalho, Euclidiana e Hiperbdlica. E ainda, elaboramos um qua-
dro no qual destacamos as diferencgas entre as duas Geometrias. Desta forma buscamos um
aprofundamento sobre a Geometria Hiperbolica, bem como conhecimento a respeito de suas
peculiaridades.

Por outro lado, na dimensao utilitdria trouxemos algumas das possibilidades e aplicacdes
da teoria geométrica hiperbdlica. Assim, dentre as aplicacdes, hd breves desenvolvimentos
referentes a Tesselacdo e Navegadores Hiperbdlicos. Agora dentre as possibilidades, é aqui
apresentado sobre a Quadratura do Circulo (claro que com suas restri¢des, tal como o que sera
entendido como quadrado) e sua contribui¢do para a ascensdo do pensamento geométrico, fato
este que reverberou em outras ciéncias.

No referente a divulgacdo, conseguimos de certa maneira extrapolar com o proposto,

pois, além de termos elaborado a presente monografia para fins de divulgacao do assunto, houve
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outros canais pelos quais intensificamos a difusdo das Geometrias nao Euclidianas, em especial
a Geometria Hiperbodlica, sendo eles uma comunicagao cientifica (ver Apéndice B) e a pesquisa
elaborada na disciplina de Estatistica (ver Apéndice A).

Em suma, acreditamos que conseguimos alcancgar os objetivos visados, conhecer e di-
vulgar. Houve, de certo, algumas dificuldades no desenvolvimento de alguns dos resultados
matematicos e das aplicacdes, por conta de suas caracteristicas, mas foram sim superados e
bem registrados. Por fim, destacamos todos os elementos a respeito da propria Matematica
como érea do conhecimento e da sua histéria no geral que foram estudados e que surgiram ao
longo do trabalho, com certeza foram e serdo de grande estima para a formagao académica e

profissional, por ter me colocado mais préximo dessa ciéncia.
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Apéndice A
Pesquisa Estatistica: Geometrias

A seguir apresentamos a pesquisa Estatistica realizada na disciplina de Estatistica mi-
nistrada pela Profa. Dra. Fernanda Vital durante o periodo 2022.1. A pesquisa que segue
foi o trabalho da disciplina. Ela foi proposta com o intuito de aprendermos na pratica como
¢ realizada uma pesquisa que se pauta na metodologia estatistica, em especial se valendo do
método de amostragem aleatdria, bem como aprendermos termos e conceitos presentes na refe-
rida disciplina, como, por exemplo, amostra, frequéncia relativa e absoluta, confiabilidade, erro
amostral, entre outros.

A pergunta motivadora do trabalho foi a seguinte: qual a percep¢do dos alunos do curso
de Matemdtica da UFNT a respeito de Geometrias?. Ainda, foi colocado “Geometrias” no
plural para buscarmos elementos que nos dessem pistas de qual a referéncia sobre Geometria,
se era apenas com base na teoria euclidiana ou se havia outro referencial.

Deste modo, foi enviado - via e-mail - para os alunos do curso um questionario elabo-
rado no Google Forms no qual suas perguntas buscava mostrar algumas limitagdes na teoria
geométrica euclidiana, como qual superficie que melhor representa o planeta Terra?. Assim,
uma vez respondendo que era uma superficie esférica, a Geometria Euclidiana ja ndo poderia
dar conta de todas as demandas por ser desenvolvida em superficie plana. Por fim, por essas
e outras perguntas, obtivemos respostas que constataram que hd uma certa ambiguidade nos

referenciais tedricos ao se tratar de Geometria.
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Docente: Fernanda Vital

Discentes: Daniel Moura Rodrigues dos Santos, Marcos Danilo Moura Barbosa Campos e
Pedro Henrique Rodrigues de Matos

Disciplina: Estatistica

2022.1 — 7° Periodo

Geometrias
Aspectos Iniciais

Em tempo de uma sociedade mais conectada em relacdo a web comunicacéo, se valem
de recursos tecnoldgicos para alcancar determinados desafios no decorrer da vida universitéaria,
nessa perspectiva, o presente trabalho visa por meio de uma pesquisa estatistica elaborada
durante as aulas da disciplina de Estatistica pelos alunos Daniel Moura Rodrigues dos Santos,
Marcos Danilo Moura B. Campos e Pedro Henrique Rodrigues de Matos investigaram
discentes universitarios com o objetivo de obter a percepcdo dos alunos do curso de
matematica a respeito das geometrias.

A populagéo de interesse do presente trabalho s&o os alunos do curso de licenciatura
em Matemaética, nos quais sdo compostos por 175 alunos, sendo o tipo de amostragem escolhida
foi a aleatoria, na qual foram sorteados 97 alunos.

Desta forma, as respostas foram coletadas via formulario, onde foi destacado o sigilo

enquanto a identificacdo dos discentes.

Desenvolvimento

Considerando o método de amostragem aleatdria, foi realizado um calculo inicial

seguido da seguinte formula;



Imagem 1: Férmula para determinar o tamanho da amostra
z2.0%.N
d?(N — 1) + 2202

Fonte: Arquivo do Autor

n=

Para apresentar o célculo que foi realizado em sala, determinamos o nimero de
matriculados no Curso (97), em 2022.1, que seriam amostrados. Nesse sentido, o presente
trabalho conta com 0 90% de confiabilidade e com o erro amostral de 5% que compdem a
férmula acima, levando em consideragdo que o erro amostral e a confiabilidade referem-se
apenas as variaveis qualitativas, logo nada dizem sobre as variaveis quantitativas. Ainda sobre
a confiabilidade, temos que, uma vez que a confiabilidade da pesquisa é de 90% significa que
se a mesma pesquisa for repetida inUmeras vezes com diferentes amostras, temos que em
90% das pesquisas os resultados estdo contidos dentro da margem de erros de cada um dos
itens, isto, lembrando sempre, referente as variaveis qualitativas. Segue a seguinte legenda:

¢ = desvio padrao.

d = erro amostral.

z = abscissa da curva normal padréo, fixado um nivel de confiabilidade.

n = tamanho da amostra.

Assim, partamos para os calculos a fim de determinar o tamanho da amostra, no qual é

determinado pela imagem abaixo:

Imagem 2: Célculo do tamanho da amostra

Fonte: Arquivo do Autor

Para o sorteio dos 97 matriculados nos valemos da ferramenta “Gerador de nimeros
aleatorios”, onde podera ser facilmente encontrada pelo

link:https://www.4devs.com.br/gerador de numeros aleatorios.

Assim, realizamos o sorteio, no qual posteriormente foi realizado um print conforme

ilustrado na imagem abaixo:



Imagem 3: Sorteio

1 Quantidade de numeros

C' GERAR NUMEROS

Resultado

123 | 112 | 149 71 60 | 145 | 119 80 | 1se | 120 a9 s 32 26 | 102
174 27 30 7 a0 31 | 122 42 79 98 | 165 | 156 | 118 | 115 | 117
1

33 | 162 | 164 63 | 126 99 40 | 166 | 159 | 170 24

14 s8 68 | 104 87 2 21 a | 167 as 70 62 a1 | 148

88 29| aaz 20 76 | 1s8 77 a3 | 147 | 142 | 272 28 [ 136 | ss | 131

18 | 108 44 | 151 L] 66 | 155 | 113 | 110 61 84 | 144 | 139 | 160 | 15

3 19 2s | 122 | 116 | 129 | 154 | 161 | 2101 [ 124 | 146 34 | 89 1

39 | 100 59 23 | 133 | 108 36 | 109 | 13s 52 96 | os

114 | 163 65 15 | 134 69 83 | 132 | 140 | 127 54 82 | 143 |

Fonte: Arquivo do Autor

67 12

No item 1 do site foi pedido para determinar aleatoriamente 137 elementos, destes 97
titulares e 40 suplentes. No item 2 foi delimitado o intervalo numérico no qual os nimeros
sorteados fazem parte, desta forma, foi escolhido nimeros inteiros de 1 a 175. O nimero 175
é a quantidade total de alunos matriculados no curso, ou seja, a populagdo. Em seguida, no item
3 do site oferece ao usuario uma opg¢édo de organizar os nimeros sorteados em colunas, isto é
uma questdo mais estética e de organizagcdo. O mesmo ocorre no item seguinte, no qual oferece
a opcdo de deixar os numeros sorteados em ordem crescente ou decrescente ou de forma
aleatoria, este ultimo foi escolhido para a presente pesquisa. Por fim, sorteamos 0s himeros
segundo as nossas preferéncias. A imagem da interface do site € a imagem dos ndmeros
sorteados e das preferéncias utilizadas para a pesquisa.

Agora sobre o sorteio. Inicialmente foi estabelecido uma amostra de 107 alunos, porém,
como uma parcela dos grupos ndo conseguiram contactar todos os elementos, foi realizado um
novo calculo amostral conservando o mesmo erro percentual e confiabilidade, no entanto
deixando a amostra igual a 97 alunos do curso. Para a identificacdo, nos valemos da lista de
matriculados do curso. Esta lista era composta de outras duas listas, uma com os alunos
matriculados do periodo matutino e a outra com os alunos matriculados no periodo noturno. A
organizacdo da ordem os alunos da primeira lista enumeraram os académicos com numeros de
1 4 106; a organizagdo da segunda trazia os mesmos numerados com ndmeros de 1 a 69. Dai

somamos 0s numeros total de alunos das duas listas, o que resultou em 175 elementos. Agora



para a identificacdo. Quando o numero sorteado era referente a primeira lista, o respectivo
académico era identificado de acordo com seu niumero na lista. Quando o nimero sorteado era
maior que 106, por exemplo, 107, pegavamos esse numero dele era subtraido 106 e o resultado
era um correspondente da segunda lista, neste caso, o primeiro da lista dos alunos noturnos.

O questionario é composto por 8 perguntas, sendo uma delas constituida por uma
varidvel quantitativa continua e as demais questdes formadas por variaveis qualitativas
nominais. A seguir serd apresentado as perguntas que compuseram o questionario elaborado
para a pesquisa, na qual serd mostrado entre parénteses o tipo de varidvel em cada questéo.

Segue abaixo as perguntas da Pesquisa:

QUESTAO 1: De 0% a 100%, assinale a alternativa que expressa 0 quanto vocé
considera que conheceu sobre geometrias durante sua vida escolar/universitaria
(Marcando a primeira opcéo, por exemplo, entende-se que o conhecimento sobre

geometrias é menor que 25%): (Variavel Quantitativa continua)

a) 0% a 25%

b) 25% a 50%
) 50% a 75%
d) 75% a 100%

QUESTAO 2: Existe a possibilidade da soma dos angulos interno de um triangulo

ser diferente de 180°? (Variavel Qualitativa nominal)

a) Sim
b) Néo

c¢) N&o sei responder

QUESTAO 3: As formas geométricas (triangulos, circulos, quadrilateros) sofrem
algum tipo de influéncia da superficie na qual estdo representados? (Variavel Qualitativa

nominal)

a) Sim
b) Nao

c¢) N&o sei responder



QUESTAO 4: Ha a possibilidade de retas ditas paralelas se cruzarem em alguma

ocasido?(Variavel Qualitativa nominal)

a) Sim
b) Néo
c) N&o sei responder

QUESTAO 5: Qual a superficie que melhor representaria o planeta Terra?

(Variavel Qualitativa nominal)

a) Plano
b) Esférica
c¢) Outra

QUESTAO 6: Caso tenha escolhido a alternativa (c) diga, qual seria esta

superficie?

QUESTAO 7: Vocé conhece o matematico grego chamado Euclides? (Variavel

Qualitativa nominal)

a) Sim
b) Néao

c¢) N&o sei responder

QUESTAO 8: Marque todas as geometrias que vocé conhece: (Variavel

Qualitativa nominal)

() Geometria Esférica

() Geometria Euclidiana Plana
() Geometria Analitica

() Geometria Euclidiana Espacial
() Geometria Urbana ou do Taxi
() Geometria Projetiva

() Geometria Hiperbolica



() Geometria dos Fractais
() Geometria Topoldgica

() Geometria Descritiva

Apos discriminar as amostras da referida pesquisa, partimos em busca dos e-mails dos
sorteados. Para tanto, encontramos uma lista com 0s e-mails da maioria dos académicos
localizada na lista de e-mails encaminhados pelo perfil da orientacdo do curso. Em seguida, a
lista com os nomes dos elementos da amostra, citada anteriormente, foi incrementada com seus
respectivos e-mails. Por fim, enviamos o questionario elaborado na plataforma Google Forms
no e-mail de cada um dos individuos. Vale dizer que ndo encontramos o e-mail de alguns
individuos, dai buscamos contato via WhatsApp, tanto por uma lista de chamada contento todos
os sorteados nos grupos das disciplinas quanto o contato privado de cada um deles. Além de
buscar por aqueles que ndo tinhamos contato, usamos este recurso com o objetivo também de
comunicar todos sobre a pesquisa solicitando a colaboragdo dos académicos. E bom deixar
claro que conseguimos que alguns respondessem o questionario através de conversas informais
que ocorreram dentro dos perimetros do Campus, algo do tipo “ei, estamos fazendo um trabalho
de Estatistica. Nos dé uma ajuda e responda as questfes. Procure por elas no seu e-mail, ok?
Obrigado!”. Vale ressaltar que nem todos que receberam o questionario responderam 0s e-
mails e/ou as mensagens no WhatsApp. Tivemos um total de 97 correspondentes, destes 17 sdo
suplentes. A titulo de esclarecimento, 0 mesmo processo de abordagem para contactar o0s
elementos titulares foi também utilizado para contactar os suplentes. Além da falta de resposta
de alguns elementos, encontramos outros empecilhos, tais como: a demora nas respostas e 0s
ndo retorno dos questiondrios respondidos. Alguns colegas e a professora da disciplina
prestaram bastante auxilio quando compartilharam alguns contatos de pessoas que a
comunicacdo estava sendo dificil. Por ultimo, houve também que dois académicos ndo
conseguiram acessar o questionario online, dai eles receberam o questionario pelo WhatsApp
e mandaram as respostas pelo mesmo, em seguida, tabulamos suas respectivas respostas no rol.

Em relacéo a tabulacdo dos dados foi realizado de acordo com as normas do IBGE, nas
quais foram estudadas durante as aulas de Estatistica, segue abaixo a tabulacdo dos mesmos de
cada questdo, sendo apresentado também os graficos, nos quais inicialmente foram
identificados alguns problemas relacionados aos comandos para inserir os graficos no Excel,
porém através das orientaces seguidas nas aulas de Estatistica, bem como também nos PDFs
disponibilizados na plataforma AVA pela professora da disciplina, tudo foi esclarecido

posteriormente realizado a construcdo dos presentes graficos referentes aos dados coletados.



Tabela 1: Questdo 1.
Questéo 1

Frequéncia Frequéncia

Porcentagens absoluta Relativa

Fonte: Arquivo do Autor.

Como a primeira questdo é representada por uma variavel quantitativa decidimos optar
pela ilustracdo de um grafico denominado Histograma, no qual descreve a melhor descricdo do
comportamento das variaveis quantitativas.

Outro fator de importancia para escolha desse grafico estd relacionado a sua
caracteristica de indicacdo de dispersdo dos processos, e Como queriamos apresentar e tirarmos
conclusdes acerca dos intervalos de porcentagem sobre a percepcdo dos alunos a respeito do
quanto 0s mesmos consideram que conhecem sobre geometrias durante a vida
escolar/universitaria comparamos os resultados e comunicamos as informagdes graficamente
optamos pelo Histograma como mostrado abaixo:

Grafico 1: Questdo 1

Questao Um

50
45
40
35
30
25
20
15
10

Ndamero de Respostas

0% a 25% 25% a 50% 50% a 75% 75% a 100%

Faixa de Conhecimento

Fonte: Arquivo do Autor.
A primeira questdo tentou conhecer o quanto os alunos do curso acreditam que ja viram

a respeito de geometrias em geral. Formulando a questdo dessa forma, ndo ficamos restritos a



apenas a geometria de Euclides. Dai temos que, aproximadamente, 47% (46 respostas)
responderam que conhecem sobre geometria entre 25% e 50%. E, aproximadamente, 31% (31
alunos) da amostra alega ter conhecido entre 50% e 75% sobre geometrias em sua jornada
educacional. Esta questdo serviu mesmo para a pessoa julgar o tanto que conhece sobre
geometrias e logo em seguida se deparar com um contetdo sobre tal que normalmente néo é
citado nas escolas, por exemplo.

Tabela 2: Questdo 2

Questdo 2

Frequéncia Frequéncia

Alternativas absoluta Relativa

Fonte: Arquivo do Autor.

Para esta questdo o grafico de Barras representa de forma organizada a ordenagdo da
varidvel qualitativa nominal na presente questdo embarcada pelo entendimento dos alunos
sobre a possibilidade da soma dos angulos internos de um triangulo ser diferente de 180°:

Grafico 2: Questdo 2
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Alternativas
Fonte: Arquivo do Autor.

Note que as barras retangulares foram representadas verticalmente para estabelecer uma

visualizacdo facilitada sobre a representacdo das trés categorias de respostas. Assim, a questao



buscou elucidar pistas verificando se os alunos conhecem outras geometrias a partir da
ambiguidade quanto a soma dos angulos internos de um tridngulo nas diversas geometrias. Por
exemplo, ao responder que existe sim a possibilidade da soma dos angulos internos de um
triangulo ser diferente de 180° temos indicios que estes respondentes conhecem acerca de
outros geometrias, uma vez que, por exemplo, na geometria esférica, a soma dos angulos
internos de um triangulo é um valor entre 180° e 540°. Deste modo, recebemos 76 respostas,
aproximadamente 78% dos alunos pesquisados, que atestaram a impossibilidade da soma dos
angulos internos de um tridngulo ser diferente de 180°, levando-nos a concluir que grande
maioria possui como referencial tedrico, ao se tratar de geometria, a Geometria Euclidiana
Como o erro amostral é de 5%, devemos entender que, em relacdo a populagdo, os que
confirmam a impossibilidade da soma dos angulos internos de um triangulo ser diferente de
180°, esta situada entre 73% a 83%.

Tabela 3: Questdo 3.
Questao 3

Frequéncia Frequéncia

Alternativas absoluta Relativa

Total 97 100,00%
Fonte: Arquivo do Autor.

A representacdo para esses tipos de dados podera facilmente ser representado por um
grafico de barras retangulares em formato 3D, pois assim constituira em uma visualizagéo das
categorias sobre o conhecimento dos alunos a respeito das formas geométricas (tridngulos,
circulos, quadrilateros) sofrerem algum tipo de influéncia da superficie na qual estdo
representados.

Nesse sentido, a escolha por esse grafico remete a uma compreensao facilitada mostrada
visualmente das categorias de resposta dos alunos.

Grafico 3: Questdo 3.
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Fonte: Arquivo do Autor.

A terceira questdo busca conhecer se os alunos entendem sobre a influéncia da
superficie na forma geométrica representada nela. Por exemplo, o triangulo, figura de trés lados
e trés vértices, quando representado na esfera, 0 modelo da geometria esférica, a soma de seus
angulos internos varia entre 180° a 540°, devido a superficie, mais especificamente, a curvatura
presente nesta superficie; por outro lado, na geometria de Euclides, a soma dos angulos internos
da mesma forma geométrica €, exatamente, 180°, a superficie plana é determinante para a
perpetuacdo e unicidade deste resultado. Logo vemos que as formas geométricas sofrem
influéncia das superficies. Na presente pesquisa 40 discentes, isto é, aproximadamente 41%
dos alunos, responderam que nao héa influéncia da superficie na representacdo das figuras
geomeétricas, 0 que sustenta ainda mais a hipotese de que os académicos, a sua maioria, encaram
a Geometria Euclidiana como Unica geometria possivel. Como o erro amostral € de 5%,
devemos entender que a populacdo que diz ndo haver influéncia da superficie para as formas
geométricas nela representada € uma proporcao entre 36% a 46%. Em contrapartida, temos um
percentual de aproximadamente 30% de respondentes que escolheram a resposta “sim”, a
saber, esse percentual representa 30 respostas.. Do mesmo modo, como o erro amostral € de
5%, temos que interpretar que a quantidade, em relacdo a populacdo, € um percentual entre

25% e 35%. J& o percentual de, aproximadamente, 29% € a proporc¢do dos que escolheram a



alternativa “néo sei responder”, foram 28 respostas para este item. Da mesma forma, uma vez
que o erro amostral € de 5%, temos que o percentual que representa a resposta da populacéo da
pesquisa ¢ um valor entre 24% a 34%. Comentando acerca das respostas “sim”, € Curioso notar
que foi um percentual maior do que aqueles que disseram haver a possibilidade de triangulos
cuja soma dos angulos internos serem diferentes centenas, o que nos leva a pensar que apesar
deles possuirem um pensamento geométrico que pode entrar em confronto com as regras
euclidianas, apenas vém como valido na geometria 0 que pertence a geometria de Euclides.
Para os que optaram pela alternativa “ndo sei responder” temos duas hipoteses. Primeira: foi a
primeira vez que se depararam com a relacdo superficie e figura geométrica. Segunda: nédo
tinha um conhecimento sélido de uma das caracteristicas determinante das geometrias, a saber,
cada geometria possui uma superficie que melhor representa seus resultados. Enfim, para
ambas hipdteses, os indicios sdo cada vez maiores de que o entendimento por parte dos alunos

a respeito de geometria é predominantemente a Geometria Euclidiana.

Tabela 4: Questdo 4.
Questao 4

Frequéncia Frequéncia
Alternativas absoluta Relativa

Total 97 100,00%
Fonte: Arquivo do Autor.

Nesses dados representaremos através de um grafico de setores, no qual representara
relativamente as opinides dos alunos sobre a possibilidade de retas ditas paralelas se cruzarem

em alguma ocasiéo.

Grafico 4: Questdo 4.



Questao Quatro
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Fonte: Arquivo do Autor.

Perceba que esta variavel nominal no grafico de setores ndo representa a ordenagdo das
categorias, mas nosso objetivo na presente questdo é mostrar graficamente a porcentagem das
categorias neste diagrama circular mostrando que cada angulo do setor circular corresponde a
uma porcentagem dos dados, sendo sua totalidade representada igual a 100%.

Nesse sentido, a questédo nos retorna absolutividade do Axioma das Paralelas, axioma
polémico e fundamental para grande parte da teoria de Euclides. O questionamento em cima
do referido axioma foi o0 ponto de igni¢do para a expansdo da compreensdo dos individuos a
respeito do pensamento geométrico como um todo. A partir da contestacdo do Axioma das
Paralelas de Euclides foi possivel a formulacdo da Geometria Hiperbdlica. Dentre os axiomas
que alicercam tal teoria encontra aquele que é equivalente a negacdo do Axioma das Paralelas
de Euclides, "dado uma reta em um ponto fora desta, existe pelo menos duas retas que passam
por aquele ponto e sdo paralelas a reta dada”. Deste modo, temos que aproximadamente 85%
dos alunos ainda estdo em sintonia unicamente com a teoria euclidiana, afirmando que as retas
paralelas ndo podem se intersectar, assim, alegamos que a maioria dos discentes tém a
Geometria Euclidiana Plana como incontestavel referéncia quando se trata de geometria.
Lembrando que, como o erro amostral € de 5%, devemos entender que a populacdo que

considera tal certeza esta entre 80% a 90%.



Tabela 5: Questdo 5

Questéo 5

Frequéncia

Superficies Absoluta Frequéncia Relativa

Fonte: Arquivo do Autor.

A opcao pelas barras horizontais surge facilmente com a finalidade de visualizacao e
conclus@es acerca do conhecimento dos alunos da superficie que melhor representaria o planeta

Terra.
Grafico 5: Questao 5.
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Fonte: Arquivo do Autor.

Nessa perspectiva, a presente variavel qualitativa nominal é representada pelo grafico
de barras, no qual descreve a descrigdo do comportamento da mesma. Outro ponto relevante
nesse grafico é que podemos concluir que 0 mesmo pode ser chamado de gréafico de colunas,

pois as barras estdo organizadas horizontalmente.



A quinta quest&o foi elaborada de modo a possuir um carater mais provocativo. Cerca
de 90% dos alunos, ou seja, 88 alunos, afirmam que a superficie que melhor representa 0 nosso
planeta é a esfera. Dai, como o erro amostral é de 5%, devemos entender que o percentual da
populacdo que considera esta resposta esta entre 85% e 95%. Em seguida, aproximadamente
4% da amostra, isto é, 4 discentes, escolheram a op¢ao “outra”, e discriminaram qual seria esta
outra superficie. Expandido esse resultado para a populacgdo, temos que o percentual desta que
considera esta resposta estd entre 0% e 9%. Algumas das formas citadas foram gedide,
elipsoide, elipse. Bem, dai concluimos que 95%, aproximadamente, conhecem ou tem uma
ideia da verdadeira forma do nosso habitat celeste; o que chama atencédo sao os 5,15%, a saber,
5 académicos, que escolheram a opg¢do “Plana”. Do mesmo modo, como o erro amostral ¢ de
5%, temos que interpretar que a quantidade, em porcentagem, que considera tal alternativa estéa
situada entre 0,15% e 10,15%. Por fim, como dito anteriormente, essa questdo tem teor
provocativo, uma vez que pde em prova o conhecimento geométrico dos humanos em relagdo
com a realidade e nos provoca uma série de indagacfes. Como uma geometria possivel
exclusivamente numa superficie plana é valida no mundo, o qual é melhor representado por
uma superficie esférica? Os alunos respondentes conseguem expandir seus conhecimentos
geomeétricos para além da sala de aula? O saber geométrico adquirido nas institui¢fes de ensino
esta em descompasso com a nossa realidade? Enfim, ficam os questionamentos.

Tabela 6: Questdo 7.

Questao 7

Frequéncia Frequéncia

Alternativas absoluta Relativa

Total 97 100,00%

Fonte: Arquivo do Autor.

Mais uma vez escolhemos o gréafico de setores para determinar uma variavel qualitativa
nominal, pois a preocupacdo nessa questdo esta relacionada a compreensdo em descobrir 0
quanto equivale relativamente em formato circular os alunos que conhecem o matematico

grego chamado Euclides. Este € o autor do livro "Os Elementos”, material no qual ele



fundamenta a teoria da Geometria Euclidiana partindo de axiomas e postulados. Sua notavel
contribuicdo para a Matematica foi a utilizagdo do modelo dedutivo-axiomatico de construcéo

das teorias da Matematica, método presente no nosso cotidiano.

Grafico 6: Questdo 7
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Fonte: Arquivo do Autor.

Bem, uma vez que Euclides é um personagem comum no curso de Licenciatura em
Matematica, cerca de 87% dos alunos confirmaram isso, a grandes chances de associarem seu
nome com o nome das disciplinas de Geometria Euclidiana da referida universidade, as mesmas
sdo nomeadas como Geometria Euclidiana Plana e Geometria Euclidiana Espacial. Uma vez
feita esta ligacdo ja € uma boa pista do porqué da disciplina receber o nome de euclidiana
podendo fazer os questionadores chegarem na indagacdo: existem geometrias além da
geometria de Euclides? Vale ressaltar que, como o erro amostral é de 5%, devemos entender

que a populacdo, em porcentagem, que conhece Euclides é um valor entre 82% e 92%.



Tabela 7: Questdo 8.

Questéo 8

Frequéncia

Geometrias Absoluta Frequéncia Relativa

Fonte: Arquivo do Autor.

O gréfico para determinar os dados sera o de barras verticais, no qual representa o0s

dados em relacdo as geometrias que os alunos conhecem, assim, comparando os tipos de

geometrias conhecidas pelos alunos, remetendo em uma visualiza¢do facilitada da Variavel

Quialitativa nominal:

Grafico 7: Questédo 8
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Fonte: Arquivo do Autor.



Nisso, o grafico representa organizadamente a proporcionalidade que acontece entre as
barras, sendo as mesmas de acordo com a percepc¢éo dos alunos. Como esperado, as trés mais
escolhidas sdo as trés estudadas durante o ensino fundamental/médio/ superior, que sdo a
Geometrias Euclidianas Plana e Espacial e a Geometria Analitica. Um detalhe que chama a
atencdo é que a Geometria Analitica foi a mais votada levando o pesquisador a entender que
esta amostra poderia entender ou reduzir as Geometrias Euclidianas Planas e Espacial a apenas
geometria, assim, ndo levando em consideracdo que ela é apenas um dos ramos da area da
geometria, evidenciando ainda mais que para os respondentes a Geometria Euclidiana é
absoluta. Em seguida, sem nenhuma surpresa, as mais conhecidas pelos alunos sdo a
Geometrias Esféricas e a Geometria Hiperbolica, as teorias mais populares sobre Geometrias
N&o Euclidianas. Por fim, vém as Gltimas 6 alternativas, as quais sdo outras geometrias mais

especificas que a Euclidiana.

Concluséo acerca do desenvolvimento da pesquisa

Segundo os dados obtidos e as conclusdes individuais feitas em cada um dos itens do
questionario conclui-se que o entendimento de geometria dos discentes do curso de
Licenciatura em Matematica da UFNT é predominantemente Geometria Euclidiana, apesar que
as conclusdes tiradas dos itens 2 e 3 apontam para um conflito de referenciais, uma vez que se
esperava a mesma quantidade que respondessem “sim” no item 2 respondessem “sim” no item
seguinte. Ainda no item 3, a grande quantidade de respostas “nao sei responder” pode nos dar
rastros de que eles ndo conseguem delimitar bem as atividades realizadas nas disciplinas de
Geometria Euclidiana, a saber, entender seus conceitos primitivos, sua base axiomatica, seus
resultados e teoremas possiveis e seu modelo de representacdo, bem como suas caracteristicas,
deste modo, expandindo seu conhecimento acerca do pensamento geométrico e do fazer
matematica como um todo.

Agora existem alguns pontos positivos e negativos quanto ao desenvolvimento deste
trabalho. Primeiramente destaca-se que o resultado da presente pesquisa muito provavelmente
servira como um dos argumentos para justificar a escolha do tema de pesquisa da Monografia
de um dos autores do mesmo, bem como possivelmente divulgamos acerca da pluralidade do
pensamento geométrico para uma parcela consideravel dos estudantes do curso. Ainda como
ponto positivo, agora no tocante ao desenvolvimento profissional dos pesquisadores, esta
atividade veio muito agregar na formacdo inicial dos mesmos, uma vez que participamos

efetivamente na construcdo desta pesquisa, desde conhecer conceitos fundamentais da pesquisa



estatistica como também efetuar calculo seguro que torna a pesquisa estatistica uma ferramenta
atil e indispensavel para o desenvolvimento de uma sociedade e assim conhecendo e
entendendo como que ela e a sua matematica se faz presente em nosso cotidiano. Quanto as
dificuldades, acreditamos que foram todas citadas ao longo deste trabalho, a titulo de
recordacdo, tivemos adversidades no momento de receber os questionarios escondidos, tanto é
que conseguimos apenas 93 e 107 questionarios escondidos, e isso recorrendo ainda hd um

dado numero de suplentes.



Apéndice B
Comunicacao Cientifica

O seguinte trabalho é uma Comunicagdo Cientifica submetida, aprovada e apresentada
na XIX Semana Académica de Matematica da UFNT. O referido trabalho foi um pequeno vis-
lumbre da presente monografia, mostrando o que foi feito até o momento, a saber 20 de outubro
de 2022.

Assim, a Comunicagdo Cientifica apresenta um breve contexto historico sobre o pro-
blema da formulag@o do 5° Postulado; em seguida, a descoberta das Geometrias ndo Euclidi-
anas, com énfase na Geometria Hiperbdlica; ap6s, dois resultados presentes nessa Geometria,
a saber, a congruéncia dos angulos do topo do quadrilatero de Saccheri e a demonstragao da
soma dos angulos internos de um tridngulo hiperbdlico ser restritamente menor que 180°; por
fim, algumas consideracdes finais destacando algumas diferen¢as entre as duas Geometria men-
cionadas, bem como o quio rico em conteidos mateméticos € a histdria e desenvolvimento das

Geometrias nao Euclidianas.
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Modalidade: Comunicacgéo Cientifica

Outro tipo de Geometria

Autor: Marcos Danilo Moura Barbosa Campos
Universidade Federal do Norte do Tocantins
danilo.moura@mail.uft.edu.br

Coautor: Alvaro Julio Yucra Hancco
Universidade Federal do Norte do Tocantins
alvaroyucra@mail.uft.edu.br

Resumo

E comum que ao falarmos de Geometria temos a ideia de circulos, tridngulos, quadrilateros, entre outras e seus
respectivos estudos. Este trabalho € um recorte oriundo do desenvolvimento de uma monografia produzida
durante a conclusédo do curso de Licenciatura em Matematica da UFNT, que possui 0 proposito de conhecer
mais sobre o pensamento geométrico, bem como se ha outras geometrias além da euclidiana. Segue um
desenvolvimento historico sobre a primeira Geometria ndo Euclidiana, bem como teoremas e suas respectivas
demonstraces que ilustram a peculiaridade desta geometria, a saber, a Geometria Hiperbolica, em comparacao
com a Geometria Classica.

Palavras-chave: Geometria. Geometria ndo Euclidiana. Geometria Hiperholica.

1 Introducéo

Geralmente ao falarmos de Geometria ja nos vem em mente o estudo de objetos
matematicos, tais como circulos, triangulos, entre outros elementos desta natureza. No
entanto, hd um vasto terreno fértil para aprender e investigar a Matematica que esté inserido
no campo da Geometria, ou melhor, geometrias, clamando por curiosos.

Comecaremos falando sobre o problema a partir do momento em que o matematico
conhecido como Euclides de Alexandria ter formulado sua grande obra, Os Elementos. No
entanto, cerca de dois mil anos depois da teoria de Euclides, alguns estudiosos comegaram
investigar a respeito da teoria de Euclides sobre a Geometria, mais especificamente, sobre o
Postulado das Paralelas, e o que foi descoberto intrigou varios matematicos propiciando
varios debates acerca da natureza da referida disciplina.

Segue um recorte oriundo do desenvolvimento de um Trabalho de Concluséo de
Curso, trabalho este que ainda esta em andamento, que vem a debater sobre o conhecimento
geométrico em geral, norteado pela pergunta: ha outra geometria que nédo seja a Geometria
Euclidiana e suas derivadas?

O presente trabalho é composto pelos seguintes topicos: Evolugao do Problema, no

qual sera discorrido sobre o surgimento do referido problema e como ele foi tratado ao
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decorrer do tempo até chegar nos dias atuais; Descoberta das Geometrias ndo Euclidianas,
subtitulo no qual sera falado sobre os fundadores deste novo objeto dentro da Geometria;
logo em seguida, trazemos alguns teoremas provenientes especificamente desta teoria; e,
por fim, Consideracdes Finais, no qual apresentamos algumas consideragdes importantes a

respeito do exposto.

2 Evolucdo do Problema

Na grande obra de Euclides, Os Elementos, encontramos 10 afirmagdes, sendo
divididas em 5 axiomas, que dizem respeito as ciéncias em geral, e 5 postulados, estes
voltados para a Geometria. Com excec¢do do 5° Postulado, os outros quatro possuem a
caracteristica de compreensdo simples que sdo dados como auto-evidentes. Neste atributo
estava, pensava Euclides, o triunfo da axiomatica da sua obra. Transcrevemos aqui 0 5°
Postulado a fim de mostrar ao leitor o porqué dele ser a excegéo entre os outros postulados

existentes:

P5 se uma reta intercepta duas retas formando angulos interiores de um mesmo
lado menores do que dois retos, prolongando-se essas duas retas indefinidamente
elas se encontraram no lado em que os dois angulos sdo menores do que dois
angulos retos. EVES (2004, p.180).

Como visto, este postulado ndo cumpre com a caracteristica de auto-evidéncia e
necessita de um certo entendimento geometrico para que o leitor o aceite como uma verdade.
Por conta dessa e outras peculiaridades, pessoas de todas as eras se langaram a investigar o
porgué dessas intrigantes questdes que orbitam o Postulado das Paralelas.

Assim sendo, os matematicos Claudius Ptolomeu e Proclus Diadochus possuiam uma
opinido controversa para tal postulado e propuseram algumas provas para 0 mesmo a partir
dos quatro outros postulados. O resultado de suas demonstracGes consistiu em usar uma
proposicao equivalente ao Postulado das Paralelas para provar o proprio postulado, o que
ndo e aceitavel.

Por sua vez, a investigacao sobre o 5° Postulado, que desencadearia a descoberta das
Geometrias ndo Euclidianas, ganhou um importante avanco com a contribuicdo do
matemético arabe Nasir Eddin. Dentre suas contribuic@es, destacamos a Hipotese do Angulo
Agudo, Hipotese do Angulo Reto e Hipotese do Angulo Obtuso.

Ja na faixa de tempo conhecida como Idade Média surge um professor universitario,

que passou pela Ordem Jesuita, conhecido como Girolamo Saccheri, na sua publicacéo,
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Euclides Livre de Toda Imperfeicdo, Saccheri se vale da reducgéo ao absurdo na tentativa de
demonstrar o intrigante postulado. Segundo Arcari (2008), Saccheri foi o primeiro a usar
este meio para demonstrar o referido postulado. Para sua demonstracdo, ele concebe um
quadrilatero birretangulo?!, Segundo Eves (2004 p. 540), a intencédo de Saccheri era mostrar
que a hipotese do angulo agudo e a hipotese do angulo obtuso levam a contradicGes, deste
modo, de acordo com o método de reducdo ao absurdo, seria valido a hipotese do angulo
reto, hipdtese a qual resultaria na prova do Postulado das Paralelas.

Como veremos posteriormente, esta contradicdo ndo existe, porém, uma vez que
Saccheri estava tdo obstinado em provar o Postulado de Euclides, ele realizou conclustes
equivocadas na argumentacao da suposta contradi¢do presente na hip6tese do angulo agudo.
No entanto, esse equivoco na contradicdo da hipdtese do angulo agudo persistiu nos
sucessores de Saccheri. Dentre eles esta 0 matematico Suigco Johann Heinrich Lambert. Ele
investigou o problema através de um quadrilatero trirretangulo, o qual era a metade de um
Quadrilatero de Saccheri, e aplicou as mesmas trés hipoteses para o quarto angulo. Outro
sucessor foi o0 matematico francés Adrien-Marie Legendre, sua maior contribui¢do esta em
ter popularizado o problema do Postulado das Paralelas nas varias edi¢cbes do seu livro
Eléments de Géométrie.

Por fim, temos que registrar a contribuicdo do matematico e fisico John Playfair, sua
contribuigao foi uma reformulacdo equivalente ao Postulado das Paralelas que diz: “por um
ponto fora da reta pode se tragar uma Unica reta paralela a reta dada”. O Postulado de Playfair
se relaciona bem com as hipéteses do angulo agudo, angulo reto e angulo obtuso; adaptando
a expressao de Playfair com as trés hipoteses obtemos a seguinte conjectura: por um ponto
fora de uma reta pode se tracar mais do que uma, apenas uma ou nenhuma reta paralela a

reta dada.

3 Descoberta da Geometria ndo Euclidiana

Foram trés grandes matematicos que descobriram de forma independente a
Geometria que ha nos desdobramentos da hipotese do angulo agudo, séo eles: Gauss, Janos
Bolyai e Nicolai Lobachevsky. Por conta de Gauss ndo ter nada oficialmente publicado sobre
essa tematica, iremos focar nos outros dois. Eles investigaram o problema do Postulado de

Euclides a partir do Postulado de Playfair adaptado, como comentado anteriormente.

1 Um quadrilatero ABCD onde os angulos da base sao retos (nos vértices A, D), os angulos superiores s&o
congruos (no vértices B,C) e os segmentos AB e BD possuem a mesma medida.
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Janos Bolyai, ap6s estudar e compreender a questdo das paralelas, tdo logo percebeu
a impossibilidade de provar como teorema o referido postulado, partiu para explorar os
inusitados resultados da Geometria que emergia da hipotese do angulo agudo. Bolyai divulga
oficialmente seu trabalho sobre a nova Geometria na forma de apéndice no livro do seu pai
sobre Matematica Elementar.

Os artigos sobre a Geometria ndo Euclidiana escritos por Lobachevsky foram
oficialmente publicados alguns anos antes do trabalho de Bolyai, no entanto, por conta da
lingua utilizada na escrita do seu trabalho, aliada a dificuldade de transito de informacdes,
bem como o carater estranho dos resultados, os artigos do russo foram completamente
ignorados pela comunidade académica local e global. Porém, ele ndo se deu por vencido e
persistiu em suas descobertas para que estas ganhassem o merecido reconhecimento.
Finalmente em 1855, um ano antes de sua morte, Lobachevsky publicou na lingua francesa,
Pangeometria, sua obra mais completa sobre o assunto. Essa obra foi ditada por

Lobachevsky, pois ele ja se encontrava cego e debilitado.

4 Alguns Resultados desta Nova Geometria

Seguem dois teoremas e suas respectivas demonstracoes que ilustram a peculiaridade
desta Geometria, a saber, a Geometria Hiperbdlica, em comparacdo com a Geometria
Cléssica. Vale lembrar que os axiomas desta geometria sdo 0s mesmos da Geometria
Euclidiana, diferindo apenas quanto ao Postulado das Paralelas, em que dito postulado, é
negado, a saber: por um ponto fora de uma reta pode se tragar mais do que uma reta paralela
a reta dada.

O primeiro se refere a possibilidade de existéncia da figura que foi possivel derivar
resultados desta geometria diferente, por sua vez, o segundo é um resultado que ocorre dentro
de um dos elementos desta teoria. Os seguintes resultados podem ser encontrados na
referéncia Viera (2018).

Teorema 1 Os angulos do topo de um Quadrilatero de Saccheri sdo congruentes.

Demonstracdo: Seja ABCD um Quadrilatero de Saccheri, primeiramente, trace uma
diagonal a outra BD. Deste modo, temos AD pertencente ao triangulo BAD e AD pertencente
ao triangulo CAD. Pela hipdtese, sabemos que os angulos BAD e CDA sédo céngruos. Uma
vez que AD pertence ao triangulo BAD e AD pertence ao triangulo CAD e, pela hipdtese,

BA = CD, entdo temos uma caso de semelhanca de tridangulos do tipo lado-angulo-lado.
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Logo, AC = BD .Vejamos agora os triangulos DBC e ABC. Temos BD pertencente a DBC e
BD pertencente a ABC. Também temos BD congruo AC. Deste modo, temos 4C = BD
pertencente a DBC e BD = AC pertencente a ABC. Por fim, temos BC pertencente a DBC e
BC pertencente a ABC. Pelo caso de semelhanca de tridngulos lado-lado-lado, concluimos
que ABC é semelhante ao DBC e, portanto, DCB = ABC.

B C B c

D

Figura 1 — Congruéncia dos angulos superiores de um Quadrilatero de Saccheri.

Teorema 2 Todo triangulo em Geometria Hiperbdlica tem a soma dos angulos
internos menor que 180°

Demonstracdo: Dado um triangulo ABC, aplicamos o Teorema de Saccheri-
Legendre?, temos que a + b + ¢ < 180°. A afirmagdo a + b + ¢ = 180° é possivel somente
com o Postulado das Paralelas. No entanto, afirmar isto é afirmar o Postulado das Paralelas
de Playfair. Ndo podemos manter resultados contraditérios como verdadeiros, entdo
concluimos que para a Geometria Hiperbdlica essa afirmativa é falsa. Dai esta a afirmativa
verdadeira, a + b + ¢ < 180°. Portanto, os tridngulos na Geometria Hiperbolica sé podem

ter a soma dos seus angulos internos menores que 180°.

Figura 2 — Triangulo na Geometria Hiperbolica.

5 Consideracdes Finais

20 teorema diz que a soma dos angulos internos de um triangulo é no maximo 180°.
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Diante do exposto, notamos que a Geometria Hiperbdlica é diferente da Geometria
Euclidiana. Entre suas diferencas temos a soma dos angulos internos da Geometria
Hiperbdlica ser estritamente menor que 180°, temos também a impossibilidade de haver
quadrados nesta geometria e a existéncia de varias paralelas num ponto fora de uma reta
dada sdo fatos que merecem destaque.

Na Geometria Euclidiana, por sua vez, a soma dos angulos internos dos tridngulos é
exatamente igual a 180°, existem quadrados e por um ponto fora de uma reta ha apenas uma
paralela a referida reta que passa por este ponto.

Estudar sobre as Geometrias ndo Euclidianas pode propiciar um contato com diversas
faces do que se refere & Matematica. Foi visto sobre o funcionamento da axiomatica, sobre
Histdria da Matematica, sobre as linhas filosoficas da Matematica, em especial o logicismo
matematico, entre outros assuntos tangentes.

Por fim, vale destacar que as Geometrias ndo Euclidianas ndo possuem a intencdo de
negar a existéncia e validade da Geometria Euclidiana, mas sim de ampliar a compreensao
e entendimento a respeito do que entendemos por Geometria, ou seja, venho para

complementar o pensamento geométrico.
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