UNIVERSIDADE FEDERAL DO TOCANTINS
CAMPUS DE ARAGUAINA
CURSO DE LICENCIATURA EM MATEMATICA

CARLA ALVES DOS SANTOS VENTURIN

UMA ANALISE MATEMATICA PARA COMPREENDER O FENOMENO CANCER

ARAGUAINA
2018



CARLA ALVES DOS SANTOS VENTURIN

UMA ANALISE MATEMATICA PARA COMPREENDER O FENOMENO CANCER

Monografia apresentada ao curso de Licenci-
atura em Matematica da Universidade Fede-
ral do Tocantins, como requisito parcial para
a obtencdo de titulo de Licenciado em Ma-
tematica.

Orientador: Prof. Dr. José Carlos de Oliveira

Junior.

ARAGUAINA
2018



CARLA ALVES DOS SANTOS VENTURIN

UMA ANALISE MATEMATICA PARA COMPREENDER O FENOMENO CANCER

Monografia apresentada ao curso de Licenci-
atura em Matematica da Universidade Fede-
ral do Tocantins, como requisito parcial para
a obtencdo de titulo de Licenciado em Ma-
temadtica.

Orientador: Prof. Dr. José Carlos de Oliveira

Junior.

Aprovada em: / /

BANCA EXAMINADORA

Prof. Dr. José Carlos de Oliveira Junior (orientador)

Prof. Dr. Alvaro Julio Yucra Hancco

Prof. Dr. Adolfo da Silva Melo



Dados Internacionais de Catalogacdo na Publicacio (CIP)
Sistema de Bibliotecas da Universidade Federal do Tocantins

V469a  Venturin, Carlas Alves dos Santos.

Uma Analise Matematica para Compreender o Fendmeno Cancer. / Carlas
Alves dos Santos Venturin. — Araguaina, TO, 2018.

471

Monografia Graduagao - Universidade Federal do Tocantins — Campus
Universitario de Araguaina - Curso de Matematica, 2018.

Orientador: José Carlos De Oliveira Junior
1. Desenvolvimento do cancer. 2. Equagdes diferenciais. 3. Equagdo do
calor. 4. Matematica Aplicada. I. Titulo
CDD 510

TODOS OS DIREITOS RESERVADOS — A reprodugdo total ou parcial, de qualquer
forma ou por qualquer meio deste documento ¢ autorizado desde que citada a fonte.
A violagdo dos direitos do autor (Lei n°® 9.610/98) ¢ crime estabelecido pelo artigo 184
do Codigo Penal.

Elaborado pelo sistema de geracio automatica de ficha catalografica da UFT com os
dados fornecidos pelo(a) autor(a).



Aos meus pais.



AGRADECIMENTOS

E com muita alegria que quero aqui expressar meus sinceros agradecimentos.

Agradeco a minha mae, Aurelina Maria dos Santos, € ao meu pai, Jorge Alves dos Santos,
por sempre acreditarem em mim e por terem batalhado para que hoje eu pudesse ter aquilo que
para eles ficou apenas como sonho para os filhos. Ao meu esposo, Jamur André Venturin, pelas
palavras de incentivo e pela paciéncia nos momentos que estive distante e exausta nesta fase de
finalizacdo do trabalho de conclusdo de curso. Obrigada por ter sido a melhor influéncia nesta
caminhada académica. Aos meus colegas Iago e Tony, pelos diversos grupos de estudo que
contribuiram e muito para minha evolu¢do como estudante.

Agradeco também aos meus amigos Renato Paixdo e Margareth Carvalho que ficaram na
torcida pelo meu sucesso académico. As minhas irmas Edneide, Edvania e Edileuza, e aos meus
sobrinhos Ana Bianca e Jodao Pedro e toda a minha familia, que acreditaram no meu potencial e
me motivaram em diversos momentos com palavras de encorajamento.

Nao posso deixar de agradecer em especial meu orientador, professor Dr. José Carlos de
Oliveira Junior, que hoje tenho como um grande amigo, por todo apoio e dedicacdo para me
orientar nessa monografia. Obrigada por compartilhar seus conhecimentos comigo. Serei infi-
nitamente grata.

Agradeco a todos os docentes que contribuiram direta ou indiretamente para minha formagao
profissional. Por fim, manifesto minha gratidao a Deus, por ter me dado forca e saide para rea-

lizar o sonho de me tornar uma profissional na drea da educacao.



“A Matematica se aplica e, assim, torna-se viva’.

Carla A. S. Venturin.



RESUMO

Esta monografia tem por principal objetivo compreender através de uma andlise matemadtica
como a células neoplésicas se desenvolvem no corpo humano. Primeiramente, abordaremos
a titulo informativo o que € cancer, como ele ocorre e alguns tipos de tratamento. Logo em
seguida, trataremos a parte tedrica de alguns conteidos que servem como base para compre-
ender o modelo matemético para o cancer. Diante da teoria apresentada, demonstraremos a
aplicacdo das equagdes diferenciais ordindrias (EDOs) e equagdes diferenciais parciais (EDPs)
na resolu¢do da equagdo do calor na barra unidimensional, conteidos estes que serdo o €ixo

para expormos a dindmica que existe no modelo matemaético que serd discutido.

Palavras-chave: Desenvolvimento do cancer. Equagdes diferenciais. Equagao do calor.



ABSTRACT

This monograph aims to understand through a mathematical analysis how the neoplastic cells
develop in the human body. First, we will cover for information what is cancer, how it oc-
curs and some types of treatment. Soon after, we will discuss the theoretical part of some
contents that serves as a basis for understanding the mathematical model for cancer. Conside-
ring the presented theory, we will show the application of the ordinary differential equations
(ODEs) and partial differential equations (PDESs) in the resolution of the heat equation in the
one-dimensional bar, contents that will be the axis to expose the dynamics that exist in the

mathematical model that will be discussed .

Keywords: Cancer development. Differential equations. Heat equation.
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Capitulo 1

Introducao

Nesta pesquisa, serd apresentado um modelo matemético para compreender como as células
tumorais se desenvolvem no organismo. Para adentrar no assunto, primeiramente, explicaremos
o que é cancer, como ele ocorre € os tipos de tratamentos. Além de mostrar a aplicacdo ma-
temdtica que existe por tras do desenvolvimento e tratamento do cancer, o projeto tem cunho
informativo, que visa conscientizar a populacdo do que venha ser cancer e alguns efeitos desse
fendmeno. O publico destinado a presente pesquisa tem uma estreiteza com alguns conceitos
de equacdes diferenciais e integrais, que serdo o eixo para desenvolver o tema em questdo.
Tendo como base a dissertagao de mestrado de Rafael Trvissanuto Guiraldello [3], onde o autor
analisa um modelo matematico de tratamento de cincer via quimioterapia em ciclos, € que da-
mos prelidio aos nossos estudos, abrangendo a matematica que existe por trds da medicina, em
especial do desenvolvimento do cancer, uma doencga que ainda causa pavor ao ser mencionada.

Inicialmente, apresentaremos a equacdo que demonstra a evolucdo das células neoplasicas
(células que perderam suas caracteristicas fisiologicas normais, ou seja, células que sofreram

mutacdes e que podem desenvolver um tumor), que € dada por:
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Logo em seguida, serd apresentada a equacao que descreve a evolucao das células normais,

que é dada por:
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A equacdo que descreve a evolugdo das células endoteliais também serd estudada e € dada
por:
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Essas trés equacoes formam um sistema de equacdes que possibilita uma andlise das células
neopldsicas, normais e endoteliais com o efeito do agente quimioterapico. Cada termo que
compoe tais equagdes serd detalhado no capitulo 4.

O principal objetivo desta pesquisa € mostrar ao leitor a respeito do cancer e trazer uma
divulgacdo cientifica no sentido de mostrar a matematica abstrata como aplica¢c@o na édrea da
saude, compreendendo melhor essa doenca, que foi considerada a doenca do século passado.

Este trabalho esta dividido em 5 capitulos. No segundo, trataremos a respeito do cancer em
si, trazendo informagdes e dados sobre a doenga. No terceiro capitulo, motivamos o leitor com o
estudo da Equagao do Calor Unidimensional, modelando o fendmeno e resolvendo tal equagao.
O quarto capitulo, por sua vez, destina-se a apresentar dois sistemas de equagdes diferenciais
que descrevem o comportamento de células do organismo com cancer e compreender alguns de
seus termos no sentido pratico. Finalmente, no capitulo cinco, fazemos nossas consideracoes
finais.

Ressaltamos que, para uma leitura fluente, o leitor deve ter familiaridade com conceitos do

Calculo Diferencial, Algebra Linear e Anélise.



Capitulo 2
Sobre o Cancer

Cancer € o nome atribuido a uma série de doencas, que tem como caracteristica o cresci-
mento desordenado das células. Em geral, as células normais que formam os tecidos do corpo
humano se dividem e multiplicam de forma continua e organizada, correspondendo as neces-
sidades especificas do corpo. Em suma, é importante ressaltar que a proliferagao das células
nao corresponde na totalidade a incidéncia de céncer, pois nem todas as células normais tém
a divisdo celular de forma continua e organizada. Um exemplo, sdo os neurdnios que nunca
se dividem; outro exemplo sdo as células do tecido epitelial que dividem-se de forma rapida e
continua. Sendo assim, o cancer tem a caracteristica de crescimento desordenado das células,
mas existem excecoes que nao totalizam essa classificacdo (INCA, 2011).

Como classifica-se o crescimento desordenado das células? O corpo é formado por trilhdes
de células. As células normais nascem, dividem-se e morrem de uma forma organizada. Quando
essas células sofrem alteracoes, que por consequéncia geram mudancgas na estrutura do DNA
(4cido desoxirribonucleico),elas tém uma produgdo e divisdo acelerada, além disso, nao morrem
como as células normais, fazendo com que mais células anormais se reproduzam. Segundo o

Instituto Nacional de Cancer:

A proliferacdo celular pode ser controlada ou nio controlada. No cresci-
mento controlado, tem-se um aumento localizado e autolimitado do nimero
de células de tecidos normais que formam o organismo, causado por estimulos
fisioldgicos ou patoldgicos. Nele, as células sdo normais ou com pequenas
alteracdes na sua forma e fung@o, podendo ser iguais ou diferentes do tecido
onde se instalam. O efeito é reversivel apds o término dos estimulos que o
provocaram. No crescimento ndo controlado, tem-se uma massa anormal de
tecido, cujo crescimento é quase autdnomo, persistindo dessa maneira exces-
siva apds o término dos estimulos que o provocaram. As neoplasias (cncer
in situ e cancer invasivo) correspondem a essa forma ndo controlada de cresci-
mento celular e, na prética, sdo denominadas tumores.(INCA, 2011, p. 16)

NOTA: “O cancer se caracteriza pela perda do controle da divisdo celular e pela capacidade

de invadir outras estruturas organicas.” (INCA, 2011, p. 17).
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O que se entende por Neoplasias?

A neoplasia, também conhecida como tumor, € uma proliferacdo anormal do tecido do or-
ganismo e estd classificada em duas ordens: benignas e malignas. A neoplasia benigna é ca-
racterizada pelo crescimento celular organizado e geralmente lento, porém, esses tumores se
localizam em uma determinada regido e ndo invadem tecidos vizinhos. Na maioria dos casos
de neoplasias benignas, o procedimento utilizado para remocao € dado por meios de cirurgias.
No caso de neoplasias malignas ou tumores malignos, tem como caracterizacdo o crescimento
desordenado e acelerado das células, tendo a capacidade de expandir e invadir outras regides;
esse procedimento é conhecido como metastase. Os tumores malignos t€m um maior grau de
autonomia e resisténcia, podendo colocar a vida do hospedeiro em alto risco de morte, pois esse

tipo de neoplasia pode ser resistente ao tratamento. (INCA, 2011)

Quais a principais diferencas entre Neoplasias benignas e ma-
lignas?

Neoplasia benigna ou tumor benigno: Formado por células bem diferenciadas (semelhantes
as do tecido normal); estrutura tipica do tecido de origem; crescimento progressivo; pode regre-
dir; mitoses normais e raras; massa bem delimitada, expansiva; ndo invade nem infiltra tecidos
adjacentes; ndo ocorre metastase. (INCA, 2011, p 19)

Neoplasia maligna ou tumor maligno: Formado por células neoplasicas (diferentes das do
tecido normal); atipico; falta diferenciacdo; Crescimento rapido; mitoses anormais € numerosas;
Massa pouco delimitada, localmente invasivo; infiltra tecidos adjacentes; Metdstase frequente-
mente presente. (INCA, 2011, p. 20)

Todo tumor é um cancer?

Nao, nem todo tumor é um cancer. O tumor se origina pelo crescimento e acimulo de
células em uma determinada regido do corpo. Para ser classificado como cancer, esse tumor
tem que ser maligno, ou seja, crescer de forma rdpida e desorganizada, podendo infiltrar-se em
tecidos vizinhos. (INCA, 2011, p. 24)

NOTA: “O cancer é uma neoplasia maligna.” (INCA, 2011, p. 28)

Todo cancer origina-se de um tumor?

N3ao, nem todo cancer origina-se de um tumor. Existem exce¢des como a leucemia, em que

as células doentes (células cancerosas) estdo presentes no sangue, que percorrem por todo o
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corpo.

O processo de formacao de um cancer

As células do corpo humano se renovam constantemente, e elas sofrem mutacdes genéticas
espontaneas, ou seja, alteragdes nos genes do DNA. As células que sofreram as alteracdes
ou mutagdes passam a receber informagdes erradas, 0 que por consequéncia compromete as
suas atividades de origem. Esse processo de formacao chama-se carcinogénese ou oncogénese,
podendo levar vérios anos para que o tumor se torne visivel, devido ao seu desenvolvimento
acontecer de forma lenta. O processo de formacdo do cancer estd composto por trés estigios,
sendo eles, “estdgio de iniciag¢do, onde os genes sofrem acdo dos agentes cancerigenos; estagio
de promocgdo, no qual os agentes oncopromotores atuam na célula ja alterada; estagio de pro-

gressdo, caracterizado pela multiplicagcdo descontrolada e irreversivel das célula.” (INCA, 2011)

O que causa cancer?

As causas do cancer sao variadas. Embora as células estejam submetidas a mutacdes es-
pontaneas, ndo necessariamente o organismo vai desenvolver o cancer devido a essa mutagao.
As causas que contribuem para o desenvolvimento do cancer envolvem fatores externos (ta-
bagismo, radiacdo, dlcool, dgua, terra, ar, etc.), fatores internos (heranca genética, condicoes
imunolégicas, hormonios, outros.) ou por ambos simultaneamente. Os hébitos e estilos de vida
adotados pelas pessoas podem proporcionar varios tipos de cancer. Um exemplo de cancer re-
lacionado ao estilo de vida que uma pessoa adota € bem representado pelo cancer do pulmao,
onde o individuo tem contato com um fator quimico, por exemplo o tabaco , onde existem
variadas substincias quimicas em sua composi¢do, deixando o organismo mais vulnerdvel a
desenvolver uma doenca cronica. E relevante ressaltar que quanto maiores sio o tempo de uso
e a quantidade que uma determinada pessoa se submete a esse tipo de substincia, maior é o
risco dela desenvolver o cancer de pulmdo. Segundo o Dr. Antdnio Pedro Mirra, 85 a 90% do
cancer de pulmao estd relacionado ao tabagismo, enquanto o risco determinado pela polui¢cdo
atmosférica e do ambiente de trabalho € de apenas 10 a 15% dos casos (MIRRA, 2010, p. 28).

As causas externas e internas podem interagir de varias formas, aumentando a probabilidade
de transformacgdes malignas nas células normais. O surgimento do cancer depende da intensi-
dade e da duragdo da exposi¢cdo das células aos agentes causadores de cancer. Por exemplo: o
risco de uma pessoa desenvolver cancer de pulmao é diretamente proporcional ao nimero de
cigarros fumados por dia e ao niimero de anos que ela vem fumando.” (INCA, 2011)

Dados percentuais das principais causas do cancer podem ser vistos no grafico a seguir.
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Figura 2.1: Porcentagem para causas do cancer
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Fonte: (INCA, 2011).

Quem esta sob o risco de desenvolver um cancer?

Qualquer pessoa esta submetida ao risco de desenvolver cancer, porém os hébitos e estilos
de vida de cada individuo que vao favorecer a desenvoltura da doenga. Por exemplo, uma
pessoa que tem o habito de fumar estard mais propicia a desenvolver o cancer de pulmao do
que a pessoa que nao fuma; uma pessoa que tem casos de cancer na sua familia, parentes de
primeiro grau, corre um risco maior a desenvolver o cancer do que uma pessoa que ndo tem
histérico de cancer familiar. (INCA, 2011)

Uma pergunta pertinente é: Por que a maioria dos casos de cancer atinge as pessoas apos 0s
40 anos de idade?

Durante a fase de vida inicial do ser humano, as células nascem, dividem-se e se multiplicam-
se para formar os tecidos do corpo. Na fase adulta, as células nascem para recompor as células
que ja estdo velhas ou desgastadas. Nessa fase, é natural que esse processo de reproducdo das
células esteja mais suscetivel a sofrer mutacoes. Na fase adulta (apds os 40 anos de idade),
as células foram submetidas por mais tempo a fatores de risco que ocasionam o cancer. So-
mando as duas varidveis, isso explica em parte o porqué o cancer atinge as pessoas de idade
mais avancada. (INCA, 2011)
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Principais tipos de tratamento

Segundo artigo publicado pelo Instituto Nacional de Cancer (INCA), ABC do cancer (Abor-
dagens Baésicas para controle do Cancer), existem 3 formas principais de tratamento de cancer,
sendo elas: cirurgia, quimioterapia e radioterapia. Cada tratamento tem sua finalidade es-
pecifica, porém pode acontecer de o paciente precisar de um unico tratamento ou dos 3, isso
dependerd do diagndstico do médico. Por exemplo, o paciente pode ter passado pelo proce-
dimento cirdrgico para retirada do tumor; e, ainda, o médico pode diagnosticar que o mesmo
também precise passar pelo procedimento quimioterdpico, e pode ser que o tratamento prossiga
com a radioterapia, e vice-versa. Cada caso € um caso. Outro exemplo, pode acontecer, inclu-
sive, de o paciente ndo passar pela cirurgia e fazer apenas a quimioterapia ou radioterapia. O
procedimento varia de acordo com o caso de cada paciente. O tempo de tratamento dependera

também do caso, alguns podem durar 6 meses, 12 meses e outros a vida toda.

Finalidades da quimioterapia

Quimioterapia prévia, neoadjuvante ou citorredutora: indicada para a redugao de tumores
loco e regionalmente avangados que, no momento, sdo irreversiveis ou ndo. Tem a finalidade de
tornar os tumores ressecdveis ou de melhorar o prognostico do paciente.” (INCA, 2011, p 67)

Quimioterapia adjuvante ou profilatica: indicada apds o tratamento cirirgico curativo,
quando o paciente nio apresenta qualquer evidéncia de neoplasia maligna detectavel por exame
fisico e exames complementares.” (INCA, 2011, p 67)

Quimioterapia curativa: tem a finalidade de curar pacientes com neoplasias malignas para
as quais representa o principal tratamento (podendo ou ndo estar associada a cirurgia e a radio-
terapia). Alguns tipos de tumores no adulto, assim como varios tipos de tumores que acometem
criangas e adolescentes, sdo curdveis com a quimioterapia. (INCA, 2011, p. 67)

Tratamentos de tumores solidos, avangados ou recidivados, ou neoplasias hematopoiéticas
de evolucdo cronica. Permite longa sobrevida (meses ou anos), mas sem possibilidade de cura;
sendo porém, possivel obter-se o aumento da sobrevida global do doente. (INCA, 2011, p. 67)

Quimioterapia paliativa: indicada para a palia¢do de sinais e sintomas que comprometem
a capacidade funcional do paciente, mas ndo repercute, obrigatoriamente na sua sobrevida.
Independente da via de administragdo, € de duracao limitada, tendo em vista a incurabilidade do
tumor (doenca avancada recidivada ou metastatica), que tende a evoluir a despeito do tratamento
aplicado. (INCA, 2011, p. 68)
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Finalidades da Radioterapia

Radioterapia curativa: principal modalidade de tratamento radioterdpico; visa a cura do
paciente.

Radioterapia pré-operatoria (RT prévia ou citorredutora): procedimento que antecede
a principal modalidade de tratamento, a cirurgia, para reduzir o tumor e facilitar o procedimento
operatdrio. (INCA, 2011, p. 68)

Radioterapia pos-operatoria ou pés-quimioterapia (radioterapia profilatica): segue-
se a principal modalidade de tratamento, com a finalidade de esterilizar possiveis focos mi-
croscopicos do tumor. (INCA, 2011, p. 68)

Radioterapia paliativa: objetiva o tratamento local do tumor primdrio ou metastase(s),
sem influenciar a taxa da sobrevida do paciente. E usada principalmente nas seguintes cir-
cunstancias: Radioterapia anti-hemorrdgica: modalidade de radioterapia paliativa com a finali-
dade especifica de controlar sangramentos. (INCA, 2011, p. 68)

A radioterapia € o método de tratamento local ou locorregional do cancer que utiliza equipa-
mentos e técnicas variadas para irradiar dreas do organismo humano, prévia e cuidadosamente
demarcadas. Finalidades da radioterapia: As finalidades da radioterapia relacionadas acima e
referem a pacientes adultos, ja que, em criancas e adolescentes, cada vez menos se utiliza a radi-
oterapia, em virtude dos efeitos colaterais tardios ao desenvolvimento organico que ela acarreta.
(INCA, 2011, p. 68)

Angiogénese Tumoral

O corpo humano é revestido por inimeros vasos sanguineos, e neste vasos contem as células
endoteliais, células essas que tem como algumas de suas funcdes facilitar o fluxo laminar do
sangue,e de modular a coagulagcdo e inflamacgdo presentes no nosso corpo. No processo de
angiogénese, responsavel pela formacdo de nossos vasos sanguineos estd diretamente ligado
a reproducdo das células endoteliais. Multiplos processos do funcionamento do nosso corpo
dependem da angiogénese, por exemplo, o processo de cicatrizagdo e a formagao do endométrio,
camada interna do utero, durante o ciclo reprodutor feminino. (Rafael Trevissanuto, 2015, apud,
Wetberg, 2008).

A angiogénese acontece quando algo inesperado acontece no nosso corpo, por exemplo,
uma inflamacao causado por uma bactéria; ja a angiogénese tumoral estd relacionada ao cres-
cimento tumoral que se manifesta através das células neopldsicas (Rafael Trevissanuto, 2015,
apud, Hanahan e Weinberg, 2011).

A angiogénese tumoral manifesta-se quando um tumor sem vasos sanguineos atinge um

diametro fora do normal,fazendo com que as células neoplésicas se aproximem das células
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endoteliais devido a falta de oxigénio, isto ocorre pelo processo nomeado TAFs (Tumor Angi-
ogenic factors). Diante deste processo as células endoteliais correspondem ao gradiente TAFs,
formando brotos continuos que vao em dire¢do ao tumor, produzindo uma ligacdo do tumor
ao vaso sanguineo que dao aporte ao crescimento tumoral (Rafael Trevissanuto 2015, apud,
Carmeliet e Jain, 2000).

Destacando um tipo de Cancer — Cancer Colorretal (CCR)

Segundo os autores Rodrigues Gama, Gama Habr e Pagin, em [6], o cancer colorretal cor-
responde a cerca de 15% de todos ao casos de cancer, e esse tipo de cancer € resultado de
mutacoes genéticas, mutacoes essas que levam a propagacdo dessas células, gerando o cancer
chamado adenocarcinoma. Essas mutacdes genéticas vém de um processo cumulativo que se
origina de natureza hereditdria ou ambiental. Assim como qualquer tipo de doenga, quando
rastreada com antecedéncia, eleva a chance de cura, e com o CCR segue o mesmo protocolo,
a sua prevenc¢do diminui a sua incidéncia e mortalidade. Rodrigues Gama, Gama Habr e Pagin
afirmam que, conhecendo os fatores de risco € que se pode criar critérios de rastreamento, com
o objetivo de prevenir o desenvolvimento de tumores, assim como obter diagndsticos precoce de
neoplasias ja existentes. Pondera ainda que o risco para CCR pode ser considerado moderado,
alto ou muito alto.

O grupo populacional com moderado risco corresponde as pessoas de ambos 0s sexos, acima
de 50 anos de idade, que € a faixa etdria em que o CCR € mais frequente. Nesse grupo, o risco de
desenvolver ao longo da vida alguma neoplasia colorretal é de 4 a 6% entre homens e mulheres.
No grupo com alto risco estdao incluidas as pessoas com algum familiar de primeiro grau que
teve uma neoplasia colorretal antes dos 45 ano, ou mais de um familiar de primeiro grau com
esse tipo de neoplasia em qualquer idade, ou ainda aqueles com familiar de primeiro grau com
adenoma maior que 1 cm. Também estao nesse grupo pessoas que tiverem um adenoma maior
que 1 cm, multiplos adenomas maiores que 1 cm ou cancer colorretal. Entram também aqueles
que tém doenga inflamatoria cronica, com retocolite ulcerativa ou doenga de Crohn de longa
duracdo. O risco desse grupo deve desenvolver uma neoplasia colorretal ao longo da vida varia
de 20 a 30%. O grupo com alto risco compreende as pessoas que pertencem a familias com
historia de cancer com caracteristicas autossomicas dominantes ou com tipos de transmissao
hereditéria. ([6], p. 187).

Os Rodrigues Gama, Gama Habr e Pagin relatam que os grupos de risco para o CCR é um
dos fatores principais para o rastreamento precoce dos tumores ou para ndo desenvoltura dos
mesmos, mas, além dos fatores de risco, existe um fator que também € muito importante para
a prevencao. Os habitos cotidianos estdo diretamente ligados ao risco de desenvolver cancer.

Segundo os autores, alguns alimentos como fibras, frutas, vegetais, célcio, vitamina D, folato,
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alguns antioxidantes e minerais, em um alto consumo, apresentam um carater protetor para as

neoplasias colorretais.



Capitulo 3
Preliminares para Modelagem

Derivadas parciais e equagdes parciais sao pontos cruciais para as aplicacdes na area de
Fisica, Engenharia, Ciéncias Bioldgicas etc, todas essas dreas que almejam trazer para vida
real o sentido matematico. Quando se modela um problema da vida real, tem-se a abertura de
relacionar teoria e pratica, pois a modelagem matemadtica se origina da necessidade que temos
de compreender o fendmenos que nos inquietam, buscando solucdes aproximadas do problema.

Entende-se que equagdes contendo derivadas sao definidas como equagdes diferenciais, por
exemplo, para compreender e analisar problemas que envolvem a propagacao de ondas sonoras,
faz-se necessario saber parte do contetido de equagdes diferenciais, pois, para compreendermos
como essas ondas estdo se comportando, precisamos levar em consideragdo vdrias varidveis,
a vista disto, as equacdes diferenciais nos possibilitam desenvolver uma simplificacdo do pro-
blema, ou seja, através do modelo matematico encontraremos uma solucdo para o problema
em situacoes adversas; em linguagem matematica, as equagoes sdo as relacdes com o modelo
e as derivadas sdo a taxas de variagdes. Com base no que fora dito, da-se prelidio ao modelo
matematico que, nesta pesquisa, estudard o comportamento das células tumorais, utilizando
conceitos de derivadas parciais e equagdes parciais. Para melhor compreensido do desenvol-
vimento desta investigacdo, conceituaremos € mostraremos exemplos do que venham ser uma

derivada parcial e uma equacao parcial.

3.1 Definicao de Limite e de Derivadas Parciais

O limite de uma func¢do € fundamental para determinarmos uma reta tangente a uma curva
em um dado ponto ou a velocidade de um objeto em um determinado instante; por exemplo,
quando calculamos um limite especifico de uma funcdo de n varidveis, podemos encontrar o
que chamamos de derivada parcial ao variar apenas uma das varidveis. Isto acontece porque
calcular tal limite de uma funcdo quando x tende a um determinado ponto @ € 0 mesmo que

calcular a derivacdo da funcdo quando z for igual a a.

17
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No que se refere a limite de uma fung¢do com uma varidvel, seja f : I — R uma fungao
definida em um intervalo aberto I que contém, possivelmente, o ponto x = a. Dizemos que o
limite de f(x), conforme x se aproxima de a é o nimero L, em que denotamos

lim f(x) =L

T—a
se, para cada numero £ > 0 existe um nimero correspondente 6 > 0, tal que, para todos os
valores de x com 0 < |z —a| < d tem-se |f(z) — L| < e.

Aprofundar-se neste contetdo fugird do intuito inicial da pesquisa. Deixamos aqui algumas
bibliografias caso o leitor tenha maiores interesses nesta teoria, [8] e [9].

No contexto de limite de fun¢do com duas varidveis, seja f definida em torno do ponto
(z0,Y0), exceto talvez no proprio (zo,yo). Entdo, o limite de f(x,y) quando (z,y) tende a

(x0,%0) € L, e escrevemos

lim  f(z,y)=1L

(z,y)—(z0,y0)

se, para todo € > 0, por menor que seja, existir um 6 > 0, tal que, se

0 < /(x—20)2+ (y —yo)? < centdo | f(z,y) — L| <.

Entendendo melhor o conceito de limite de funcdes de varias varidveis, podemos introduzir
o conceito de derivadas parciais.

Derivada parcial € a derivagdao de uma funcao de n varidveis, com , em que tratamos n < 2
essa funcdo como funcdo de uma dimensao, fixando as demais varidveis e derivando em relagc@o
a uma varidvel e assim sucessivamente.

No caso de uma func¢ao de duas varidveis, = e ¥, a derivada parcial de f em relacdo a x, é

determinada por:

D f(a.y) = lim T D 20,

quando o limite existe.
Em que D; representa a variagdo da fun¢@o em relacao a varidvel x, que também pode ser

escrita na forma —.
T

O limite lim fle+hy) — flz,y)
h—0

zero, em que fixamos a varidvel y e derivamos em relacdo a varidvel x. Perceba que ao fixarmos

representa o limite da fun¢do f quando delta x tende a

a varidvel z, tivemos uma acréscimo a ela do tamanho de delta = e dividimos toda a func¢ao por
delta x, ou seja, isto significa a varia¢ao da fun¢ado dividido pela variacdo da varidvel x. Isto € a
derivada parcial de x no ponto (z,y).

Analogamente, a derivada parcial de f em relagdo a y, é representada pela férmula:
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Do f(,y) = lim L&Y = (@.y)

h—0 h

Y

quando o limite existe.

Em que D, € a variacdo da fungdo em relacdo a varidvel y, que também pode ser escrita na

forma 2L 0 limite Dyf(,y) = lim flay+h) — flz,y)
0 h—0 h

em que fixamos a varidvel z e derivamos em relagdo a variavel y.

representa a derivada da f(x,y)
O processo de encontrar uma derivada parcial € chamado de derivagdo parcial. Vejamos
agora um exemplo onde encontraremos uma derivada parcial de uma funcdo de duas variaveis.

Exemplo 3.1. Utilizando dos conceitos de derivadas parciais, encontraremos D1 f(z,y) e
D1f(3,-2), onde f(x,y) = 3z* — 2zy + y*.

Solucao:

flx+hy) = f(z,y)
h

. 3+ h)?—2(x+ h)y + y* — 32 — 2zy + o
= lim
h—0 h

i 322 + 6xh + 3(h)? — 2zy — 2y(h) + y* — 32% + 2zy — y?
= lim
h—0 h

_ 6z(h) + 3(h)? — 2y(h)
~hlo h

= lim 6z + 3h — 2y
h—0

= 6z — 2y.

Para solucionar a f(z,y) = 3x? — 2xy + 32, aplica-se a férmula (D;) das defini¢des de
limites e derivadas, em que a derivada parcial de f estd sendo encontrada, isto é, fixamos y
e derivamos em funcdo de z. Perceba que feito isto, encontramos uma equacdo que depende
dos valores de duas varidveis x e y. Analogamente, ao aplicar a formula (D,) da defini¢do de
limites e derivadas, encontramos uma funcao que dependera do valor de duas varidveis, em que
fixamos = e derivamos em relacado de y.

Para encontrar derivada parcial, com respeito z, onde foram indicados os pontos especificos
da func¢do, aplica-se a mesma ideia anterior. Vejamos!

Encontraremos o valor de D f(3, —2), onde f(z,y) = 32> — 2zy + y*. Temos que
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Dy f(3,—2) = lim L8 F100) = F(3,22)

h—0 h

iy BB 2B+ h)(=2) £ (=2)° — 27+ 14+ 4)
h—0 i

. 27+ 18(h) +3(h)* + 124 4(h) +4—43
= lim
h—0 h

= lim 18 + 3h + 4 = 22.
h—0

3.2 Definicao de Equacoes Diferenciais

Equacao diferencial (ED) é qualquer equacdo que envolva pelo menos uma derivada, em
que a solugdo dessas equagdes tem significado de encontrar o valor da varidveis dependentes
nas condicoes das varidvel independente.

Uma equagdo diferencial € classificada em duas categorias: equacdo diferencial ordinaria
(EDO), em que tem apenas derivadas de funcdes de uma varidvel, ou seja, ndo possuiu nenhuma
derivada parcial; e equagdo diferencial parcial (EDP), em que temos mais de uma derivada, isto
€, essa equagao é composta por derivadas parciais.

As equagdes diferenciais nos possibilitam modelar e encontrar solu¢des para fendmenos
naturais, tais caracteristicas potencializam a importancia do verdadeiro espirito da matemaética.

Assim como as equagdes envolvendo polindmios sao classificadas com o grau de seu po-
lindbmio, as equagdes diferenciais também sao classificadas de acordo com sua ordem, na qual
a ordem das EDs € a ordem da derivada mais alta que apresenta-se na equacao.

Alguns exemplos de EDOs de segunda, terceira e quarta ordens:

EDO de segunda ordem: 327% + 4% — 10y = €%

EDO de terceira ordem: % + ZQTZ + 6y = 0;

EDO de quarta ordem: xQZlfTZ + seny = 2x;

Alguns exemplos de EDPs de primeira, segunda e terceira ordens:

EDP de primeira ordem: u; + uu, = 0;

EDP de segunda ordem: u; = 3%ugy;

EDP de terceira ordem: u; = g, + cosu;

De uma maneira mais formal, podemos explicitar uma equacdo diferencial ordindria de

ordem n que envolve uma fun¢ao desconhecida f do seguinte modo:

df &2f dn f

de’ dz? dan
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ou
df d*f arf
F —, ==, ..., — | =0.
(x7 f? dm’ dgL‘Q 7 Y d;[‘n
Do mesmo modo, de maneira formal podemos expressar uma equacao de derivadas parciais

em que f é uma funcio qualquer, do seguinte modo:

ou Ou ou 0% omu 0
Ory 0y’ 10222 0x,0xy’ ' Oxm )

Para a solucao de EDOs e EDPs, primeiramente temos que verificar qual o grau da equacao,

F (xlvx%'“ y L,y U,

se é uma equacdo implicita ou explicita, separavel,homogénea, linear, dentre outras naturezas
de identificacdo de uma equacgdo diferencial. Para melhor compreensdo dessas caracteristicas

de identificacdo sugiro .

3.3 Motivacao: Equacao do Calor

Nesta secdo, desenvolveremos a equagao do calor para termos uma melhor compreensao de
possiveis aplicacdes de equacdes diferenciais. Nosso intuito é desenvolver a equagao do calor
unidimensional (em uma barra) € resolvé-la, explicitando a fun¢do temperatura e compreenden-
do-a melhor, por conseguinte. Para maiores detalhes sobre este assunto, veja [7].

Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768 — 1830) considerou uma barra isolada, uniforme, de um
certo comprimento L, com uma temperatura inicial em cada ponto z, com = € [0, L], supds
que as temperaturas das extremidades da barra fossem O e que a temperatura de cada secdo
transversal da barra fosse constante. Com isso, Fourier representou a temperatura pela funcao

u(z,t) de cada ponto = da barra em um determinado instante .

Figura 3.1: Barra horizontal

Fonte: [5]

Considerando 3 principios fisicos é que chegaremos a equacao do calor nessa situagdo. O
primeiro é que a densidade de energia de calor (quantidade de energia de calor dividida pelo

comprimento) é proporcional & temperatura u, isto é, qualquer que seja o intervalo [a,b] da

IC F.Simmons e Krantz, 2008



CAPITULO 3. PRELIMINARES PARA MODELAGEM 22

barra, a quantidade de energia de calor é proporcional a fba u(z,t)dr (segdo 6.3 de [7]). O
segundo principio surge da lei do resfriamento de Newton veja [7] , que diz que a diferenca
de temperatura € proporcional a taxa de calor que flui de um lugar quente para um lugar frio.
Assim, a versdo infinitesimal deste principio é que taxa de fluxo de calor por um ponto zx, da
esquerda para direita, é alguma constante negativa vezes u,(x, t). Esta dltima derivada parcial
significa a diferenca de temperatura no instante x sobre o comprimento do intervalo considerado
(isso no sentido infinitesimal). Fluxo, por sua vez, € o comprimento do intervalo multiplicado
pela velocidade (aqui, taxa de calor).

O terceiro principio € devido a conservagdo de energia (veja [7]), pois a barra ndo possui
fontes de calor, isto €, a inica maneira do calor entrar e sair da barra € pelas extremidades.

Em linguagem matematica, os trés principios ddo forma a equacao do calor, que é:

b
a ). w@ e =nlus(b,6) —us(a, )],

onde 7)? é uma constante positiva de proporcionalidade. Podemos, ainda, reescrever essa equagio

do seguinte modo, usando o Teorema Fundamental do Célculo,

b b
/ut(m,t)dx—UZ/ Uz (, t)d.

Como esta equagdo vale para todo valor de b € [0, L], derivamos em relag@o a b e encontra-

mos

ue(z,1) = N*Upe (2, 1).

Podemos ainda denotar tal equagdo da seguinte forma, que serd a que trabalharemos poste-
riormente.

Uy = Kugy,

com K > 0.

Nesta equagio, perceba que temos uma derivada em fungdo de ¢ e duas derivadas em funcao
de x. Para solucionar o problema, precisamos colocar condi¢des de acordo com o fendmeno
estudado. Uma condicao inicial para a derivada em funcdo de ¢ serd fixar ¢ = 0, isto é, sabere-
mos em cada ponto x da barra qual € a temperatura no tempo 0, em que essa fung¢do ird variar
de acordo com os valores de x, ou seja, colocaremos a seguinte hipdtese: u(x,0) = f(x), para
alguma funcdo f conhecida.

Como dito na introducdo desta secdo, a temperatura nos extremos da barra no tempo ¢

qualquer sempre serd zero. Vamos resolver, entdo, o seguinte problema.
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u; = kug,; equacdo do calor
u(0,t) = u(L,t) = 0; condi¢des nas extremidades da barra

u(z,0) = f(z),0 <z < L;temperatura inicial da barra.

Vamos resolver este problema, isto €, encontrar uma fun¢do u (temperatura) que satisfaca
as condi¢des acima dadas.

Como nesta equagcao buscamos uma solu¢ao como fungio de duas varidveis, utilizando do
método de separacdo de varidveis, vamos supor que podemos separar as varidveis da fungao
u(x,t) como um produto de duas fungdes que dependem de cada variavel separadamente. Em

simbolos,

u(z,t) = X(x)T(t).

Vamos encontrar as fungdes u,.(z,t) e us(x,t). Como fazer isso? Perceba, na equacao,
que a ordem da derivada em funcdo de = € 2, e a derivada em funcdo de ¢t € 1. Logo, temos
que derivar as fungdes de acordo com sua ordem, em outras palavras, temos que derivar u(x, t)
duas vezes em relacio a x e uma vez em relacdo a t. Este processo € feito da seguinte maneira:
quando estivermos derivando em fung¢do de x, ¢ € mantido como constante, e neste caso deriva-
mos apenas o z; de maneira similar, quando estivermos derivando em relacdo a ¢, a varidvel x é

mantida como constante. Vejamos:

Uge(z, ) = X" (2)T(t)

u(x,t) = X(x)T'(t)
Substituindo tais derivadas na equagao do calor, obtemos

X (2)T'(t) = KX"(2)T(t)

X'(a) _ T'(1)
X(z)  KT(t)

Note que chegamos a uma expressao que nos diz que uma func¢io que depende apenas de
x € igual a uma fungdo que depende apenas de t. Neste caso, temos que analisar quando que
uma funcdo € igual a outra; podemos dizer que a fun¢do que depende de x € igual a uma fungdo

que depende de ¢ quando, por exemplo, x = ¢; mas ja sabemos que z e ¢ sdo diferentes. Para
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X//
solucionar esse problema, a tnica condi¢do que satisfaz a igualdade serd quando e ((x)) =
T
T'(t)

" KT(t)
Igualando as equagdes a uma constante fixa, digamos —\, perceba que obtemos dois novos

, isto é, as fun¢des serdo iguais a uma constante fixa.

problemas, a saber, duas novas equacoes diferenciais ordindrias. Vejamos!

X"(z) 4+ AX(x) =0

T'(¢) + AKT(t) = 0.

Repare que, no lugar de uma equacao diferencial parcial, obtivemos duas equagdes diferen-
ciais ordindrias, uma em funcdo de x e outra em fun¢do de ¢. Poderiamos, a partir daqui, sim-
plesmente resolver as equagdes ordindrias e analisar cada caso obtido de cada uma das equacoes,
porém, temos que analisar as condi¢des nas extremidades da barra, em que u(0,¢) = u(L,t) =
0. Nos sabemos que u(z,t) = X (x)7T(t), com isto temos que u(0,t) = X (0)7(t) = 0. Para
essa igualdade ser verdadeira, um dos fatores do produto tem que ser 0, mas note que, se 7'(t)
for 0, na equagdo u(x,t) = X (z)7T'(t), teremos uma solugo igual a 0, e isto ndo resolve o pro-
blema geral. Logo, X (0) = 0 e T'(t) # 0. De maneira semelhante, vamos analisar a condigao
dabarranau(L,t) = X(L)T(t) = 0, como ja vimos que 7(t) # 0, isto implica que X (L) = 0.

Das duas equagdes ordindrias obtidas, vamos resolver a equagdo X" (x) + A X (x) = 0.
O motivo pelo qual escolhemos resolver esta equacdo se da pelo fato dela ser entre as duas,
uma equagao em que obtivemos duas condi¢des de contorno, o que a torna mais completa para
resolugdo. Depois que analisarmos todos os casos de X" (x) + AX (z) = 0, vamos analisar a
equacdo 7"(t) + AKT'(t) =0

Para resolver a equacgdo escolhida, vamos ter que analisar os casos em que A\ é negativo,
igual a O e positivo.

Para A\ = 0, substituindo na equagdo, temos
X"(z) +0X(z) =0

= X"(z) = 0.

Aplicando integral em ambos os lados duas vezes, obtemos X (x) = Cz+ D. Agora, vamos
analisar o que obtemos quando aplicarmos as condi¢des de contorno X (0) = 0e X(L) = 0

dentro da solucdo e assim analisar se A = ( resolve o problema em questao.
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Sendo
0=X(0)=C0+D=0= D =0.

Sabendo que D = 0, na segunda condic@o de contorno X (L) = 0, temos que
0=X(L)=CL+0=CL=0.

Para CL = 0,0u C' = 0 ou L = 0. Mas, como L é o comprimento da barra, entdo L # 0,
logo
C=0.

Encontramos que C' = 0 e D = 0. Portanto, X (z) = Cx + D = 0, o que implica que a
funcdo u(z,t) = X (x)T'(t) = 07(t) = 0, pois ao substituirmos 0 no lugar de X (z) obtemos
um produto em que um dos fatores € 0, e isto resulta em uma solugdo igual 0. Assim, no caso
de A = 0, ndo conseguimos uma solucio que seja vélida para a nossa andlise, pois, se A = 0,
entdo a fungdo u(x, t) se anula, e com isso ndo teremos o que analisar na nossa equagao.

Para \ < 0, escrevemos A = —a? e vamos resolver a equagdo dada por

X"(z) — *X(x) = 0.

Esta € uma equacao diferencial de segunda ordem com coeficientes constantes e homogénea.
A teoria que resolve esse tipo de equacdo pode ser encontrada no capitulo 3 de [2]. A equacdo
caracteristica a ser considerada é

r’—a?=0

cujas solucdes sdo r = £a. Com isto, temos que as solucdOes gerais da equacdo diferencial
considerada sdo dadas por
X(x) = d1e™® + dye ",

para algumas constantes d;, d;. Note que temos como base na solu¢cdo a soma de duas expo-

nenciais. Utilizando dos conceitos de cosseno hiperbdlico e seno hiperbdlico, em que

eaa: + 6—06$
coshaor = ———
2
e
ar _ p-ax
senhar = ———
2 b

podemos reescrever a fungio X () = d1e** + dye** da seguinte maneira

X(z) = C} coshax 4+ Cysenh au.

Com efeito, tem-se
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C1 cosh ax + Cysenh axr =

o)+ () =

Cfleayc + Crlefam N CQea:r _ Crzefam

2 2
Cleaz + Canx N Cle—az _ 026—a$ B
2 2 N

(Cl+02) o (01—(]2) o
e+ | —)e .
2 2

Ci + C c,—C
Com isso, basta tomarmos d; = ( L —; 2) edy = ( L 5 2), e isto nos prova que de-

senvolvendo a equagdo dentro dos conceitos de seno e cosseno hiperbdlicos, ndo alteramos a
solugdo.
Analisando e aplicando as condi¢des de contorno para a funcdo X (z) = Cjcoshax +

(Cysenh ax, temos

0 = X (0)C}cosh0 + CysenhO.

Como temos que

coshax = l
2
eaO + e—ao 2
ho0)=—— =—-—=1
cosh a 5 5
e
senh ax = e -¢ =
2
al e—aO 0
senh a0 = =— =0
@ 2 2
Portanto,

0 = X (0) = Cy cosh(a0) + Cysenh (a0) =
0=X(0)=Cy(1) + Cy(0) =
C, =0.

Temos também
0= X(L) = Cjcosh(aL)+ Csysenh (aL).

Como sabemos que C'; = 0, entdo

0 = X(L) = Cysenh (aL).
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Neste caso, Cy = 0, pois, caso contrario, terfamos senh («L) = 0, porém, para isso, &« = 0 ou
L = 0. Estamos analisando a equagdo no caso que A < 0, logo a # 0; sabemos também que
L # 0, pois € o comprimento da barra. Portanto, s6 me resta C'y = 0.

Como C = 0 e Cy = 0, novamente encontramos um caso em que zeramos a fungao u(z, t),
e ja vimos que essa solu¢io nao nos interessa.

Vamos analisar, agora, o caso em que A > 0.

Para \ positivo, isto €, A > 0, chamaremos A = a?

X"(z) + AX (z) = 0, encontramos

, € com isto substituindo na equacao

X"(z) 4+ a*X(x) =0,
cuja equacao caracteristica é dada por
2 +a’=0

e as solugdes sdo r = Fai. Aplicando o principio da superposi¢do (veja [2]), temos que a
solucdo geral é dada por
X(z) = C) cos(ax) + Cysen(ax).

Substituindo as condi¢des de contorno, vejamos

0 = X(0) = C, cos(a0) + Cysen(a0)=
0 = X(0) = C cos(0) + Chsen(0)=>
0= X(0) = Oy (1) + Cy(0)=
¢y =0.

Para 0 = X (L), temos
0= X(L) =Cjcos(al)+ Cysen(al).
Ja encontramos que C; = 0, logo
0= X(L) = (0)cos(al) + Cysen(aL)=

0= X(L) =0+ Cysen(al).

e ™m
Neste caso, para sen(aL) = 0, isso implica que a. = nm = a = - comn € N.

Escrevendo matematicamente, podemos dizer que
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X"(x)+AX(z) =0

quando ) for igual a a2, ou seja, estritamente positivo, chegamos a seguinte solugdo:

2.2
X, (7) = cpsen (n[j; a:) )

Resolvida nossa primeira equagdo, agora, vamos analisar a seguinte equacao:

T'(t) + AKT(t) = 0.

Como j4 vimos na primeira equacdo que para A = 0 e A < 0, ndo obtemos condicdes que
nos interessam, ou seja, a fungdo u(z,t) se anula, vamos partir para a resolugio da segunda

equacio no caso em que A > (. Vejamos!

2.2
T'(t) + ”LZ KT,(t) =0 =
2.2
T(t) = = KT,(t).

Pela propriedade da derivada de exponencial, pode ser provado que

T,(t) = Ape” 2

Encontramos um grupo infinito de solucdes para a fungao X em funcio de = e encontramos
um grupo infinito para a fun¢do 7" em fung@o de ¢, logo podemos reescrever a fungdo u(z,t) =

X (x)T'(t) da seguinte maneira

up(z,t) = Xp ()T, ().

Fazendo o somatdrio das solucdes obtidas para cadan € N e vendo que a equagdo estudada é

uma equacao diferencial ordindria linear, obtemos que as somas também sao soluc¢des. Portanto,

+oo
7’L27T2 —n27f2Kt
u(z, t) = E CaSen |~ Ape 270

n=1

Definindo ¢, A,, = D,,, ficamos com

Finalmente, considerando nossa condi¢do inicial u(x,0) = f(x), vamos finalizar a resolugio
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do problema, fazendo ¢ = 0 e obtendo

+oo 77,271'2
f(z) = u(z,0) = ZDnsen ( 72 a:) ) (3.1)
n=1

Diante de algumas hipéteses sobre a funcdo f, é possivel determinar os coeficientes D,, de
tal maneira que a igualdade (3.1) seja verificada. Para provar esse fato, precisamos compreender
conceitos sobre séries de Fourier, os quais, para que nao fujamos do objetivo central desta
pesquisa, apenas referenciaremos em [7].

Feitas essas consideragdes, vemos que encontrar solucdes para uma equagdo diferencial
nem sempre € um processo simples. Assim como a equagao do calor modela o fendmeno in-
troduzido nesta secdo, neste trabalho, apresentaremos alguns sistemas de equagdes diferenciais
parciais que modelam o comportamento de células neoplésicas. Nosso intuito, devido ao grau
de dificuldade de resolubilidade de equagdes diferenciais, € apenas trazer a tona a matematica
por trds da compreensdo do fendmeno céancer.

Existem outras equagdes diferenciais que modelam varios outros fendmenos naturais. Abaixo,
trazemos alguns exemplos.

u; = o&?(u,r 4 uyy), Equagdo do Calor Bidimensional

u;t = C*u,x, Equacdo da Onda Unidimensional

it = o?u,x + [%u; + v*u, Equagdo do telégrafo

u;t = K?u,xrz, BEquagio da viga engastada

wit + uwu, + u,xx = 0, Equacio de Korteweg-de Vris para as ondas de dgua-rasa
- Z Ugz,z; () + V(2)u = f(x,u) Equagdo de Schrodinger que pode modelar fendmenos
i=1

quanticos
Nas proximas secdes, apresentaremos alguns conceitos utilizados nas principais equagoes

diferenciais apresentadas neste trabalho.

3.4 Laplaciano de uma Funcao

O Laplaciano de uma funcao f € a soma de todas as derivadas parciais de segunda ordem
da funcdo f. Este operador é encontrado com frequéncia em modelos da Fisica. Se estamos
trabalhando com aplica¢des que abordam derivadas parciais em uma funcdo de trés varidveis,
por exemplo, w = f(x,y, z), para encontrarmos o laplaciano de f no ponto genérico (z,y, 2)
do dominio de f, denotado aqui como V?f(x, vy, z), fazemos

V()= 2L 2L 0L
oxr?  Jy? 022

Essa ideia se expande em casos de fungdes com n varidveis. Em geral, o laplaciano de uma
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funcéo diferenciavel f de n varidveis no ponto (x1, zo, - - , x,) é dado por

n
VQf(xth) e axn) = foixi(xlvx% e wrn)-
=1

Para entendermos um pouco mais sobre o laplaciano de uma fungao, considere a equagdo
da difusdo do calor dada por:
10T ¢
= =2+ V7T
adt k ’
1 e P B ~ . ( . ~
onde — ¢ a difusidade térmica, % é a geracdo de energia interna e V27T é o laplaciano da funcdo
o
temperatura 7". Analisando um caso particular da equacdo dada, quando nao héd geracdo de
energia interna, ou seja, quando % = 0, vamos obter conclusdes sobre o fendmeno analisando
o laplaciano da funcdo 7. Com a geracdo de energia sendo nula, a equacdo com a qual vamos

trabalhar € a seguinte:

Perceba que estamos desenvolvendo uma equagdo unidimensional, em que vamos derivar
em funcdo de . Nos conceitos do Calculo Diferencial, podemos através do sinal da derivada

segunda de T', T", (ou seja, V2T para o caso de apenas uma variavel) estudar o comportamento
2

do fendmeno em questao. Por exemplo, se oz > (0, a concavidade do grafico de 1" esta voltada
d2

para cima; se, porém, el < 0, a concavidade do gréfico de T estd para baixo. Isso significa
2

que, se o laplaciano de 1" for maior que zero, isto €, Tz > 0, o valor da temperatura neste ponto

€ menor que o valor médio da temperatura ao seu redor. Fisicamente falando, isto significa que

haverd uma transferéncia de calor ao redor do ponto para o ponto e, portanto, a temperatura
2

do ponto tende a aumentar. No caso em que o laplaciano € menor que zero, isto &, 5z < 0,
o valor da temperatura neste ponto € maior que o valor médio da temperatura ao seu redor e,
fisicamente falando, isto significa que havera transferéncia de calor do ponto em questdo para
os arredores, ou seja, o ponto encontrado perderd calor.

Existem outras inimeras aplicacdes do laplaciano na Fisica como no Teorema da Divergéncia,

Potencial Newtoniano e na Teoria de Malhas.

3.5 Gradiente de uma Funcao

Outro conceito do Célculo Diferencial que possui aplicagdes na Fisica e que lidaremos aqui
¢ o de gradiente de uma fun¢do. O gradiente de uma fungdo escalar f € um vetor que aponta na

direcdo de maior inclinacdo do grafico da funcao f. Para calcular o vetor gradiente, calculamos
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as derivadas parciais de primeira ordem da func¢do no ponto dado. A nota¢do matemadtica mais

usual de gradiente € dada do seguinte modo:

Vf@?l,xz,'“,ffn):(af ﬁ af).

Oz, 0xy’  Ox,

Por exemplo, dada uma fungdo z = f(z,y), o vetor gradiente no ponto (a,b) é dado da
seguinte maneira:

Vf(a,b) = (g—i(a, b), %(a,b)) :

Uma aplicacao matematica que aborda a importancia do conceito de gradiente é bem repre-
sentada na resolucdo de problemas em que visamos calcular a taxa de variacao de uma funcao
em uma determinada direcao em um ponto dado, isto é, a derivada direcional de uma funcdo em
um ponto (para maiores detalhes, veja [8]). Por exemplo, seja f(z,y) = 9 — 2% — y?, em que
queremos calcular a derivada direcional no ponto (a,b) = (4,4) e na dire¢do do vetor unitario

1 1 .. ) . .
V= ( ) . Primeiramente, como a derivada direcional é dada por

V2' V2

of
%(av b) = <Uv Vf(a, b)>a

vamos calcular o gradiente da fungdo f no ponto (4, 4). Temos

0 0
8—£(x,y) = 2r = 8_£(474) = -8
0 0
=2y = s

= Vf(4,4) = (-8,-8).
Aplicando o resultando obtido na derivada direcional, tem-se

of 1 1 1 1 _16
a1=((J575) =75 75) o=

Exemplo 3.2. Ache o gradiente das seguintes funcoes:

fla,y) =42 =3zy +y* e g(z,y) =Iny/22 +y2

Solucao:
Seja a fungdo dada por f(z,y) = 42> —3xy+y?>. Para calcular seu gradiente, primeiramente,
vamos calcular a derivada parcial em relacdo a z e a y. Feito isto, o gradiente € o vetor cujas

componentes sao elas. Vejamos!

of of
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De modo semelhante, vamos determinar o vetor gradiente da fungdo g(x, y) = In /22 + y2.

Temos que

1
In /22 + 92 = In(2? + yQ)% =5 In(2? + 3?).

Sendo assim,

1 1 1 1
vf($7y): (§x2+y22x’§x2+y22y)

Vf(x,y)=< - Y >

x2+y2’m2+y2

Exemplo 3.3. Determine uma funcdo z = f(x,y) tal que V f(2,1) = (4,5).

Solucao:
of of
ox’ dy

e f,(2,1) = 5. Existem intimeras func¢des que satisfazem isso. Por exemplo, f(z,y) = z? +

Por defini¢do, temos que V f(z,y) = ( ) . Queremos, entdo, encontrar f,(2,1) =4

5y + 30 € uma dessas fungdes, uma vez que f,(z,y) = 2z e f,(x,y) = 5, e isso implica que
f2(2,1) =4e f,(2,1) = 5, 0 que mostra que tal funcio é¢ uma das fun¢des procuradas. Outra
fun¢do que poderiamos ter tomado € f(z,y) = 4y — y>. Deixaremos ao leitor a tarefa de
mostrar esse fato.

Existem muitas outras aplicacdes deste conceito. Aqui, referenciamos [8].



Capitulo 4
Modelo Matematico para o Cancer

Este capitulo serd destinado a apresentacdo de um modelo matemético para o estudo do
cancer. Nosso intuito, como proposta principal deste trabalho, é apenas mostrar a forca da ma-
temadtica por tras de uma melhor compreensao em relacdo a uma das doengas mais temiveis do
século. Nao faremos aqui um estudo aprofundado sobre o assunto, mas tentaremos a0 maximo
explicitar as conclusdes que a matemdtica nos permite ter ao estudarmos o cancer sob sua ajuda.

Primeiramente, vamos analisar um sistema de equagdes diferenciais que dao origem a um
modelo matematico de tratamento de cancer via quimioterapia em ciclos. Este modelo ma-
tematico foi retirado do trabalho de mestrado de Rafael Trvisanuto Guiraldello, que pode ser en-
contrado em [3]. Tendo como referéncia esta obra, vamos analisar como as células neoplasicas
se comportam. Parafraseando este trabalho, vamos explicar o que cada termo das seguintes
equagoes representam, e, devido ao grau de complexidade, ndo nos preocuparemos com a parte
aplicada, por exemplo, ndo traremos a maneira com a qual tais equagdes sdao obtidas.

A primeira equagdo do sistema de equacdes diferenciais, que estuda o comportamento das

células neoplésicas, € dada por:

ON
_é?tl = D\V*N, + 1N (1

N
: d NiNy — Nip

S N SN & . 4.1
K1+L1) 12K1—|—L1 G+Q ( )

Abaixo, o significado de alguns termos.

e D, V2N, tem como representatividade o produto da constante aleatéria D; pelo laplaciano
V2, e N, representa a densidade das células neopldsicas. Esta parte da equacdo é assumida
como uma amostra de células que se movimentam aleatoriamente. Sabemos que o laplaciano
¢ a soma de todas as derivadas parciais de segunda ordem da fung¢do. Quando o laplaciano de
uma determinada fun¢do é maior que zero, significa graficamente que temos a concavidade para
cima; ja quando € menor que zero, a concavidade é para baixo. No caso das células neoplésicas,
nesta expressao, o termo laplaciano estd calculando, de certa forma, a variagdo da densidade das

células neoplésicas em um determinado tempo ¢.

33
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Ny

oer Ny (1 — ——+
< K+ L,
sendo a capacidade de suporte, e K| € uma densidade constante. Esta expressao nos diz o quanto

): r1 € uma taxa de crescimento, K; + L (L; células endoteliais)

as células neopldsicas estdo crescendo. Para tal estudo, N; depende de L, pois se as células
endoteliais estdo atingindo um diametro fora do que se julga normal, essas células podem estar
sendo estimuladas pelo processo chamado angiogénese tumoral (veja capitulo 2 desta pesquisa),
em que essas células comecam a formar brotos continuos em determinados tecidos do corpo. A
capacidade de suporte das células neoplésicas depende e varia de acordo com a densidade das

células endoteliais.
1

K+ Ly
a2 € o termo de competicdo que acontece entre as células normais e as células neoplésicas.

® —(9 N1 Njy: aqui, descrevemos o termo de competicdo dessas células, em que
Perceba que, nesta expressao, temos o termo que descreve a taxa de crescimento das células
endoteliais e a capacidade de suporte das mesmas. A andlise que tiramos daqui € como as

células tumorais estdo competindo com as normais.

o —Niu : temos os elementos N; que representa as células neoplasicas, ¢ que € a den-

sidade do coam—gonente quimioterdpico, () o agente quimioterdpico e D a constante aleatdria.
Aqui, analisamos em especial, como as células estdo agindo com a reacdo quimica. A andlise é
feita determinando a taxa de crescimento dessas células com relagdo ao agente quimioterapico,
ou seja, estuda-se se essa taxa € crescente ou decrescente.

De modo geral, essa primeira parte do sistema de equagdo analisa a densidade das células
neoplésicas em um determinado tempo, por exemplo, ao recolher uma amostra do paciente com
objetivo de verificar as células, € feita uma andlise para um tempo igual a zero, depois faz-se
para um tempo igual a z, para um tempo igual a y, e assim sucessivamente, ou seja, no tempo
igual a zero, x e y, dependendo de todas essas varidveis que compdem a equacao, estuda-se a
densidade das células.

A segunda equacdo do sistema de equagdes € dada por:

aNQ N2 T2 Q
—= = DyV2N. No(1—"-2) — g —N Ny — N. .
BN 2 2+ 79 2( Kg) 0421K2 14Va 2yb+Q

(4.2)

Nesta equacao, estuda-se o crescimento das células normais.

e Dy,V?2N,: de modo similar & primeira equac@o, esta parte estuda a densidade das células
normais (/Vo) em um determinado ponto do fendmeno.

Ny : : . :
oy No(1 — ?) caracteriza o crescimento das células normais, em que 7, descreve a taxa
2 . . . .

constante das células normais, /N, representa as células normais e K5 a capacidade de suporte
dessas células, ou seja, analisa-se o crescimento das células normais em relagdo a capacidade

de suporte.

T2
L K . . .
indica o movimento de competicdo entre as neopldsicas em relagcdo a capacidade de suporte das

e —as;— N1 Ny: representa a competi¢ao das células normais e neoplésicas, no qual aw;
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células normais.

) —Nzy%: descreve a acdo do agente quimioterdpico nas células normais, N, sdo as
células normais, v a taxa de decaimento do agente quimioterdpico, () o agente quimioterapico
e b a concentracdo do agente quimioterdpico.

Nessa parte da equacdo, analisa-se a densidade das células normais em um determinado
tempo, e deste modo compreende-se qual estd sendo a evolugado das células normais em relagao
a neoplasicas em cada tempo determinado.

A terceira parte do sistema de equacdes € dada por:

0Ly o

Ly
~—— = D;V’L Li(1+—=—)—-—(L,)?%—-
ET VoL +¢& 1( +KL) k2< 1)" =1

L,Q
c+Q

— V(x(Ny, L))VN,.  (4.3)

Através dessa terceira equagdo, vamos compreender a importancia das células endoteliais
no fendmeno cancer.
e D;V2L,: examina a densidade das células endoteliais em um determinado tempo; essa

andlise € feita em tempos diferentes.

L
dependem das células neoplasicas, com o intuito de modelar a liberagdao de TAFs ao redor do

L
ol | 1+ K—1> : £ € a taxa especifica que analisa a progressao das células endoteliais que

tecido celular, tendo como limitante a capacidade de suporte K.

o . _— . . .
) T (L1)*: o é o termo que verifica a competi¢do das células endoteliais por nutrientes.
2
L,Q . . ‘
o n : n e a taxa de decrescimento que o agente quimioterapico exerce nas células
c

endoteliais, dependendo da densidade de drogas que estdo concentradas em c.

e V(x(Ny,L1))VN;: V € o gradiente quimico que descreve o declinio dos agentes qui-
miotaticos. Sendo ele negativo, significa que as células estdo se propagando em direcio contraria
as substancias da droga; se positivo, quer dizer que as células estdo se propagando em dire¢cdo
as substancias da droga.

A andlise desta equagdo nos diz como estd se comportando a taxa de variacdo das células
endoteliais, analisando também em que direcdo estas células estio se propagando em relagdo a

substancia utilizada para o combate das células neoplasicas.

4.1 Comportamento das Células Neoplasicas sem o Agente
Quimioterapico

O que acontece com as células do cancer quando ndo ha o agente quimioterdpico? E como
1sso acontece?
Traremos, nesta se¢do, o rigor matemético que pode responder essas questdes de maneira

precisa. O que faremos aqui é manter a proposta inicial do trabalho que € trazer a discussdo



CAPITULO 4. MODELO MATEMATICO PARA O CANCER 36

as ferramentas matematicas para compreender melhor este fenomeno. Apresentaremos, entao,
o sistema de equagdes diferenciais ordindrias, agora, sem os termos que dependem do agente
quimioterdpico que aparecem nas equacoes (4.1), (4.2) e (4.3); rescrevendo-o, vamos analisar o

seguinte modelo:

( dNy Ny N1N,
— =N(l-———F )~
dt Ky + Ly K+ 14
dN:
d_t2 = T2N2(1 - N2) — a1 No Ny 4.4)
dLy Ly
—— =N (1 - =) —a(Ly)>
7 3 1( KL> o(L1)

Para desenvolver esse sistema de equacdes, primeiramente teriamos que definir alguns con-
ceitos que sdo necessarios para a andlise deste fendmeno. Nesta parte do trabalho, nos depa-
ramos com uma teoria ampla e densa na andlise de sistemas dinadmicos, a saber, o estudo de
estabilidade e instabilidade de pontos especificos do sistema considerado. Apresentar toda essa
teoria de forma que compreendéssemos a relagao deste estudo com o cancer fugiria do objetivo
central proposto nesta pesquisa. Entdo, referenciamos as literaturas [7], pagina 455, [3], pagina
26, e [4], capitulo 1, para que o leitor possa, caso necessario, se aprofundar e conhecer melhor
os conceitos aqui envolvidos. Por essa causa, falaremos naturalmente de alguns conceitos sem
a preocupacao do aprofundamento necessario para sua compreensao, acreditando que o leitor
interessado o fard baseado nas referéncias supracitadas.

Ora, quando estudamos sistemas dinamicos (sistemas que mudam com o tempo), analisamos
se um dado ponto € instdvel ou estdvel, ou seja, as interacdes que sao feitas nas fungdes de um
sistema dinamico, elas podem convergir ou divergir a um determinado ponto, e isto define a
estabilidade ou nao-estabilidade de um determinado ponto. Essas defini¢des sao cruciais para o
entendimento do sistema (4.4).

Perceba que, para estudarmos o sistema de equagdes sem o agente quimioterdpico, as
equagoes foram reduzidas de derivadas parciais para derivadas ordindrias. Entdo, calculando
as derivadas dos sistemas e aplicando os pontos de equilibrio, obtemos:

Derivando em relagdo as varidveis Ny, Ny e Ly a primeira equagcao dada por

dN, N (1 Ny NN,
- = - - — Vg —
dt ! K+ Ly YK+ L
temos
d le d N le NlNQ 2N1 CY12N2
[ _ e — — — — —
dNy \ dt dN, YUK+ L Pk + Ly ki +Li ki + Ly
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B 2N7 + a1a Ny
ki+Li

Para a segunda equacao,

d le . d N 1— Nl N NlNQ _ 0412N1
ANy \ dt )~ dNy \" ki + Ly P+ L) kL

Para a terceira,

d (@) o (Ny)? a;pN1Ny N? + a12N1 N,
dL, \ dt (kv + L1)?2 (k1 + Lq)? (k1 + Ly)?

dN N N1 N.
Logo, a solugdo das derivadas da equagao d_tl =N (1 — KlTlLl) — algﬁ sao:
2N1 + OélQNQ OélgNl N12 —+ 0612N1N2
Sl - 1 - T 5 S2 = — > 3 =
ki + Ly ki 4+ Ly (k1 + Lq)?

dN-
Fazendo o mesmo para a equagio d_t2 = roNo(1 — N3) — 179 Na Ny, temos
d [ dN:
d—]vl (d_'[;2> = TQNQ(]_ — NQ) — CYQlTQNQNl = —CY217"2N2.

Agora, em relacdo a variavel N,, tem-se

d (dN2

dNy \ dt

d
dN: ) = 73Na(1 — Na) — anraNoNy = —— (raNy — 1o NG — a1y Ny )
2

dN,
= 7’2(1 — 2N2 — OéglNl).

Ja em relacdo a L, obtemos

d (dN d
dL < dtZ) = dL (TQNQ(l — NQ) — 04217“2]\72]\71) = O
1 1

dN.
Portanto, a soluc@o das derivadas de d_152 = roNo(1 — Ny) — 9119 No Ny sdo:

54 = —05217"2N2, 55 = T'Q(l — 2N2 — OéglNl), S@' = O

Finalmente, seguindo o mesmo raciocinio empregado, agora, para a equagao

dL, L, )
Y en, (1= 22 oL
dt 51( KL) o

temos

d dLl d Ll Ll
v () =aw (99 () o) =< (- )



CAPITULO 4. MODELO MATEMATICO PARA O CANCER 38

Com respeito a varidvel N, segue que

d [(dL, d Ly 9
= Ni(l——)—0oL7j) =
N, ( dt ) N, (5 =)= 1) 0
e a variavel L, temos
d (dL; d Ly 2 Ny
= Ni(l——)—0oL7) =—-&— —20L,4.
dL, ( dt) dL, <5 =)o 1) 87, ok

dL L
Assim, a solugdo das derivadas de d_tl =ENi (1 — K—l) — o L3 sdo:
L

5725(1__)7 58:07 SQZ—S%—QO'LL
1

Todos esses calculos foram feitos para estudarmos a estabilidade de alguns pontos do sis-
tema em questdo, que serd feito utilizando algumas ferramentas da Algebra Linear, como au-

tovalores, por exemplo. Existem quatro pontos de equilibrio para este sistema. Eles sdao os
seguintes:

Py (N1, Ny, Ly) = (0,0,0)
Py(Ny, Ny, Ly) = (0,1,0)
P3(Ny, Ny, Ly) = (N7,0, Ny — kq)
Py(Ny,No, Ly) = (Z/V\bj/v\l — ki, ]/\7\1 — k1 4+ aa(l — 0421]/\7\1)),

onde N e J/\f\l sao dados na pagina 20 de [3].

Para analisarmos os pontos de equilibrio nas solu¢des encontradas, vamos estudar a matriz
jacobiana do sistema (4.4). Ela € dada por

S1 Sy S
J - 54 55 Sﬁ
Sy Sg Sy

Aplicando os valores de pontos de equilibrio de P; em J, temos

1 0 0
J(Pl): 0 T9 0
e 0 0

Para determinar os autovalores da matriz J(P;), precisamos calcular o determinante da
matriz
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3 0 00—\

que, por se tratar de uma matriz triangular inferior, seus autovalores sao os elementos que estao
em sua diagonal principal, sendo eles: j; = 1, jo» = 5 € 73 = (0. Como os autovalores j; > 0 e

J2 > 0, é possivel concluir que P; é um ponto instavel.

S1 Sy S
De maneira andloga, calcularemos os autovalores da matriz Jacobiana J = | S, S5 S
St Ss Sy
nos pontos de equilibrio para P, Ps, e P;.
Aplicando o ponto de equilibrio P, em .J, obtemos as seguinte matriz
a12
1—— 0 0
Ky
J(PQ) = —Q91 —ry 0
€ 0 0
ky —
O autovalores de J(P;), portanto, sao J; = 1k—0612’ Jo = —ry e J3 = 0. Para conhecer-
1

mos o sinal destes valores, neste caso, precisamos analisar como mais detalhes o autovalor Jy,
colocando algumas condi¢des para k; e 2. Esses detalhes sao obtidos com base nos seguintes

teoremas cujas demonstragdes se encontram em [3].
Teorema 4.1. ( Critério de Rauth-Huwitz para sistema de segunda ordem) Uma condi¢do ne-
cessdria e suficiente para que ambas as raizes do polinomio
MN+ayr+a,=0
tenham parte real negativa é a; > 0,as > 0.

Teorema 4.2. (Coroldrio de Cayler-Hamilton) O polindmio minimal de uma matriz quadrada

A é o uinico polinémio monico m(x) de grau minimo tal que m(A) = 0.

Teorema 4.3. (Franklin etal, 2009, apud Rafael Trevissanuto Guiraldelo, pag 50, 2015) A
equacdo ©(t) = Ax(t) é marginalmente estdvel se o somente se todos os autovalores de A tem
parte real igual a zero ou aqueles que tém parte real igual a zero sdo raizes de multiplicidade

1 de polinémio minimal de A.
Para conhecermos sobre a estabilidade do ponto P, precisamos do seguinte resultado.

Teorema 4.4. Se a5 < ky, entdo P, é um ponto marginalmente instdvel; caso contrdrio, é um

ponto marginalmente estdvel.
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Analisando as condicodes de Ji, para P ser um ponto instdvel, temos que ayo < kq, pois,

assim, J; > 0. No caso de k; = ay2, obtemos a seguinte matriz:

0 0O O
J(PQ) = —ag; —ry 0
19 0 0

Pelos Teoremas 4.3 e 4.4, se k; = a2, podemos concluir que P, € instavel. Pelo Teorema
4.4, no caso em que k; < s, segue que P, ¢ um marginalmente estavel.

Aplicando o ponto de equilibrio P; em ./, obtemos as seguinte matriz

—1 19 1
J(P3) = 0 71 0
S 0 S
& Ny k -~ N*
no qual S; = 5(1_71+k_1)’j1 =ro(1—a9 NY), Sy = —f?l—ao(]\/'f—kl). Os autovalores
L !

de J(P3) sdo: j; = ro(1 — aanN¥), jo = j3, js = ji, onde j; e j; dependem dos elementos da
matriz J(P3).
Verificando a instabilidade ou estabilidade no ponto Ps, dize-se que a estabilidade de Pj

depende exclusivamente de ji, e esta andlise € feita quando as; > N E a instabilidade de P;
1

¢ representada quando ai; < N

Para o estudo do ponto P4,1Rafael Trevissanuto em [3] fez a andlise através de graficos
computacionais. Para melhores esclarecimentos, sugerimos ao leitor analisar o trabalho do
mesmo. Por meio dele, diante dos graficos, pode-se notar que existe uma instabilidade numérica
de coexisténcia em que P, transita para Ps.

Diante de todas essas informacgdes, conclui-se que a instabilidade dos pontos de equilibrio
esta diretamente ligada aos termos de competi¢ao entre as células normais e neoplasicas oo, a
competi¢cdo das células neoplésicas e a capacidade de suporte das células normais a;. Mesmo
que a competi¢do entre as células normais e neopldsicas se potencialize acima da densidade
constante, a elimina¢do do tumor sem o tratamento se dad de forma lenta e apenas quando o
tumor € muito pequeno e a formagao de novos vasos sanguineos anormais nao seja significativa
para o crescimento dele. Em outras palavras, analisando a competi¢cdo da massa de células
normais com as neoplasicas, quando o tumor ndo tiver alcangado uma densidade alta, que induz
o crescimento das células endoteliais para o crescimento do tumor, existe a possibilidade da
eliminacdo do tumor ter sucesso sem o agente quimioterapico e, no caso em que isto acontece,

a regressao do tumor se da de forma lenta.
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4.2 Sistema de Equacoes com o Agente Quimioterapico

Nesta sec¢do, vamos explicar brevemente como as células neopldsicas se comportam com o
agente quimioterdpico. A discussdo se baseia essencialmente na se¢ao anterior. O sistema que

descreve a dinamica deste fendmeno € dado por:

,
lele(l_ N, )_ N>y M( Q)

o it Lo 0412[(1 YL, a+Q
% = 12No(1 = Np) — amraNo Ny — VN, (%)
% — €Ly (1+ [L(—IL) —o(l)* =nl (%

Utilizando a mesma ideia de resolu¢do para o modelo sem a quimioterapia, também va-
mos utilizar conceitos de derivadas, matriz jacobiana, autovalores e pontos de equilibrio para
resolucdo deste modelo matematico. Entdo, encontramos a matriz jacobiana, aplicamos os pon-
tos de equilibrio, obtemos os autovalores e, assim, mostramos a estabilidade ou instabilidade de
cada ponto de equilibrio. Diante disto, encontramos a solu¢do para o presente modelo.

Neste sistema de equagdes, consideramos uma derivada em relagdo ao agente quimioterdpico
e, deste modo, ao derivarmos este sistema de equacdes em relacdo a Ny, No, L; e (), vamos
obter a matriz jacobiana de ordem 4. X4. Além disso, temos aqui 4 pontos de equilibrios a serem
considerados, digamos P,P»,P5 e Py.

O ponto P; é um ponto instavel, P, estavel, P; instdvel e P, instavel. Veja os detalhes dessas
afirmacdes e a solu¢cdo completa deste sistema de equagdes em [3], pagina 26.

Para Rafael Trevissanuto Guiraldelo, a elimina¢do do tumor € possivel com o tratamento,
caso exista um potencial de competicao acima de um determinado limiar. Tal erradicacdo de-
pendera da acdo do agente quimioterdpico sob as células neoplasicas e endoteliais. Quando o
efeito do agente quimioterdpico for suficiente, obtemos a elimina¢ao do tumor se dando de uma

forma exponencial. Caso contrério, a massa de células normais é extinta.



Capitulo 5
Consideracoes Finais

A indagac¢do com relacdo a minha problematica se originou por uma experiéncia de vida
quando, no ano de 2017, meu esposo foi diagnosticado com cancer. Ao acompanhé-lo em to-
das as etapas de tratamento, percebi que, desde as dosagens de quimioterapia até os exames
que verificavam suas células, havia aplicagdes matematicas. Uma percepg¢ao inicialmente vaga,
porém, procurei-me informar se a minha percepcao poderia ser fundamentada, através de leitu-
ras, documentdrios sobre o assunto, dentre outros. Percebi, entdo, que um procedimento estava
em funcdo do outro e que ,de fato, a matematica se aplicava ali.

Dos modelos apresentados para andlise, concluimos com base na teoria de limites, deriva-
das, equacoes diferenciais, matriz jacobiana, autovalores, dentre outros, a matematica existente
¢ aplicada no resultado de que a eliminag@o do tumor s6 € possivel sem o agente quimioterdpico
no caso em que a competicao das células neopldsicas e normais estejam acima do primeiro
estagio de iniciacdo, e o tumor deve estar com um certo diametro consideravel a ndo interferir
no crescimento das células endoteliais e na competi¢do das células normais e neoplésicas. Neste
caso, a eliminagdo acontecerd mesmo que de forma lenta.

No segundo modelo matemético, foram apresentados alguns conceitos matematicos para
concluir que a eliminacdo do tumor com o agente quimioterapico se da de forma rapida. Para
isto, a competi¢ao das células normais em relacio as células neopldsicas precisa estar acima
do primeiro estdgio de iniciacdo. Caso isto aconteca e o agente quimioterdpico seja eficaz, as
células neopldsicas e endoteliais atingidas pelo tumor serdo eliminadas rapidamente pelo agente

quimioterapico.

42



Referencias

[1] ABC do Cancer. Abordagens basicas para controle do cancer. Instituto Nacional do
Cancer — Rio Janeiro. Inca, 2011.

[2] BOYCE, William E. Equacées Diferenciais Elementares e Problemas de Valores de
Contorno. Rio de Janeiro:LTC 2006.

[3] GUIRALDELLO, Rafael T. Modelo Matematico de Tratamento de Cancer Via Qui-
mioterapia em Ciclos. Sdo Paulo: 2015.

[4] HIRSCH, Morris. W.; SMALE, Stephen.; DEVANEY, Robert. L. Differential Equa-
tions, Dynamical Systems and an Introduction to Chaos. USA. Elsevier Academic
Press, 2. ed., 2004.

[5] MARQUES, Domiciano. Lei de Fourier. Disponivel em:
<https://brasilescola.uol.com.br/fisica/lei-fourier.htm>. Acesso 29 nov. 2018.

[6] Prevencao de cancer. Editores Ricardo César Pinto Antunes, Antonio André Magoulas
Perdicaris, Roberto Gomes- 2. ed.- Barueri, SP: Manole. 2015.

[71 SIMMONS, George F., KRANTZ, Steven G. Equacoes Diferenciais: Teoria, Técnica
e Pratica. Sao Paulo: McGraw-Hill, 2008.

[8] SWOKOWSKI, Earl W. Calculo com Geometria Analitica. Sio Paulo: McGraw—Hill,
1983.

[91] THOMAS, George B. Calculo. Sdo Paulo: Addison Wesley, 2009.

[10] UNIVESP. Cursos Unicamp — Calculo III — Separacao de Variaveis; Equaciao do
Calor - Parte 1. [On-line] https://youtu.be/zcOWbbIIMjl. Acesso 13 dez. 2018.

43



	Introdução
	 Sobre o Câncer 
	 Preliminares para Modelagem
	Definição de Limite e de Derivadas Parciais
	Definição de Equações Diferenciais
	Motivação: Equação do Calor
	Laplaciano de uma Função
	Gradiente de uma Função

	 Modelo Matemático para o Câncer
	Comportamento das Células Neoplásicas sem o Agente Quimioterápico
	Sistema de Equações com o Agente Quimioterápico

	Considerações Finais
	Referências

