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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo mostrar a elegancia da geometria unida com a importancia
do conhecimento de que povos antigos utilizavam essa area, tendo como ponto de partida os
povos babilonicos, indianos, egipcios, gregos e chineses. Além disso, apresentaremos alguns
matematicos importantes que realizaram estudos na geometria e forneceram contribuicdes, dei-
xando a geometria como conhecemos hoje. A partir dai, serdo abordados conceitos primitivos
que sdo aceitos sem demonstracdao para a que, usando os postulados da determinac¢do e da in-
clusdo, enunciar a geometria usual, comeg¢ando por ponto, reta e, entdo, abordando os conteudos
de angulos. Na sequéncia, serdo apresentados os poligonos tridngulo, quadrildtero, hexdgono,
definindo perimetro e, depois, drea dos poligonos, além de trazer exemplo de calculo de area
de diferentes formas. Trataremos acerca da formula de Heron que serve pra calcular a area
de qualquer tridngulo, utilizando seu semiperimetro. No final do trabalho, serdo enunciados e
demonstrados alguns teoremas importantes, a saber, Teoremas de Pitdgoras, que tem cerca de
370 demonstracdes e serdo apresentadas duas neste trabalho, e o Teorema de Tales. Além des-
ses teoremas, também € enunciado e demonstrado o Teorema de Bramagupta, um importante

resultado dentro da geometria.

Palavras-chave: Historia da Geometria. Geometria Euclidiana Plana. Teorema de Pitdgoras.

Teorema de Tales. Teorema de Bramagupta.



ABSTRACT

This work aims to show the elegance of geometry together with the importance of the knowledge
that ancient peoples used this area in antiquity, starting with the Babylonian, Indian, Egyptian,
Greek and Chinese peoples. In addition, we will present some important mathematicians who
have made studies in geometry and provided contributions, making geometry as we know it
today. From this, primitive concepts will be approached that are accepted without demonstration
for which, using the postulates of determination and inclusion, to enunciate the usual geometry,
starting with point, straight and then approaching the contents of angles. In the sequence, the
triangle, quadrilateral, hexagon polygons will be presented, defining perimeter and then area of
the polygons, in addition to providing example of area calculation in different ways. We will
deal with the Heron férmula that is used to calculate the area of any triangle, using its semi-
meter. At the end of the work, some important theorems will be enunciated and demonstrated,
namely, Theorems of Pythagoras, which has about 370 demonstrations and will be presented
two in this work, and Tales Theorem. In addition to these theorems, Bramagupta’s Theorem is

also stated and demonstrated, an important result within geometry.

Keywords: History of Geometry. Euclidean Geometry. Theorem of Pythagoras. Theorem of

Tales. Bramagupta’s theorem.
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Capitulo 1

Introducao

A palavra Geometria vem do grego Geo, que significa Terra, e metrium, que significa me-
dida. Na histoéria da humanidade, € possivel observarmos que o homem vinha utilizando alguns
conhecimentos da matemadtica desde os tempos primitivos, como nos mostram as tabulas da
babilonia, o papiro Rhinds (harnes), o papiro de Moscou e outros. Sem falar na quantidade
de documentos que foram perdidos ou destruidos ao longo dos tempos, como é o caso dos es-
critos matematicos da China antiga que foram queimados como podemos observar analisando
a referéncia [3]. Isso sdo fatos abordados pelos autores Howard Eves na referéncia [3], Paulo
Roberto Martins Contador na referéncia [1] e Carl B. Boyer na referéncia [2].

A presente monografia traz em seu segundo capitulo um pouco da histdria da matemaética,
onde o estudo é focado na drea da geometria utilizada por povos antigos. Comegaremos com
os povos babildnicos, que habitavam as margens dos rios Tigres e Eufrates e tinham conheci-
mento bastante avangado de cdlculo de drea e até mesmo das relacdes métricas de um triangulo
retangulo. A arqueologia ja encontrou muitas tdbulas de argilas com seus conhecimentos grava-
dos, mas poucas delas ja foram traduzidas, dentre essas hd muitas pecas que abordam conteidos
matematicos.

Em seguida, apresentamos um pouco da histéria da matemdtica egipcia, um povo que
possuia conhecimento matemético capaz de fazer demarcagdo de terras. Eles também tinham,
assim como os babilonicos, conhecimentos das relacdes métricas de tridngulos retangulos, e
isso pode ser visto na histéria que conta que, depois de uma enchente do rio Nilo, as terras de
sua margem ficavam boas para plantio. Mas, como a enchente tinha arrancado os marcos ou
enterrado os puxadores de cordas, eles tinham que demarcar todas aquelas terras novamente e,
para fazer isso, eles construfam tridngulos retangulos com cordas.

Além desses dois povos, discutiremos sobre os indianos, que também tinham conhecimentos
matematicos que estao descritos no sulvasutras, dentre eles o conhecimento do calculo de area e
de volumes de objetos geométricos. Eles utilizavam esse conhecimento na construgdo de altares

para seus deuses, e o tamanho do altar dependia da importancia do deus que seria cultuado. Para
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isso, eles tinham a necessidade de fazer calculos precisos para que o altar saisse corretamente,
com medo da ira de algum deus.

Também € abordado acerca dos povos chineses, mas € falado pouco sobre eles por causa do
modo que eles registravam seus conhecimentos, que era em material perecivel e além disso um
governante ainda ordenou a destrui¢do dos livros formado por tais materiais. Por isso, o pouco
que se sabe € através de um material que foi resgatado algum tempo depois.

Outro povo apresentado que o capitulo dois traz sdo os povos gregos, que foram os res-
ponsdveis pelo rigor demonstrativo na matematica para o qual, a partir dai, a matematica passou
a ser considerada uma ciéncia, pois foram os gregos os responsdveis por reunir os conhecimen-
tos de vérios povos e dar caracter dedutivo a eles.

Ainda nesse segundo capitulo, apresentamos grandes nomes da historia da matematica que
deram contribui¢cdes importantes para a geometria. Trazemos Tales de Mileto, Pitagoras e Eu-
clides e algumas contribui¢des de cada um.

Ja no terceiro capitulo, falamos sobre a geometria euclidiana plana, come¢ando dos concei-
tos primitivos passando pelos primeiros postulados para, entdo, mostrar os conteudos, partindo
de conceitos mas simples como ponto, reta e plano até chegar nos poligonos. Na sequéncia, fago
uma abordagem de como € calculada a 4rea de alguns poligonos conhecidos de varias maneiras.

O quarto, finalmente, traz alguns teoremas famosos de grande importancia na geometria
e algumas demonstracdes desses teoremas, onde dois deles estdo entre os mais importantes

resultado de toda a geometria plana.



Capitulo 2
Parte Historica

Destacaremos, neste capitulo, uma breve historia da geometria plana sob o ponto de vista
da Babilonia, Egito, China, India e Grecia. Além de falar dessas nacdes que deram gran-
des contribuicdes para a geometria, também apresentaremos algumas contribuicdes de ma-
tematicos importantes que revulocionram a matematica em sua época e escreveram seus legados

na historia. Este capitulo esta baseado nas referéncias [1] , [2] e [3].

2.1 Babilonia

Conta a historia que ao longo dos rios Tigres e Eufrates viviam os povos Babilonicos que,
segundo Howard Eves em [3], no periodo de 2000 a.C a 1600 a.C, deveriam estar familiarizados
com as regras gerais da drea do retangulo, do triangulo retangulo, do tridngulo isdsceles (e talvez
da 4rea de um triangulo genérico), da area de um trapézio retangulo, além do volume de alguns
sOlidos geométricos. Os babildnicos tinham conhecimento também de semelhanga de tridngulos

retangulos e ja conheciam o Teorema de Pitagoras.

Os babil6nicos também tinham conhecimento de que os lados correspondentes de
dois tridngulos retangulos semelhantes sdo proporcionais, que a perpendicular bai-
xada do vértice de um tridingulo isésceles em que incidem os lados congruentes
divide ao meio a base e que um angulo inscrito em uma semi-circunferéncia € reto.
(EVES, 2004, p. 61)

Os babildnicos faziam suas inscri¢des em argilas e hoje existem algumas colecdes delas em
alguns museus. Essas tdbulas de argila contam a histéria dos povos babilonicos e possui muita
histéria relacionada a matemadtica deles, mas poucas dessas inscricoes ja foram traduzidas. Tem

tdbulas tdo antigas que nos levam para o segundo milénio a.C.

Com a capacidade de ler textos cuneiformes das tdbulas babil6nicas escavadas,
conclui-se que estas dizem respeito a todas as fases e interesses da vida didria e
percorrem muitos periodos da histéria babilonica. H4 textos matemadticos que da-
tam talvez de 2100 a.C. no ultimo periodo sumério. (CONTADOR, 2008, p. 203).
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2.2 Egito

Existe registro que os agrimensores do Egito antigo, mais precisamente do tempo dos farads,
onde eles construiam tridngulos retangulos com lados 3,4,5 com uma corda que era dividida em
doze partes iguais com onze nés para demarcar angulos retos. Esses homens que realizavam
esse tipo de trabalho eram sacerdotes, mas diferente dos sacerdotes de hoje, esses personagens
nao tinham seu papel voltado a religido, mas eram homens que tinham conhecimento da as-
tronomia, do calenddrio agricola e de matematica. Eles eram conhecidos como puxadores de
cordas e, como eles tinham conhecimento que o povo ndo tinha, eles possuiam um certo respeito
da populacdo e o papel fundamental de fazer as medicoes de terras, por exemplo, quando havia
uma enchente a beira do rio Nilo, os marcos da terra eram soterrados ou arrancados e, entao,
esses importantes personagens faziam as marcacdes das terras novamente.

Um documento antigo, datado de aproximadamente trés mil anos antes de Cristo, nos mostra
que os egipcios tinham conhecimento sobre tridngulos retangulos com as medidas diferentes do

triangulo com lados 3.4,5.

Nove dos que lidam exclusivamente com o teorema de Pitdgoras e mostram que
os egipcios dessa época nao s6 sabiam que o tridngulo 3,4,5 € retdngulo, mas que
também acontecia 0 mesmo com os tridngulos 5,12,13 e 20,21,29. (EVES, 2004, p.
87)

Segundo (CONTADOR, 2008), um documento importante do povo egipcio foi descoberto
na tumba de Ramsés 1I, o famoso papiro de Rhind, que foi comprado por um escocés cha-
mado Henry Rhind no ano de 1858 na cidade de Tebas, localizada a beira do rio Nilo. Esse
documento estd, atualmente, no museu Britanico de Londres. Ele € conhecido também como
papiro de Ahmés, fazendo uma homenagem ao escriba Ahmés que foi quem copiou esse fa-
moso documento. Segundo (CONTADOR, 2008), esse documento tem cerca de cinco metros
de comprimento e quatorze folhas.

Apesar desse documento ter um conhecimento matematico, nele ndo estd presente o Teo-

rema de Pitdgoras e nem o nimero 7.

O teorema de Pitdgoras e nem o nimero 7, embora ndo estejam presentes nos
papiros conhecidos, talvez tenham sido usados mesmo inconscientemente, pois
topdgrafos quando queriam dividir terras e medir angulos retos, usavam a regra
3, 4 e 5, mas sem conhecimento mais profundo da teoria. (CONTADOR, 2008, p.
70)

De acordo com (CONTADOR, 2008), sem o 7, algumas constru¢des como as piramides nao
seriam possiveis, mas os egipcios tinham conhecimento do cdlculo de 4rea de algumas figuras
inclusive a do circulo. Eles chegavam a um valor bem proximo e ainda tinham uma aproximagao

para o ndmero 7 igual 3,16.
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Célculo de volume de alguns sdlidos, dreas de tridngulos, tridngulos retangulos e
trapézios ja eram conhecidos, tantos quanto a drea do circulo, era conhecida por
aproximacdo; achavam que a 4rea do quadrado de lado 8 unidades era a mesma de
um circulo com didmetro de 9 unidades.(CONTADOR,2008,P.71)

Os egipcios usavam a matematica de uma maneira intuitiva, apesar de eles terem obtido
bastante conhecimento e assim intuitivamente eles iam usando a matematica apenas o suficiente

para suprir suas necessidades.

Um papiro com data aproximada de 1890 a.C traz o célculo do volume de um

h-(a+0b)?

trapézio que confere com os conceitos atuais, V = onde h € a al-

tura, a e b sdo os lados da base. A matemdtica egipcia, com disse ndo era colocada
como ciéncia de pesquisa e educagdes, pois se resume a uma matematica aplicada,
somente o suficiente para as necessidades. (CONTADOR, 2008, P.73)

2.3 India

Existem escavagdes arqueoldgica na India que dizem que ali existia uma civilizagdo mais
ou menos na mesma época em que, no Egito, as piramides estavam sendo construidas. Mas
infelizmente ndo temos documentos matemdticos daquela época que comprovem isso. Pois um

dos escritos matemdaticos mais antigos da India € do século V.

A queda do Império Romano do Ocidente tradicionalmente € situada no ano 476;
foi neste ano que nasceu um dos mais antigos textos matematicos indianos. E claro,

entretanto, que tinha havido matematica na India antes disto - provavelmente antes
mesmo da mistica fundacdo de Roma em 753 a.C. (BOYER, 1996, P.141).

Acredita-se que assim como no Egito tinha personagens que utilizavam cordas para fazerem
figuras e demarcarem terra, na India também tivessem homens que realizavam esse tipo de

trabalho com cordas.

A India, como o Egito tinha seus “esticadores de cordas”, e as primitivas nogdes
geométricas adquiridas em conexao com o tragado de templos e medida e construgao
de altares tomaram a forma de um corpo de conhecimento conhecido como sulva-
sutras ou “regras de cordas”, sulva (ou sulba) refere-se as cordas usadas para medi-

das, e sutra significa o livro de regras ou aforismos relativo a um ritual ou ciéncia.
(BOYER, 1996, P.141).

Os sulvasutra é uma obra que € formada por trés versdes, onde a mais conhecida delas é
”Apastamba”. Essa obra fala sobre a constru¢do de angulos retos com a utilizacao de cordas
com medidas que hoje nés conhecemos como teorema de Pitdgoras. Essas relacdes também
foram encontradas na Babilonia e no Egito. Essa obra apresenta em sua segunda parte conteidos
semelhantes a contetidos do segundo volume da obra ”Os elementos”.

No sexto século, viveram dois mateméticos hindus que escreveram livros, onde o mais an-
tigo e importante foi Aryabhata, sua obra € parecida com a obra “os elementos” que foi escrita

por Euclides oito séculos antes, a semelhanca estd no sentido de que tanto Euclides quanto
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Aryabhata organizaram conhecimentos que ja tinham sido usados, apesar dessa semelhanca,
elas se diferem no sentido de que “os elementos” € uma obra grande e bem organizada, ja a
Aryabbhatiya composta por 499 estrofes, € uma obra curta e praticamente a metade dela esta
errada.
Isto € claro, € regra familiar que diz que se a/b=c/x, entdo x=bc/a, onde a é a ’me-
dida”, b o fruto, c o ’desejo”, e x o ’fruto do desejo”. A obra de Aryabhata é na
verdade uma miscelanea de coisas simples e complexas, corretas e incorretas. O es-
tudioso arabe Al-Biruni, meio milénio mais tarde, caracterizou a matematica hindu

como uma mistura de pedregulho e cristal valioso, uma descricdo muito adequada
para o Aryabhatiya. (BOYER, 1996, P.144).

A India ainda nos deu outras contribuicdes na matematica, voltadas para a representacao do

“nada” (zero) e para a trigonometria (valores para a fun¢ao seno).

2.4 Grécia

Na Grécia foi onde a matematica nasceu, quando estamos abordando o nascimento da ma-
tematica na Grécia isso nao quer dizer que antes disso a matematica na era usada, pois sabemos
que os povos Babil6nicos, Egipcios e Chineses j4 tinham conhecimento de bastante conteidos
matematicos antes da Grécia, por causa disso que quando falamos do nascimento da matematica
estamos falando do nascimento dela como uma ciéncia.

Como sabemos, a Grécia era dividida em cidades e estados onde algumas dessas cidades
tinham governo democratico e foram surgindo alguns pensadores. Com isso eles sentiram a
necessidade de explicar a natureza de uma maneira racional livre de mitos, o que ia de encontro
a mitologia grega.

A matemadtica ndo comegou com 0s gregos, como vimos, ela ja existia muito an-
tes, tanto na mesopotamia como no Egito e até mesmo na China, mas uma coisa é
certa: com os gregos que tiveram inicio as demonstra¢des e as deducdes, e foram
pensadores como Tales, Pitdgoras, Arquimedes, Euclides, Aristarco e Apoldnio, en-

tre outros, que fizeram a matemdtica como conhecemos hoje. (CONTADOR, 2008,
P.90).

2.4.1 Matematicos importantes para geometria

Tales de Mileto

Tales de Mileto foi um grego que viveu entre os seculos VI e VII antes de Cristo. Esse
ilustre matemaético foi considerado o primeiro pensador; era filoso, matematico, além de realizar
trabalho como engenheiro e astronomo, mas a parte da matematica que despertou o interesse de
Tales foi a geometria e, assim, além de Tales se fazer perguntas sobre a natureza e sobre o ser

humano ele também construiu seu legado como um grande gedmetra e deixou sua contribui¢ao
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para a matematica. Tales foi o primeiro a usar angulo e depois disso a geometria ganhou mais

uma grandeza, pois a partir daf ela tinha comprimento, drea, volume e agora dngulo.

Como matemadtico interessou-se pela Geometria e foi o primeiro a usar o angulo
como um ente matematico e, assim, a Geometria, a partir de Tales, passou a usar ou
relacionar, além das grandezas comprimento, drea e volume, o angulo. (CONTA-
DOR, 2008, P.193)

Tales também mostrou que todo e qualquer tridangulo pode ser inscrito em uma circun-

feréncia ou através de trés pontos ndo colineares.

Tales mostrou que qualquer tridngulo pode ser inscrito em uma circunferéncia,
ou, por trés pontos ndo colineares sempre passa uma e somente uma circun-
feréncia, podemos entdo dizer que trés pontos ndo colineares ndo s6 define um
Tridngulo, mas definem uma circunferéncia é circunscrita e o tridngulo € ins-
crito.(CONTADOR,2008,P.193)

No legado de tales também estd que os angulos da base de um triangulo is6sceles sdo iguais
assim como seus lados que tem um ponto em comum com a base; e que em duas retas que se
intersectam os angulos que estdo opostos sdo iguais; € atribuido a ele também que o adngulo
inscrito em uma semicircunferéncia € reto.

Alguns dos conceitos que sdo atribuidos a Tales ja eram usados pelos egipcios antes, porem
eles nao formularam teoremas a esse respeito; ja com Tales foi diferente e com simples teoremas
surgiu a geometria moderna.

Conta a histéria que Tales foi um homem de negocio e fez muitas viagens. Em uma dessas
viagens, Tales conquistou a admira¢do do rei do Egito (farad) depois de ter medido a altura de
uma piramide sem ser necessario fazer uma escalada nela, pois segundo alguns estudiosos ele
utilizou um bastao em certa hora do dia e a partir dai fez seus cdlculos através da sombra que o
bastdo e a piramide projetavam.

Acredita-se que ao chegar no Egito Tales ficou muito admirado com as piramides pois ha
muito a se pensar como de onde tinham vindo aquelas pedras enormes, como que elas tinham

sido colocadas 14, quanto tempo levou pra fazer aquela construgdo?

Pitagoras

Pitagoras de Samos foi um ilustre matematico que nasceu no ano de 582 a.C. na ilha de
Samos por isso € conhecido por Pitagoras de Samos. Foi um jovem que trilhou a estrada da
matematica e deixou o seu legado.

Conta a histéria que em sua juventude mais precisamente com dezenove anos de idade
Pitagoras saiu de casa para viajar para outras terras pois essa era a maneira que eles acredita-
vam que os jovens cresciam intelectualmente. Em sua viagem ele passou pela Babilonia uma
sociedade antiga que ficava as margens dos rios Tigre e Eufrates, onde ele teve contato com

sabios homens que tinham conhecimento da ci€ncia de seu povo e evidentemente tinham muito
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a oferecer a esse jovem. Saindo dali, acredita-se que ele tenha ido para India outra civilizagdo
para ser visitada por quem queria adquirir conhecimento naquela época, onde ele teve con-
tato com a religido budista que ele carregou por toda sua vida, por exemplo. Saindo da India,
Pitagoras foi para o Egito onde passou boa parte de sua vida e teve contato com os sacerdotes
egipcios que eram pessoas que tinham conhecimento da matemaética do Egito.

Ha quem diga que Pitagoras foi um aluno de Tales, porém Boyer duvida disso e explica isso

falando acerca da diferenca de idade entre Tales e Pitdgoras.

Embora alguns relatos afirmem que Pitdgoras foi discipulo de Tales, isto € im-
provdvel da a diferenca de meio século entre suas idades. Algumas semelhancas nos
seus interesses podem ser facilmente explicadas pelo fato de Pitdgoras ter também
viajado pelo Egito e Babildnia - e possivelmente indo até a india. (BOYER, 1996,
P.33)

Na peregrinagdo de Pitagoras ele pdde contemplar ndo s6 conhecimento matematico mas
também religioso, e acredita-se que durante sua jornada ele se estabeleceu, na maior parte
do tempo, no Egito e assim ele pdde ter estudado com os sacerdotes Egipcios e ter conhe-
cido as relagdes métricas de um triangulo retidngulo que hoje sdo conhecidas como Teorema de
Pitagoras.

Ao retornar para casa, Pitdgoras se estabeleceu em uma regido conhecida como Magna
Grécia atualmente fica na costa da Itdlia e ali fundou a famosa escola pitagoérica, uma instituicao
que trazia como sua logomarca o pentdgono estrelado (pentagrama).

A histdria apresenta Pitdgoras como uma figura obscura e isso acontece por causa de que
muitas das bibliografias daquela época perderam-se até mesmo uma feita por Aristételes, e as
descobertas feitas por algum membro da escola pitagérica ndo era creditada ao descobridor e
nem a Pitdgoras mas sim a sociedade pitagorica, apesar de naquela época as descobertas serem
creditadas ao mestre.

A escola pitagdrica era conservadora e tinha um cédigo de conduta duro, onde seus membros
tinham que ser vegetariano porque o pitagorismo acreditava na doutrina de metempsicose onde
se eles matassem um animal para se alimentar, poderiam estar matando a nova moradia do
espirito de algum amigo que j4 tinha morrido. A ordem dos Pitagéricos ndo era voltada apenas
para o estudo da matemética, mas também filosofia e religido.

Uma das grandes contribui¢des de Pitdgoras juntamente com a escola pitagdrica foi a desco-
berta do primeiro numero irracional quando eles foram calcular o comprimento da hipotenusa

do tridngulo com os catetos medindo 1.

Euclides

Da historia desse grande matemético ndo sabemos quase nada, pois ndo sabemos a cidade

que ele nasceu, nem o ano do seu nascimento e nem da sua morte apesar de se acreditar que ela
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tenha ocorrido por volta de 300 a.C. Euclides foi professor e fundador da escola de matemadtica
de Alexandria, ele fez estudos sobre Pitdgoras dando uma forma e uma ordem ao seu trabalho.

Euclides foi o escritor de uma das mais importantes obras da matematica, chamada Os
Elementos, uma obra que esta dividida em treze volumes e tem um valor inestimavel. Oitocentas
edi¢des pra ter uma ideia da sua grande importancia em toda a histéria, Os Elementos é a
segunda obra mais traduzida ficando atrds apenas da biblia.

Hoje quando os alunos comegam a estudar Geometria ja se deparam com as teorias de Eucli-
des pois foi sua obra que deu fundamento a geometria. E tanto que muitas pessoas pensam que
os elementos trata s6 de geometria, mas esta obra também trata de outros ramos da matematica

como élgebra e aritmética.

Todos nés aprendemos matematica na escola e temos as primeiras nogdes de Geo-
metria seguindo os teoremas de Euclides. Seus treze livros contém 30 defini¢des e
465 proposicdes, e ao contrario do que muitos pensam, ndo trata apenas de Geome-
tria, contendo também bastante teoria dos nimeros. (CONTADOR ,2008, P.203).

O volume I dos elementos traz logo no seu inicio 48 proposi¢des, além de axiomas, cdlculos
de 4reas de figuras como quadrado, paralelogramo, tridngulo e termina com uma demonstracao
do famoso teorema de Pitdgoras. Esse volume mostra algumas definicdes que para muitos
ndo seriam necessarias, mas essas definicdes sdo essenciais pois nesse capitulo acaba sendo
abordado todo conteido de equagdes do primeiro grau e ainda comeca a fazer o alicece pra

algebra no futuro.
Os axiomas de Euclides ndo s6 parecem simples e evidente como o sdo e seria até
desnecessdrios escrever tais principios, mas como tudo tem um comeco, este foi o
comeco escolhido por Euclides. Esses axiomas encerram toda resolucio de equagao
do primeiro grau e servem para deducdo de férmula que generaliza a resolucdo de

uma equagdo do segundo grau; sdo axiomas que formam a base da Algebra que que
viria a florescer anos mais tarde. (CONTADOR,2008,P.204)

O segundo volume de elementos de Euclides apresenta 14 proposicoes, este volume trata
de transformacdo de areas, dlgebra geométrica além das propriedades distributiva, associativa
e comutativa da multiplicagdo, traz também o teorema de Pitigoras com algumas identidades
algébricas e proposi¢des que os gregos ndo aceitavam e a resolucao da equagdo do segundo
grau.

O volume III da obra Os Elementos traz 39 proposi¢des que tratam da geometria referente

ao circulo, do raio, assim como da corda, tangente, secante e do diametro.

Livro IV: (16 proposi¢des) Sobre constru¢cdo com réguas e compasso de poligonos
regulares de tré€s, quatro, cinco, seis e quinzes lados, inscri¢io e circunscri¢io desses
poligonos a um circulo. (CONTADOR,2008,P.209).

E assim podemos observar que Euclides foi reunindo diversos ramos da matemaética para
montar a obra que ficou como o seu legado. Foi considerada a mais importante obra da ma-
temadtica, um legado tao grandioso que foi atravessando os tempos e hoje mesmo depois de um
pouco mais de dois milénios ainda continua sendo uma de grande importancia e fundamen-

tal para a geometria, seu reconhecimento € tdo notdrio que Euclides é considerado o pai da
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geometria.

2.5 China

A civilizacdo chinesa no vale dos rios lang-tse e rio amarelo é bem mais antiga do que a

civilizagdo grega, porém ndo € tdo antiga como as civilizagcdes que viviam nos vales dos rios

Tigre e Eufrates (Babilonia) e no vale do rio Nilo (Egito).

Apesar da civilizagdo chinesa ser da época da egipcia e babilonica e ter feito observagoes as-

tronOmicas, e ainda ter listado os doze signos do zodiaco, ela ndo € tio merecedora de confianca

€m Seus escritos.

[...] testemunho de cronologia referente a China sdo menos merecedores de fé do
que os relativos ao Egito e Babilonia. Afirmacdes quanto a terem os chineses feito
observagdes astrondmicas importantes, ou descrito os doze signos do zodiaco, pelo
décimo quinto milénio a.C. S@o certamente infundadas, mas uma tradi¢do que co-
loca o primeiro império chinés em 2750 a.C. aproximadamente ndo € absurda. Ou-
tra avaliagcdes mais modestas coloca as civilizagdes primitivas da China por volta

do ano 1000 a.C. Datar os documentos matematicos da China nao € nada facil, [...].
(BOYER, 1996, P.133).

Hoje, temos que pode ser encontrado muito pouco material que trata de como era usada

a matematica na China antiga, pois eles escreviam em bambus, que por serem um material

perecivel ndo dura muito tempo além de que no século III a.C. um governante chinés mandou

que tocassem fogo nos livros com medo que outros povos invadissem a China.

[...] o egotista imperador Shi Huang-ti ordenou em 213 a.C. uma lamentavel queima
de livros. A despeito de ameagas e represdlias severas, o ditador certamente nao foi
levado a efeito completamente; mas como muitos dos livros queimados foram re-
constituidos memorias, hoje ha dividas sobre a autenticidade de grande parte do ma-
terial bibliogréafico que se alega ser anterior aquela data infeliz. Por consequéncia,
muitos de nosso conhecimento sobre a matemadtica chinesa primitiva baseia-se em
informagdes orais e interpretacdes posteriores de textos originais. (EVES, 2004,
P.241).

Além da dificuldade de se encontrar material da matematica chinesa, muitos estudiosos

por ndo conhecerem a lingua chinesa, tinham que basear seus estudos em obras traduzidas por

pessoa de outra nacao.



Capitulo 3
Geometria Plana

Nesse primeiro momento vamos abordar alguns conceitos primitivos que dao uma base para
a geometria plana e a partir dai faremos um estudo partindo de conceitos mais simples até chegar
nos mais complexos. Comecaremos falando dos conceitos primitivos que sao o ponto, reta e
plano. Este capitulo estd baseado nas referencias [4] e [5].

Os conceitos primitivos sdo postulados e axiomas da geometria que aceitamos como ver-
dadeiros sem necessidade de uma demonstracao rigorosa onde o nosso primeiro € o ponto. O
ponto € o elemento da geometria que nao possui dimensdo. A reta, por sua vez, é o elemento
da geometria que possui apenas uma dimensao (unidimensional), e o plano é um elemento bi-
dimensional (duas dimensoes).

Como tudo na matemaética tem sua representacdo, devemos saber que temos nossas formas
de representacdes para ponto, reta e plano, onde sempre que estivermos falando de plano usa-
remos letra latina (do nosso alfabeto) maidscula, reta usaremos letra latina minuscula e para o

plano usaremos letras gregas minuscula.

3.1 Primeiros Postulados

Postulado da existéncia: diz que “1* em uma reta assim como fora dela exitem infinitos
pontos. 2* em um plano assim como fora dele existe infinitos pontos.”

Vamos exemplificar. Na figura a seguir, os pontos A, B, C' pertencem a reta s € 0s pontos
D, E, F ndo pertencem a reta s. Em outras palavras, a reta s passa pelos pontos A, B, C' mas

nao passa pelos pontos D, E, F'.

17
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Fonte: Arquivo Pessoal.

Os pontos A, B, C' pertencem ao plano «, e D, E, F' ndo pertencem ao plano c.

LR}

Fonte: Arquivo Pessoal.

Posic@o de dois pontos e ponto e reta: “dados dois pontos A, B, entdo A € distinto de B
(A diferente de B) ou A e B sao coincidentes”. Se A e B sdo iguais, entdo A e B sdo pontos
coincidentes, ou seja, A e B sdo o mesmo ponto, mas com dois nomes. “dado um ponto e uma
reta, entdo ou o ponto estd na reta (a reta passa pelo ponto) ou o ponto esta fora da reta (o ponto

nao pertence a reta)”.

A+£B
A

B
® °

Fonte: Arquivo Pessoal.
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Fonte: Arquivo Pessoal.

Pontos colineares e pontos coplanares: os pontos A, B, C' sao ditos pontos colineares se
uma reta 7 passar por eles, ou em outras palavras, se A pertence a reta r, B pertence a reta
r e C' pertence a reta r, ou seja, pontos colineares sdo pontos que pertencem a mesma reta.
J4 os pontos coplanares ndo precisam pertencer a mesma reta mas sim a0 mesmo plano, ou
seja, dados os pontos D, I/ F', eles sdo ditos pontos coplanares se D pertencer ao plano alfa,
pertence ao plano alfa e F' pertence ao plano alfa, se todos os pontos pertencerem ao plano alfa,

entdo eles sdo pontos coplanares.

Fonte: Arquivo Pessoal.

Postulado da determinacgdo: o postulado da determinacdo € dividido em duas pastes onde a
primeira € da determinagdo da reta e diz “dois pontos distintos determinam uma dnica (uma, e
uma s6) reta que passar por eles”. Ou seja dado os pontos A, B eles determinam uma tnica reta

r que passa por eles ou seja A pertence a r e B pertence a r dai tem se que aretar = AB.

Fonte: Arquivo Pessoal.

A segunda parte do postulado fala sobre o plano onde diz que “Trés pontos ndo colineares
determinam um tnico plano que passa por eles”. Ou seja A, B,C sendo A diferente de B

diferente de C' e ndo coplanares determinam um tnico plano alfa que passa por eles.
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Fonte: Arquivo Pessoal.

Postulado da inclusdo: “Se uma reta tem dois pontos distintos num plano, entdo a reta esta
contida nesse mesmo plano”. Ou seja dado os pontos A e B com A diferente de Be Ae B

pertencentes a reta r, se A ¢ B pertence ao plano alfa, entdo a reta r pertence ao plano alfa.

Fonte: Arquivo Pessoal.

Retas concorrentes: “Duas retas sdo concorrentes se, € somente se, elas tem um tnico ponto
em comum”. Ou seja dados os pontos @), P, T ndo colineares podemos usar o postulado da
existéncia para definir duas retas distintas e ndo paralelas onde os pontos (), P serdo pertencen-
tes a reta r e os pontos P, 1" serdo pertencentes a reta s, dai pelo postulado da existéncia temos
duas retas. Note que o ponto P € um fator comum tanto a reta » como a s e se P pertence ar e s
e as retas r e s sdo retas distintas, temos que P € o ponto de interseccdo de r e s, dai concluimos

que r € concorrente a s.

Fonte: Arquivo Pessoal.
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3.2 Angulo

Chamamos de angulo ndo sé a inclinacdo de uma reta em relagdo a outra, mas todos os
pontos de uma regido que esta localizada entre duas semi-retas distintas e que pertence a retas

diferentes que tem sua origem em um mesmo ponto.

angulo

c

Fonte: Arquivo Pessoal.

Os elementos de um angulo os lados que sdo formados por duas semi-retas distintas com
mesma origem e o vértice que é 0 ponto comum a essas semi-retas.

Como um angulo € o conjunto de todos os pontos que estdo em uma regido entre duas semi-
retas, temos também outra regido que nao pertence a esse angulo que € a unido de todos os

pontos que estdo no exterior de um angulo.

Fonte: Arquivo Pessoal.

Chamamos de angulos opostos pelo vértice os angulos que tem seus vértices em comum e
um ¢ o reflexo do outro; se isso ocorre, falamos que esses angulos sdo o.p.v. “Dois angulos sdao
opostos pelo vértice se, e somente se, o lados de um deles sao as respectivas semi-retas opostas
aos lados do outro”. (DOLCE E POMPEO,2005,P.22.
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Fonte: Arquivo Pessoal.

Considere as semi-retas r = OP, s = OB et = OC onde a semi-reta t € oposta a semi-reta
s, chamamos de suplemento do angulo formado pelas semi-retas r € s o angulo formado pelas
retas e ¢t e como a semi-reta r € comum aos dois angulos dizemos que o angulo formado por

r e t € suplementar adjacente do angulo formado por r € s.

(@)

<
[ Ie)
[ I}

V2]

Fonte: Arquivo Pessoal.

Um angulo pode ser classificado como agudo, reto e obtuso onde o angulo agudo é menor

que noventa graus, o reto € igual a noventa graus e o obtuso € maior que noventa graus.

Angulo reto é todo 4ngulo congruente a seu complementar adjacente. Angulo agudo

é 0 angulo menor que o dngulo reto. Angulo obtuso é o dngulo maior que o 4ngulo
reto.(DOLCE E POMPEL,2005,P.26)

Um angulo assim como qualquer grandeza matematica pode ser medido e o valor da sua
medida é chamado de amplitude, € muito comum falarmos que a medida de um angulo € grau,
porem essa ndo € a Unica maneira de se medir um angulo pois ele tem outras medidas como o

o

minuto onde 1° = 60’ ou 1’ = 60" Além dessas medidas, temos ainda o segundo que é 1’ = 60”
/ o o

dessa

1gr
—— e
100
também o decimiligrado que € a decima dezena de milhar de um grado ou em outras palavras
1
lgr = I’ .
10000

oul” = 6o que ¢ 0 mesmo que 1" = 3600° Temos também o grado, onde 1gr = 100

medida também tem o centigrado que € a centésima parte de um grado ou seja 1gr =
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Em geral, associamos a medida de um dngulo com uma letra grega qualquer, por exemplo,
o o onde podemos fazer uma classificacao de angulos de acordo com a medida de a. Se o« = (°
classificamos como angulo nulo, 0° < o < 90? como angulo agudo, o = 90° como angulo reto,

909 < a < 180“ como angulo obtuso e o = 180° como angulo raso.

3.3 Angulos Formados por duas Retas Paralelas Cortadas

por uma Transversal

Os angulos formados por dua retas paralelas cortadas por uma transversal se relacionam

diretamente.

r//s

Fonte: Arquivo Pessoal.

As retas r e s sdo paralelas e areta ¢ € transversal as retas r e s, como a reta ¢ corta as retas r
e s os angulos formados pelas retas ¢ e r tem ligacdo direta com os angulos formados pela reta
t e s mesmo que r # s. E isso s6 acontece porque 7/ /s, isto €, as retas r € s estdo no mesmo
plano e nunca se intersectam (elas sao paralelas).

Os angulos a, b, ¢, d sd@o formados pelas sdo formados pelas retas r e ¢ e nesse caso temos
que a + b = 180° e ¢ + d = 180° e dai substituindo ¢ + d no lugar de 180° na primeira equacao
temos que a + b = ¢ + d se voltando a figura acima temos que a = c isso quer dizer que a e ¢
tem a mesma medida e entdo dizemos que a € congruente a c e isso € verdade pois os angulos
a e c sdo angulos opostos pelo vértice. Da mesma maneira, acontece com os angulos b e d, pois
se subtrairmos ¢ nos dois lados da equacdo a +b = c+dficaa+ b — c = ¢+ d — ¢, mas como
jé sabemos a tem o mesmo valor de ¢, entdo temos que b = d dai podemos concluir que b = d.
Analogamente podemos fazer o estudo dos angulos formados pelas retas s e ¢ e chegaremos que
os angulose =ge f = h.

Entdo como ja foi abordado antes os angulos a, b, ¢, d se relacionam com os angulos e, f, g, h.
Neste primeiro caso temos que os angulos a e I sdo correspondentes, assim como os angulos
be f,ce g, de heles se corresponde por que as retas r//s que sdo cortadas por ¢ que é trans-

versal elas formando tais dngulos e assim se a reta s for transportada parra cima da reta r esses
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angulos correspondentes vao ficar na mesma posicao, e assim falamos que esse angulos sdo
correspondente da mesma posi¢do e assim temosque a = e, b= f,c=ged = h.

Também temos o caso dos angulos colaterais onde temos que b e g sdo angulos colaterais,
da mesma forma que os angulos ce F', a e h, d e e, em outras palavras sdo angulos que somados
seu resultado é 180° ousejab + g = 180°, ¢+ f = 180°, a + h = 180°, e d + e = 180°.

E por fim temos o caso dos dngulos alternos interno e alternos externos neste caso temos
que d e f s@o angulos alternos internos assim como c e e que também sdo alternos internos e 0s
angulos a e g sdo angulos alternos externos da mesma forma que b e h sdo angulos alternos ex-
ternos e assim temos que angulos alternos internos sao angulos congruentes e alternos externos

também sdo angulos congruentes, em linguagem mateméticad = f,c=e,b=hea =g.

3.4 Figuras planas

Triangulo € uma figura plana que recebe esse nome por causa da quantidade de angulos que
possui.

Consideremos os pontos coplanares e ndo colineares A, B, C' e tracemos os segmentos de
retas AB, BC' e AC, a unido desses trés segmentos forma uma figura plana que é denominada
de tridngulo ABC'.

Fonte: Arquivo Pessoal.

Os elementos desse tridngulo sao: os lados AB, BC'e AC, os vértices A, B e C' e os angulos
ABC, ACB e BAC.

Os triangulos podem ser classificados de acordo com suas caracteristicas.

Triangulo equilatero é aquele que tem duas caracteristicas importantes: a primeira, € re-
ferente aos seus lados onde todos tém as mesmas medidas, e a segunda € referente aos seus
angulos internos que todos t€m as mesmas medidas, ou seja, todos medem 60° (admitimos aqui

que a soma dos angulos internos de qualquer triangulo € 180°. Veja o Teorema 3.1).
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Triangulo equilatero

Fonte: Arquivo Pessoal.

Chamamos de tridngulo isosceles todo triangulo que tem dois lados com as mesmas me-
didas. Esse tridngulo também tem outra caracteristica importante que é apresentada como um
postulado na obra os elementos onde diz que os angulos da base de um triangulo isésceles sao
congruentes ou, em outras palavras, ttm a mesma medida; além disso ainda podemos classi-
ficar todo tridngulo equilatero como isdsceles, porém ndao podemos classificar todo triangulo

is6sceles como equildtero.

triangulo isocéles

C

Fonte: Arquivo Pessoal.

Triangulo escaleno € o triangulo que tem como caracteristica principal que as medidas de

seus lados sao todas diferentes.
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A Triangulo escaleno

B | \ C
Fonte: Arquivo Pessoal.

Triangulo retangulo € um tipo especial de tridngulo que tem como caracteristica principal
que um de seus trés angulos € retangulo (mede 90°). Os lados desse tridngulo tém nomes
especiais, onde os dois lados que formam o angulo reto sdo chamados de catetos e seu lado

maior que é oposto ao angulo reto é chamado de hipotenusa.

Triangulo retangulo

A

hipotenusa
cateto

cateto

Fonte: Arquivo Pessoal.

Acutangulo e todo tridngulo que tem seus trés angulos agudos, ou seja, menor que 90°.
Obtusangulo € todo triangulo que tem um de seus angulos obtuso, ou seja, maior que 90°.

Um resultado importante sobre tridngulos € o seguinte teorema.
Teorema 3.1. A soma dos angulos internos de um tridngulo é sempre igual a 180°.

A demonstragdo a seguir estd baseada na referéncia [7].

Demonstracao: Seja o tridngulo a seguir com seus angulos internos «, (3, 7:
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Fonte: Arquivo Pessoal.

Tomando mais dois tridngulo iguais ao anterior temos:

A/ar! - ; | .
S -

Fonte: Arquivo Pessoal.

Girando esse tridngulos e unindo os vértices «, 3,y de uma forma que esses se tornem dois

a dois adjacentes formamos um angulo raso.

Fonte: Arquivo Pessoal.

Fonte: Arquivo Pessoal.

E assim concluimos que a soma dos angulos internos de um triangulo € 180°. [l



CAPITULO 3. GEOMETRIA PLANA 28
3.5 Poligono

Dado uma quantidade n > 3 qualquer de pontos nao colineares, podemos utilizar o postu-
lado da determinagdo para construir segmentos de retas e quando fazemos a reunido de todos os
segmentos formamos uma figura que chamamos de poligono.

Como exemplos de poligonos, temos o quadrilatero que € um poligono que tem quatro lados,

pentdgono € um poligono que tem cinco lados, hexdgono € um poligono que tem seis lados.

A D

I N

Fonte: Arquivo Pessoal.

Em um poligono temos alguns elementos que sdo os vértice, os lados e os angulos. Os
vértice € o ponto de encontro de dois lados, o lado é o segmento de reta que liga dois pontos e
o angulo € toda regido que estd entre dois segmentos de retas consecutivos.

Os poligonos recebem nomes de acordo com o nimero de lados que eles tem.

n=3 | tridngulo ou trildtero 3 lados
n=4 | quadrangulo ou quadrilatero | 4 lados
n=5 | pentdgono 5 lados
n=6 | hexdgono 6 lados
n=7 | heptdgono 7 lados
n=8 | octégono 8 lados
n=9 | enedgono 9 lados
n=10 | decdgono 10 lados
n=11 | undecagono 11 lados
n=12 | dodecdgono 12 lados
n=15 | pentadecdgono 15 lados
n=20 | icosagono 20 lados

Fonte: Arquivo Pessoal.
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Chamamos de poligono regular todo poligono que tem todos os seus lados congruentes e

todos os seus angulos congruentes.

10 10

0 o

10

Fonte: Arquivo Pessoal.

trianglo equilatero

Fonte: Arquivo Pessoal.

hexagono regular
A B

E D

Fonte: Arquivo Pessoal.
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icosagono

M L

Fonte: Arquivo Pessoal.

3.6 Circulo e Circunferéncia

Circulo € a reunido de todos os pontos que estdo na parte interior de uma circunferéncia,
“porcdo de plano limitado por uma circunferéncia; circunscricao territorial; [...]”. (BUENO,
2007, P.168).

Circunferéncia € o nome dado a borda de um circulo. Segundo Silveira Bueno, circun-
feréncia € “curva plana e fechada cujos os pontos sdo equidistantes de um ponto interior cha-
mado centro.” (BUENO,2007,P.168). A essa distincia fixa, chamamos de raio da circun-

feréncia.

Circunferéncia

Fonte: Arquivo Pessoal.

3.7 Perimetro

Chamamos de perimetro de um poligono a soma das medidas de todos os seus lados. Utili-

zamos a letra p para representar o perimetro.
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Exemplo 3.2. Jodo precisa cercar um terreno retangular como mostra na figura abaixo. Quan-

tos metros de arame Jodo gastard para cercar esse terreno com cinco fios de arame?

A 21lm B

9m

Fonte: Arquivo Pessoal.

Para saber a quantidade de arame que Jodo vai usar, antes precisamos calcular o perimetro

da regido a ser cercada, que nesse caso é

P=AB+ BC+CD+ AD
P=214+9+21+9
P =60m

Entao sabendo que o perimetro da regido retangular é 60, basta multiplicar por 5 que € a

quantidade de fios de arame que ele quer usar. Temos 60m - 5 = 300m. U

3.8 Calculo de Area

Nessa secdo, faremos um estudo sobre os calculos de dreas mais utilizados, e os resultados
estardo baseados na referéncia [4].

Célculo de area é um célculo que fazemos para saber o quanto de unidade de area cabe
no interior de uma regido (figura geométrica plana), onde depois de feitos esses cédlculos en-
contramos um nudmero real positivo, ou seja, o calculo de drea nunca resultard em um nimero
negativo.

Quando estamos calculando a drea de um determinada regido podemos nos deparar com
uma regido em que podemos ter duas regides uma regido A e a outra B iguais portanto suas
areas serdo iguais ou podemos ter uma regido B estd contido em A e neste caso a area de A sera
maior que a de B além de ter o caso que uma regido seja a soma de duas regides e nesse casa

temos a area é a soma das areas At = Aa + Ab.
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A 21m B

9m

D c
Fonte: Arquivo Pessoal.

No célculo de area utilizamos algumas fomas que depende muito do formato que representa
a regido que queremos calcular sua area que dependendo do seu formato temos que fazer o

calculo de area por partes e depois somar todas as dreas encontradas.

3.8.1 Quadrilateros

Temos diversos tipos de quadrilateros onde podemos fazer calculo de area, entre os qua-
drildteros temos o0s que sdo convexos e 0s concavos e, neste momento, faremos um estudo sobre

os quadrilateros convexos, que sdo eles o retangulo, paralelogramo, trapézio e losango.

Area de retangulo

calculo da drea do retangulo: existe dois tipos de retangulo que receberam o nome de
retangulo por causa dos seus angulos internos que sdao todos angulos reto o retangulo espi-
chado é o famoso retangulo que todos conhecemos que tem os lados dois a dois congruentes,
mas também temos o regular que também € conhecido por quadrado.

Para o retangulo espichado utilizamos a férmula matemética do calculo de d&rea A = B - H

onde A € a drea B é a base do retangulo e H ¢ a altura do retangulo.

A 21m B

9m

Fonte: Arquivo Pessoal.

Exemplo: A figura acima representa a drea de um saldo, quantas pecas de porcelanas com

as medidas 0, 5mx0, 5m serdo necessario para o piso desse saldao?
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solugdo. primeiro devemos calcular a area desse saldo.

A=b-h
A=21-9
A = 189m?

Como cada peca de porcelana tem as medidas de 0, 5mx0, 5m entdo para cobri 1m? de piso
sd0 necessaria quatro pecas.

Logo.
189 -4 = 756

entao serdo necessarios 756 peca de porcelana. Para um retangulo regular nos podemos utilizar
a mesma forma que é utilizado para um retangulo esticado que € A = b - h ou utilizar outra
forma que é A = [? essa férmula é basicamente a mesma do retAngulo estica j4 que se trata de
um retangulo regular que tem a medida da altura congruente a da base por isso que fica A = b-h

mas com h = b entdo € utilizado [ pra representar o lado e daf temos A = [2.

Fonte: Arquivo Pessoal.

Exemplo: o célculo de area da figura acima € calculado da seguinte maneira.

A=
A = 152
A = 225u.m

Area de tridngulo

calculo da area do tridngulo o célculo da érea do tridangulo depende do tipo de tridngulo,
onde se o triangulo for is6sceles utilizamos a férmula A = - onde Aéadreabéabaseeh
¢ a altura. E isso € algo claro ja que um tridngulo pode ser construido a partir de uma diagonal

em um quadrilatero por isso a drea de um tridngulo € a metade da drea de quadriltero.
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Se o triangulo for equildtero ndo utilizamos a féormula A = T pois para utilizar essa

férmula precisariamos encontrar a altura antes que s6 aumentaria o trabalho por isso que temos

1*V3
4

. . A . W3 .
uma férmula especifica para esse tipo de tridngulo A = ,onde A ¢é a area - ¢ a medida

b-h
da altura e [ € a medida do lado que quando substituida na férmula A = - resulta na férmula

2
A:l\/g

qualquer tridngulo.

e assim tendo conhecimento dessas duas férmulas podemos calcular a area de

10

Fonte: Arquivo Pessoal.

Exemplo 3.3. A drea do triagngulo acima é calculado da seguinte maneira.

2
A:l\/3

4
1 2
A= 0*v3
4
. 100v/3
4
a = 25\/§u.a.
ou
A =43, 3u.a.

Além dessa formulas, ainda podemos calcular a drea de qualquer triangulo por meio da
formula de Heron ou (Herdo), Heron foi um matematico que viveu na famosa cidade co-

nhecida por Alexandria no Egito e sua férmula que ficou conhecida como férmula de Heron

A= \/pl(p—a)(p—b)(p — c)] onde p é o semiperimetro e a, b, ¢ s3o as medidas dos lados do
a+b+c

triangulo, o semiperimetro € a soma de todos os lados divido por dois, entdo p = 5

Exemplo 3.4. O cdlculo de drea do tridngulo acima na formula de Heron fica.

a+b+c 104+ 10+ 10 30
—y e p=——y— =p=y =>p=15

pP= 2 2
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A=/pllp—a)(p—b)(p—¢)]
A= /15(15 — 10)(15 — 10)(15 — 10)
A= +/15(5)(5)(5)

A =/1875
A =143, 3u.a

Area do paralelogramo

Paralelogramo € um poligono formado por quatro segmentos de retas dois a dois paralelos,
¢ bem parecido com um retangulo porem nao possui nenhum angulo reto seu nome origina dos
seus saldos que sao dois a dois paralelos.

para calcular a drea de um paralelogramo existe duas férmulas a primeira € pela férmula do
calculo de drea do retangulo A = b - h essa € a formula mais simples de se calcular a drea de
paralelogramo, a segunda forma € um calculo de drea por partes onde é calculado a area de duas
regioes essa forma € mais trabalhosa pois a regido € dividida em um retangulo e dois triangulos
e depois € feito o calculo de area do retangulo pela formula A = b - h e depois do tridngulo pela
formula A = T esse cdlculo s6 € preciso ser feito uma vez pois a drea do segundo tridngulo
¢ igual a do primeiro, dai € s6 somar a aula do retdngulo com duas vezes a drea do triangulo e o

resultado encontrado € a drea do paralelogramo.

paralelogramo

3em 4 18cm D

8cm

Fonte: Arquivo Pessoal.

Podemos fazer o cdlculo da regido representado pelo paralelogramo acima de duas maneiras

a primeira pela formula do calculo de area do retangulo.

A=b-h
A=18-8
A = 144¢em?

A segunda maneira € considerarmos que tem dois tridngulos congruentes junto ao paralelo-

gramo de maneira que esse se torne um retangulo e depois subtrair a drea dos tridngulos.
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A=B-H
A=(3+18)-8
A=21-8
A = 168cm?
calculando a dreas dos triangulos
a=lh
3 28
A= —
224
A=—
2
A = 12cm?

Como sao dois tridngulos congruentes entao.
A=12-2= A= 24cm?.
Dai temos que a area do paralelogramo € igual a.

A = 168cm? — 24em? = A = 144em?.

Area do trapézio

calculo da area do trapézio € um quadrilatero que sua drea pode ser encontrada por duas
(B+0b)-h

forma a primeira é pela formula do célculo de area do trapézio A = esse € o
caminho mais simples para se calcular a drea do trapézio, a segunda maneira é um calculo de
area por partes onde o trapézio serd dividido em retangulo e tridngulo e depois calculado a drea
do retangulo pela férmula A = b - h e dos tridangulos pela férmula A = T e depois de feito

isso € sO somar todas as dreas e o valor encontrado € a drea do trapézio.

A 13cm D

8cm

18em

Fonte: Arquivo Pessoal.

Exemplo: podemos calcular a drea da do trapézio acima utilizando a féormula
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A= 2 °
28
A=—
2
A = 124cm?

Outra maneira.

tracamos um segmento de reta ligando vértice D com a aresta BC' de maneira que forme
um angulo reto e entdo fazemos o calculo de area por partes, pois a figura serd dividida em um
retangulo e um triangulo.

Area do retangulo.

A=b-h
A=13-8
A = 104cm?

Area do tridngulo.

a bt
528
A="""

420

A==

2

A = 20cm?

Somando a drea do tridngulo com a do retangulo temos.

A = 20em? + 104em?
A = 124em?

Area do losango

célculo da area do losango é um quadrildtero que podemos calcular sua drea fazendo o

1-dy . ., .
onde A é a area, d; € a medida da

produto entre suas diagonais pela féormula A =
diagonal maior e d, é a medida da diagonal menor. O losango também € um paralelogramo e

por se tratar de um paralelogramo podemos calcular sua drea com a férmula A = b - h.
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16em

D

Fonte: Arquivo Pessoal.

Exemplo: célculo da drea do losango.

Area do hexdgono regular

Hexdgono regular com lado medindo n, neste caso temos que a area do hexagono é 6 vezes

a 4rea de um tridngulo equildtero com medida do lado igual a n € como ja sabemos a area de
2

um tridngulo equildtero pode ser calculado pela férmula A = , € dessa forma podemos

calcular a drea do hexagono utilizando a férmula S = 6- A onde S € a drea do hexdgonoe A € a
, n o ) . ) 6-n2/3

area do triangulo equilatero e assim podemos deduzir a formula S = 1 a mesma forma
3-n2/3 L . )

— e essa € a formula que utilizamos para calcular a drea de

3-n2\/§

qualquer hexdgono regular utilizando a férmula S = —5 onde S € a area do hexdgono

pode ser escrita como S =

regular n € a medida do lado do hexdgono.
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hexagono regular
A 10 B

10

E 10 D

Fonte: Arquivo Pessoal.

Exemplo 3.5. A drea da figura acima é calculado de seguinte maneira.

S:—?"";‘/g

3.10%y/3
S:T\/_
~3-100v/3
=
o _ 300v3

2
S = 150/3
S = 259, 80u.a.

S

39

Outra férmula de resolver € calculando a 4rea de um triangulo ja que sabemos que tragcando

as diagonais de um hexdgono regular podemos dividi-lo em seis triangulos equildteros congru-

entes e depois da drea calculada é s6 multiplicar por seis e o resultado € a drea do hexagono.

4
12

A 04\/3
1

4= 1003

A =253

A =43.30127u.a

S=6-A
S =6-43,30127u.a.
S =259, 80u.a
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Célculo da area do circulo para calcular a drea de uma regido circular € feito através da
férmula matemética A = 7 - 2 onde A € a drea m € uma constante com valor aproximado de
3,14 e r € a medida do raio da circunferéncia e através dessa formula podemos calcular o valor

de qualquer circulo.



Capitulo 4
Principais Teoremas

Na geometria, como em toda matematica, sdo apresentados muitos teoremas. Tendo em
vista isso, neste capitulo, serdo abordados alguns teoremas de grande importancia da geometria
e que sdo o objetivo principal deste trabalho como o teorema de Pitdgoras, Tales e de Brahma-

gupta. Este capitulo serd baseado nas referéncias [4], [6] e [8].

4.1 Teorema de Pitagoras

O teorema de Pitdgoras € um dos mais conhecidos teorema da matematica. Esse teorema €
tdo conhecido que muitos profissionais utilizam-no sem saber que conhecimento da matematica
estd por trds como, por exemplo, na construcdo civil onde pedreiros usam relagcdes do teorema
de Pitagoras para fazerem esquadrejamento de constru¢des. Abaixo, enunciamos e provamos

este teorema.

Teorema 4.1. (Terema de Pitdgoras) Seja ABC' um tridngulo retdngulo com catetos iguais a b
e c e hipotenusa igual a a. Entdo,

a’> = b + &2

O teorema de Pitdgoras fala a respeito de tridngulo retangulo onde sabendo da medida de
dois lado desse triangulo € possivel encontrar a medida do seu terceiro lado com muita facilidade

usando esse teorema.

41
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hipotenusa
cateto

cateto

Fonte: Arquivo Pessoal.

Quando se trata do teorema de Pitdgoras € muito importante sabermos que os catetos sao
sempre os lados que formam o angulo reto e a hipotenusa € o lado que esta oposta a angulo reto
além de ser o maior lado como mostra a figura acima.

A seguir, apresentamos uma demonstracdo do Teorema 4.6 que estd baseada na referéncia

[4], pagina 224.

Demonstracao: Por semelhanga de triangulo, temos que

V=a-n “4.1)
e
E=a-m. 4.2)
Agora, para provar o teorema, basta somar membro a membro das equagdes (4.1) e (4.2),
como segue:
V+c=am+an=b"+c =a(m+n)=b+c =ad’
que € exatamente a igualdade dada pelo Teorema de Pitagoras. 0

Observacao 4.2. Consideremos as relacdes métricas no tridngulo retdngulo a seguir.

W¥=a-n (4.3)
c=a-m 4.4)
h2=m-n 4.5)

Essas relacoes sdo de grande importdncia.
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Fonte: Arquivo Pessoal.

Todas as outras relagoes podem ser encontrada através dessas trés. Por exemplo, fazendo
(4.3) X (4.4) membro a membro e usando a (4.5), temos:

Ve =an-am=0-=d> - mn=V-*=d> h*=b-c=a-h 4.6)

onde mn que resulta do produto de (4.3) por (4.4) é igual a h* da (4.5).
Também temos que em um tridngulo retangulo, a soma dos inversos dos catetos é igual ao
inverso do quadrado da altura relativa a hipotenusa, ou seja,
1 1 1
BrE T @D
Podemos observar que isso é verdade, pois
1 1 A+ a? a? 1

b_2+c_2:b2-02:b2-02:a2-h2:ﬁ (4.8)

A reciproca do Teorema de Pitagoras fala que se em um tridngulo a soma dos quadrados de
dois lados for igual ao quadrado do outro lado, entdo esse tridngulo € retangulo.

A demonstracdo a seguir esta baseada na referéncia [4], pdgina 225.

Hipétese: Temos que o tridngulo ABC em que a? = b? + ¢,

Tese: Entdo, o tridngulo ABC' é retangulo.

Demonstracao:

b m

a C

M p

Fonte: Arquivo Pessoal.
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O triangulo M N P ¢ retangulo em M, onde os catetos sdao os lado M P e M N que sdo
respectivamente congruentes as lados AC' e AB que pertence ao tridngulo ABC' e dai temos.

Tridngulo M N P retangulo em m entao

m? =n?+p? 4.9)

Comon=bep=c=m?="0"+c?
Por congruéncia de tridngulo LLL temos a = m = a* = m?
Dai concluimos que.

A=+ =m*=n>+p’ (4.10)

Entdo o tridangulo ABC' é retangulo [l

Demonstracao baseada na referéncia [6].

Demonstracao:
Primeiramente consideremos um segmento de reta que sair do vértice A e forma um angulo

perpendicular com o lado BC' no pomto que camamos de 1D como mostra a figura.

I a t
Fonte: Arquivo Pessoal.

Observamos que esse segmento de reta que acabamos de construir € a propria altura do
triangulo. entdo consideremos a medida da altura como h e observamos também que o lada a

foi dividido em duas parte que chamaremos de m en como mostra a figura.

Fonte: Arquivo Pessoal.

dai consideremos que os vértice C' e D tem angulo que medem respectivamente = e y como

estd representado na figura.



CAPITULO 4. PRINCIPAIS TEOREMAS 45

Fonte: Arquivo Pessoal.

Olhando o tridngulo ABC' temos que x + y = 90°, e dai temos os valores que falta nos

tridngulos ABD que Y e AC'D € x, veja a figura abaixo.

Fonte: Arquivo Pessoal.

Dessa figura tiramos informagdes necessarias para a deducdo do Teorema de Pitidgoras.
Dessa figura deduzimo que os tridngulos ABC, ABD e ADC sao semelhantes entre si e com
isso podemos fazer algumas relacdes matematicas.

para maior compreensao os tridngulos foram separados.

Fonte: Arquivo Pessoal.
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quando observamos os tridngulos ABC' e ABD temos

AB  BC
BD AB
c_¢a
m_c
c=a-m

Quando observamos os tridngulos ABC' e ADC' temos:

Ac_se
CD  AC
b_a
n b
=a-n

Dai temos que b> = a - n e ¢ = a - m entdo quando somamos b*> com c? é 0 mesmo que
soma a-n com a-m ja que b? + c? é o mesmo que a - n + a - m vejamos o que acontece fazendo

18S0.
+ct=a-n+a-m
olhando para o segundo membro podemos colocar a em evidéncia e temos que:
V+c=a-(m+n)

como no comego a foi dividido em duas partes que chamamos de m e n, entdo voltando a

unir essas duas partes temos novamente a,0ou seja:
m+n=a
entdo podemos concluir que:

V+c=a-(m+n)
B+ct=a-a
b+ =a?

ou

a? =0+
O

Exemplo 4.3. Um pedreiro precisa calcular o comprimento das vigotas que serdo utilizadas
em um casa de 8 metros de comprimentos, sabendo que a porcentagem de inclinacdo indicada

para a telha é de 30 por centro, qual serd o comprimento das vigotas sabendo que o beiral do
telhado é 0,5m?
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Fonte: Arquivo Pessoal.

4 — 100
xr — 30

Fazendo uma multiplicacdo cruzada temos:

100z = 120
120
r=—
100

r=1,20m

Calculando o tamanho da vigota utilizando o Teorema de Pitagoras.

a? =0+

a? = 4% 4+ 1,202
a’? =16+ 1,44
a? = 17,44
a=+/17,44
a=4,1Tm

Somando com a medida do beiral temos que a medida das vigotas serdo de:

4,174 0,5 =4,6Tm

4.2 Teorema de Tales

Teorema de Tales é também conhecido como teorema das paralelas. Esse teorema trata de
um feixe de retas paralelas entre si e que pertencem a um mesmo plano (s@o coplanares), e além

dessas retas paralelas, também tem as retas transversais a esse feixe de retas.

Teorema 4.4. (Teorema de Tales) sejam duas retas transversais a um feixe de retas paralelas,
entdo a razdo entre dois segmentos quaisquer da primeira serd sempre igual a razdo entre os

segmentos correspondentes da segunda.
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Segui uma demostragdo do teorema de Tales baseada na referéncia [4] nas paginas 185 e
186.

Hipotese

AB e CD sio dois segmentos de uma transversal, e A’B’ e C"D’ sio os respectivos corres-

pondentes da outra.

Tese
AB AP
> —=—
cDh C'D
Demonstracao:

1° caso: AB e CD sio comensuraveis.

Fonte: Arquivo Pessoal.

Existe um se = que é submiiltiplo de AB e de C'D.

AB-pz, AB p wi)
q

ES = == =
CD =qx CD

Conduzindo retas do feixe pelos pontos de divisdo de AB e C'D (na primeira figura) e apli-
cando na propriedade que diz que “’se duas retas paralelas e um segmento delas é dividido por
um numero de pates congruente entre si e pelos pontos de divisdo sdo conduzidas retas do fixe
entdo os segmentos correspondentes da outra € transversal”.(DOLCE E POMPEL,2005,P.184).

Dai,
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A'B" pa A'B’
cD g’ T oD
Comparando (4.11) e (4.12), temos:

3

(4.12)

2° caso: AB e C'D sio inumerével.
Dessa forma nio ha segmento submiiltiplo comum a AB e CD.

Tomamos um segmento y submultiplo qualquer de C'D (y e neste caso existe nimero inteiro
n de vezes em C'D), dai temos:
CD=n-y

p+1| P

Fonte: Arquivo Pessoal.

como AB e CD inumerdveis, colocando um sequencia y em AB, para um certo nimero
inteiro p de vezes acontece que:

py <AB < (p+1)y

Fazendo as operagdes com as relacdes acima, temos:

my < AB < (m+ 1)y _m @<m—|—1

— (4.13)
ny =CD =ny n CD n

Tragando retas do feixe pelos pontos de divisio de AB e CD e aplicando a propriedade
anterior, vem:
C'D' = qy
py < AB < (p+1)y
Operando com as relacdes acima, temos:
p AB  p+1

"<« AB < (p4+1))} =~ < —/ < —— 4.14
Py (p+1)y'} oD < 4 (4.14)

qy' =C'D' = qy'}
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Entdo, y € um submiiltiplo de C'D que se pode variar; dividindo y, aumentamos ¢ e nestas

S ~ . P P
condicodes — e sdao um par de classes adjacentes que definem um tnico nimero real, que

q
AB A'B'
¢ — pela expressao (4.13), e é pela expressao (4.14). e esse nimero € Unico, dai:
CD c'D
AB AP
cDh C'D
O
Observacao 4.5. A igualdade a seguir também ¢ vdlida:
AB  CD
AB  CD"

Dat concluimos que a razdo entre segmentos correspondentes é constante.

Exemplo: A figura abaixo representa as avenidas Galois e Pitdgoras e tem inicio em um
mesmo ponto A e cortam as ruas Tales e Euclides, sabendo que as ruas Tales e Euclides sdo
paralelas e que a avenida Galois corta a rua tales a 50m e a rua Euclides a 130m e a avenida
Pitagoras corta a rua Tales a 40m. Calcule distancia em que a Avenida Pitdgoras corta a rua
Euclides.

avenda Galois
—— Rua Euclides

Rua Tales

WA
4 40m T
Avenida Pitagoras

Fonte: Arquivo Pessoal.

50 B 130
40
50x = 40-130
50x = 5200

B 5200
50
x = 104m

4.3 'Teorema de Brahmagupta

O Teorema ou férmula de Brahmagupta A = /(s —a)(s — b)(s — ¢)(s — d) é voltado
para quadrilatero ciclico onde podemos calcular a drea de quadrilatero tirando a raiz quadrada

do produto da diferenca do semi-perimetro de cada lado, onde se tomarmos o comprimento de
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um de seus lados igual a zero o teorema vira a férmula de heron que ja foi abordada no capitulo

anterior.

Teorema 4.6. (Teorema de Brahmagupta) Se as diagonais de um quadrildtero ciclico sdo per-
pendiculares, entdo qualquer linha perpendicular a qualquer lado do quadrildtero e passando

pela intersecdo das diagonais, divide o lado oposto em duas partes iguais.

A seguir, estd uma demonstragdo baseada na referéncia [8].

Demonstracao:

C

Fonte: Arquivo Pessoal.
Seja A a area de um quadrilatero, entdo:

A =dreaANADB+areaABDC
absenA n cdsenC
2 2

A —
Dai, como ABC'D um quadrilatero ciclico.
DAB = 180° — DCB

Por consequéncia: senA = senC'

portanto,

absenA n cdsenA
2 2

A:

elevando os dois lados da expressao ao quadrado temos:

o~

B absen?A

A2
4

- (ab + cd)?
multiplicando os dois membros da expressao por 4

4A% = absen?A - (ab + cd)?
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utilizando a férmula das relagdes fundamentais cos?A + sen?A = 1 = sen?A = 1 — cos?A

substituindo na expressao

442 = (1 — cos?A) - (ad + cd)?
4A% = (ab+ cd)? — cos?A - (ab + cd)?

aplicando a lei do cosseno nos tridngulos AD B e BDC' e igualando a expressao corresponde

para o lado D B, temos
a® + b — 2abcosA = 2 +d? - 9¢cdcosC

substituindo cosC' = —coos A, tendo em vista que os dngulos sdo suplementares e reorgani-

zando temos:
2c0sA - (ab+ cd) = a® + b2 — 2 — d?

substituindo na equagao da érea.

2_(a2—|—b2—02—d2)2
4

4A% = (ab + cd)

16A% = 4(ab + cd)? — (a* + b* — & — d?)? (4.16)
que é da forma a? — b?, portanto podemos escrever a expressdo (a + b) - (a — b) como,
(2(ab + cd) + a® + b? — 2 — d?)(2(ab + cd) — a® — b* + 2 + d?)

= ((a+0)* = (c=d)*)((c+d)* = (a = ¢)*)
=(a+b+c—d)(a+B+d—-c)la+c+d—->b)(b+c+d—a)

» ‘. . " a+b+c+d
a soma de todos os lados € igual ao semi-perimetro”: s = —

16A2 = 16(s — a)(s — b)(s — ¢)(s — d)
dividindo os dois membros por 16
A= (s—a)(s—b)(s—c)(s—d)

tirando a raiz quadrada

A=+/(s—a)(s—b)(s—c)(s— D).



Capitulo 5
Consideracoes Finais

O presente trabalho possibilitou uma reflexao no estudo da matemética no campo da geo-
metria plana, abrindo uma extensdo para a historia da matemadtica, pois torna importante nao
s6 conhecer o conteiido matematico, mas também quem foram os primeiros a usarem esse co-
nhecimento, como eles usavam e para qué eles usavam. Além de possibilitar uma andlise de
grandes pesquisadores da matematica que realizaram importantes estudos no ramo da geome-
tria, a fim de ter conhecimento de como eles reuniram seus materiais de pesquisa, € quais as
contribui¢cdes que marcaram seu lugar na histéria da matematica e fizeram com que ela ficasse
com como conhecemos hoje.

O objetivo de fazer um estudo historico para depois entrar nos conteudos que sao trabalha-
dos hoje na geometria plana nos possibilita ter uma compreensdo de como as no¢des primitivas,
como ponto, reta e plano, unida com alguns postulados nos permite um estudo que vai transfor-
mando algo simples, como ponto, nas mais complexas figuras geométricas e que se continuar o
estudo pode chegar em importantes solidos.

Durante a pesquisa e a escrita, ficou evidente que existem muitas maneiras de fazer uma
abordagem de um conteddo a fim de deixd-lo mais simples e compreensivel e de os estudantes
terem um desempenho melhor, como € trabalhado no célculo de area nesse trabalho. Também
ficou notdvel que hd teoremas e formulas muito importantes que sdo pouco utilizadas, férmulas
essas que facilitariam muito os trabalho de geometria plana como a férmula de Heron que
serve para calcular a drea de qualquer tridngulo, o Teorema de Brahmagupta que apesar de sua
importancia, pouco conhecida é sua abordagem. E tdo pequena que foi preciso analisarmos uma
demonstracdo em espanhol e parafrasearmos a fim de compreendermos melhor.

Pela importancia de alguns conteudos, seria necessario que professores de universidade fi-
zessem a inclusdo deles nas ementas das disciplinas, a fim de que os formandos saissem da
universidade com um aprendizado a mais e tivessem um desempenho melhor na sua carreira

profissional.
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