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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo fazer um estudo sobre funcdes circulares e apresentar aplicagdes
que envolvam tais funcdes, como também as relagdes entre elas. Para iniciar, iremos tra-
zer um pouco da histoéria da trigonometria, seguido de algumas curiosidades relacionadas ao
tema. Utilizando constru¢des geométricas, definiremos as fungdes trigonométricas bésicas e,
na sequéncia, traremos teoremas e coroldrios que tornam o tema ainda mais interessante. No

final, mostraremos aplicacdes da trigonometria em areas diferentes.

Palavras-chave: Fung¢des Circulares. Aplicacdes. Trigonometria.



ABSTRACT

This work aims to make a study of circular functions and expose applications involving such
functions, as well the relations between them. To start, we will bring some of the history of tri-
gonometry, followed by some curiosities related to the theme. Using geometric constructions,
we will define the trigonometric functions and, in the sequence, we will bring theorems and
corollaries that make the theme even more interesting. In the end, we will show applications of

trigonometry in different areas.

Keywords: Circular Functions. Applications. Trigonometry.
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Capitulo 1
Introducao

Este trabalho tem por objetivo geral fazer um estudo a respeito das fungdes circulares e
mostrar algumas aplicagcdes destas fungdes, usando também outros aparatos da Trigonometria.
Como objetivos especificos, iremos abordar um breve histérico sobre a Trigonometria, trazendo
relacdes entre ela e as civilizagdes antigas. Além disso, traremos curiosidades interessantes a
respeito do tema em pauta. Faremos uma construcao geométrica para definir as funcdes trigo-
nométricas elementares. Depois, abordaremos, em forma de teoremas, as relacoes fundamentais
da Trigonometria e alguns de seus coroldrios. Ja se tratando das aplicacdes, veremos formas
de calcular distincias inacessiceis usando ferramentas bem simples. Além disso, estudaremos
sobre Movimentos Harmonicos Simples e sobre a Trigonometria na Musica. Para esta ultima
aplicagdo, daremos uma forma de se ouvir o som de certas funcdes trigonométricas.

Ao longo do trabalho, usaremos o Geogebra para nos ajudar nas construcdes de gréficos,
inclusive sua utilizagdo serd esencial para o estudo da ultima aplica¢do que apresentaremos. Ele
€ um software gratuito e pode ser baixado facilmente no endereco www.geogebra.org. Vale
ressaltar que este software consegue ser muito util para estudar, ndo sé funcdes, como também
varios outros objetos da Matemadtica, como por exemplo, os da Geometria Plana, os da Geome-
tria Espacial, os da Geometria Analitica, os do Calculo Diferencial e Integral, entre outros.

Destacamos que, para uma leitura fluente deste trabalho, € ideal que o leitor esteja familia-

rizado com conceitos da Geometria Plana e do Calculo Diferencial (como derivadas).



Capitulo 2
Um pouco da Historia

Neste capitulo, vamos apresentar ao leitor um pouco da Histéria e algumas curiosidades
sobre a Trigonometria. Vale ressaltar que, para a elaboracdo de cada tépico abaixo, usaremos

como base principal as fontes [1, 2, 3, 4].

2.1 Historia da Trigonometria

Se quisermos saber quando a Trigonometria surgiu, temos que decidir primeiro qual signifi-
cado da palavra levaremos em conta. Pois, se considerarmos ela como sendo a ciéncia da forma
como estudamos na atualidade, o seu surgimento estard no século XVII, interligado ao desen-
volvimento dos simbolismos algébricos da matemética moderna. Se considerarmos a Trigono-
metria como sendo a geometria relacionada a Astronomia, suas origens estardo nos trabalhos de
Hiparco, aproximadamente no século II a.C. Podemos ainda considerar seu significado, como
sendo literalmente “medidas do tridngulo”, o que levaria sua origem para em torno do segundo
milénio antes de Cristo. Veja [4].

Diversas civilizagdes antigas contribuiram para o desenvolvimento da Trigonometria. Entre
elas, citaremos algumas que consideramos importantes para este trabalho, seja por criarem de-
terminados conceitos, ou por usarem conceitos equivalentes aos da moderninade, ou ainda por
aplica-los em outras dreas, como na Astronomia, Cartografia, Engenharia, Topografia e etc. A
seguir, veremos um pouco da relagdo dos povos Babilonios, Egipcios, Gregos, Indianos, Arabes
e Chineses para com a Trigonometria.

Os povos Babilonios escreveram a Plimpton 322 por volta de 1900 a 1600 a.C. Seu nome
remete ao fato de ela pertencer a colecao G. A. Plimpton da Universidade de Columbia e ca-
talogada sob o nimero 322. FEla é uma tdbula contendo colunas com nimeros associados a
hipotenusa e um dos catetos de tridngulos retangulos. Além disso, essa tdbula contém uma ta-
bela com o quadrado das secantes do dngulo B oposto ao lado b de cada tridngulo. Na figura

2.1, podemos ver uma representacao da tabula. Veja [1] (p. 63-66).
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Figura 2.1: Representacdo da Plimpton 322

69
(115221)
9

Fonte: EVES [1] p. 64

Os povos Egipcios utilizaram um conceito equivalente ao de co-tangente, em um dos pro-
blemas do papiro Rhind. Segundo [2] (p. 12), o motivo que pode ter levado eles a chegarem a
esse resultado foi o fato de que, para construir as piramides era nescessdrio que elas tivessem
inclinagdes constantes nas suas faces.

O autor [2] (p. 116) diz que os Gregos trouxeram, pela primeira vez, estudos sistematicos
sobre as relacdes entre angulos nos circulos e os comprimentos das cordas que os subtendem.
Além disso, nos elementos de Euclides, ha leis ou formulas equivalentes a conceitos da Tri-
gonometria moderna, como por exemplo, as leis de cossenos para angulos agudos e obtusos;
porém, € importante ressaltar que eles sdo abordados em linguagem geométrica. Ha também
aplicacdes das leis dos senos nos teoremas sobre comprimento de cordas.

Assim como os Gregos, os Hindus usavam a Trigonometria como uma ferramenta para a sua
Astronomia. Entretanto, diferente dos Gregos que construiam tabulas de cordas, eles construiam
de semicordas, e nelas usavam os mesmos graus, minutos e segundos que conhecemos nos
dias atuais. Conceitos equivalentes aos de senos, cossenos e senos reversos (exprimidos por
versenA = 1 — cos A), eram utilizados pelos Hindus. Além disso, eles calculavam o angulo
metade através da relacdo versend = 2sen’A. A trigonometria Hindu englobava tridngulos
planos e esféricos, porém € interessante observar que era uma Trigonometria mais aritmética do
que geométrica. Veja mais em [1] (p. 259).

Segundo [1] (p. 265), os Arabes consideravam-se, antes de tudo, Astrdnomos, e desta ma-
neira dedicavam grande interesse pela Trigonometria. Eles utilizaram as seis fungdes trigo-
nométricas elementares e fizeram aprimoramentos na dedu¢do de férmulas da trigonometria
esférica. AlBattani, cuja o nome latinizado é Albategnius, chegou a lei dos cossenos para um

triangulo esférico obliquangulo (tridngulo que possui um angulo agudo), ou seja,

cosa =cosb-cosc+senb-senc-senA.
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A férmula

cos B =cosb-sen A

para um triangulo esférico ABC, reto em C, € as vezes chamada teorema de Geber, em alusio
ao astrdonomo muculmano ocidental Jabir Ibn Aflah, frequentemente chamado Geber, que tra-
balhou em Sevilha.

Na China, também ha registros de uso da Trigonometria, e, assim como em outras civiliza-
coes, a Astronomia Chinesa foi percursora dos estudos envolvendo o referido assunto. Um
desses registros € o Chou Pei, um livro escrito por volta de 1200 antes de Cristo, que trata
de cdlculos astrondmicos e também contém uma introdugdo relacionada as propriedades do
Triangulo retangulo. Provavelmente o mais influente livro de Matematica da civilizacao Chi-
nesa antiga, foi Chui-Ghang Suan-Shu ou Nove Capitulos da Arte Matematica. E interessante
relatar que o capitulo nove deste livro, contém problemas envolvendo Triangulos retangulos.
Um dos problemas encontrados no livro é o seguinte: H4 um bambu de 10 pés de altura, cuja
extremidade superior, ao ser quebrada, atinge o chido a 3 pés da haste. Encontre a altura da
quebra. Veja [2](p 143-144).

A Trigonometria vai sendo desenvolvida e modificada ao longo dos anos, tendo contribui¢des
de nomes como George Joaquim Rético (1514-1576), Nicolau Copérnico (1473-1543), Fran-
cois Vieta (1540-1603), e Bartomeu Pitisco (1561-1613). Rético juntou as idéias de Copérnico
e de Regiomontano (1436-1476) com suas préprias contribui¢des. E dele o tradado de Trigono-
metria mais completo publicado na sua época. O tratado fala sobre Trigonometria no triangulo
retangulo e trds a seguinte ideia sobre a notag¢do de angulo: ele chama seno do angulo COB, em
vez de dizer que CB € o seno do arco CD (Figura 2.2), inclusive ainda hoje usamos a notagao

da forma como Rético trouxe em seu tratado. Veja [3] (p. 145).

Figura 2.2: Angulo COB

Fonte: Arquivo pessoal.
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Desde Galileu (1564-1642), depois com o desenvolvimento da Geometria Analitica por
Descartes (1596-1650) e Fermat (1601-1665), os estudos a respeito de curvas tiveram grandes
avancos. Logo em seguida, a curva seno foi usada por Roberval (1602-1675) nos seus estudos
sobre cicloide, que foi publicado em 1670 no livro mecdnica de Wallis (1516-1703). Esta foi
a primeira vez que uma curva de uma funcdo Trigonométrica apareceu em uma publicagdo.
A partir dai, pouco a pouco, as fungdes trigonométricas passaram a ter grande presenga na
Matematica e, posteriormente, se mostraram essenciais para resolucao de diferentes problemas
da Matematica e da Fisica. Um exemplo disso sdo as séries de Fourier e suas muitas aplicagdes.
Veja [3] (p. 147).

2.2 Curiosidades

Ao longo da histéria, ha varios relatos sobre casos interessantes envolvendo a Matematica,
porém, vamos nos atentar as curiosidades que envolvem, diretamente ou indiretamente, a Tri-
gonometria. Um dos acontecimentos mais famosos € o da medicdo da circunferéncia da terra,
feita por Eratostenes, filosofo grego que viveu aproximadamente em 240 a.C.

Na cidade de Siena, Eratdstenes observou que, ao meio dia de um solsticio de verao, o fundo
de um poco refletia os raios solares. E exatamente no mesmo hordrio, na cidade de Alexandria
os raios solares faziam uma sombra, cuja medida de seu angulo com uma reta imaginaria que
passava pelo centro da terra e por Alexandria, era de 7,2°. Sabia-se que a distancia entre Ale-
xandria (vamos chamar de ponto A) e Siena (ponto S) era de aproximadamente 5000 estadios.
Eratéstenes usou o fato de que a razdo entre a circunferéncia da terra e 360° € igual a razio
de AS, que representa a distancia entre as duas cidades, por 7, 2° (Figura 2.3). Desta maneira,
Eratdstenes conseguiu calcular a circunferéncia da terra com uma precisdo razodvel. Imagina-

mos que ele tenha chegado a um resultado préximo a este,

C  AS 5000 1800000
260 7’2@0 360 72 s C 72 e 50000

O resultado dado em estddios pode ser convertido para km, de forma que tenhamos em
média 0, 171km a cada estddio. Assim, o resultado encontrado foi proximo de 42750km . Para

efeito de comparacdo, a circunferéncia da terra medido nos tempos atuais € de aproximadamente
40075km. Veja mais em [2, 5].
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Figura 2.3: Circunferéncia da Terra

raios solares

Fonte: Arquivo pessoal.

Outro relato interessante remete a Hiparco, que estimou a distancia da Terra a Lua. Para
isso, ele utilizou o conhecimento de que, durante um eclipse lunar, a Terra fica exatamente
entre o Sol e a Lua. Hiparco imaginou dois Triangulos retangulos, nos quais suas hipotenusas

ligavam o centro da terra as bordas do Sol e da Lua. (Figura 2.4).

Figura 2.4: Distancia da Terra a Lua

Fonte: Arquivo pessoal.

Hiparco levou em conta que a duragdo do eclipse era 2 vezes o angulo d e que a Lua levava

28 dias para dar uma volta completa na Terra, e ainda que o eclipse durava 100 minutos. Com
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uma regra de trés simples, chegou em

100 2d 100 - 360 36000

28.24.60 — 360 ~ %= 55 91.60 ~ 2%= 10390 ~ 2R 05"

Como mostra na Figura 2.4, Hiparco observou que c+d+«a = 180°e a+ b+« = 180° e, com
isso, obteve que a + b = ¢ + d. Ao medir, foi encontrado o angulo ¢, que era préximo a 0, 25°.
Foi observado que o angulo a tem medida desprezivel, pois o Sol estd muito distante da Terra,
o que leva a seguinte relacdo b ~ ¢ + d, ou seja, b ~ 0, 75°. Para estimar a distancia da Terra a

Lua, Hiparco usou a seguinte razao trigonométrica

R R
senb:;:sen(0,75°)-x:R=>x:W

e descobriu que a distancia da Terra a Lua € cerca de 62 a 74 vezes o tamanho de R, o raio da
Terra. O que € uma estimativa razoavel, levando em conta que hoje sabemos que o tamanho
real estd entre 57 e 67 vezes o tamanho de R. Veja mais em [6] (p. 102-103).

Para finalizar, mais um relato curioso é sobre a origem do uso da palavra seno na Ma-
tematica. Os Hindus usavam a palavra meio-corda para se referir ao seno, que em sanscrito €
jiva. Os Arabes a usaram sem fazer modifica¢es, porém, na linguagem érabe, é comum se es-
crever apenas as consoantes de algumas palavras, deixando a cargo do leitor a sua interpretagao.
Como a palavra sanscrita jiva se confunde com o som da palavra arabe jaib, os tradutores dos
trabalhos matematicos do arabe para o latim deduziram que os trabalhos se referiam a jaib, que
¢ uma palavra bem usual e significa bolso ou bacia, e traduzindo para o latim € sinus. Desta, se

derivou a palavra que conhecemos hoje como seno. Veja mais em [3] (p. 143).



Capitulo 3
Definicoes e Resultados

No capitulo que se segue, vamos estudar algumas defini¢des importantes para utilizarmos
posteriormente neste trabalho. Informamos ao leitor que para as préximas defini¢des nos em-
basaremos nas seguintes fontes [3, 7, 8].

Por questdes didaticas, decidimos apresentar primeiro um apanhado de defini¢des, proprie-
dades e resultados sobre as funcdes circulares para que, em seguida, mostrassemos os exemplos
aplicando tais conceitos. A razao pela qual fizemos desta forma vem do fato de que os exemplos
se tornam mais interessantes e curiosos quando envolvem conceitos mais abrangentes de uma

area.

3.1 Funcoes Circulares

Definicao 3.1. (Arcos) Dado uma circunferéncia e dois pontos distintos A e B sobre ela, cha-
mamos os segmentos AB e BA de arcos da circunferéncia (Figura 3.1). Nos casos onde os
pontos A e B coincidem, temos dois casos particulares de arcos, o ponto A = B é denominado

arco nulo e a circunferéncia é denominada arco de uma volta (Figura 3.2).

14
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Figura 3.1: Arco de uma circunferéncia

Fonte: Arquivo pessoal.

Figura 3.2: Arco nulo de uma circunferéncia

Fonte: Arquivo pessoal.

Para medirmos um arco AB em relac@o ao arco unitdrio » (u nao nulo e de mesmo raio que
AB), precisamos verificar quantas vezes o arco u cabe no arco AB. Assim, por exemplo, na
Figura 3.3, o arco u cabe 6 vezes no arco AB e, entdo, a medida do arco AB ¢é 6, isto €, arco
AB = 6 - arco u.
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Figura 3.3: Medida de arco

Fonte: Arquivo pessoal.

Definicdo 3.2. (Angulos) O angulo é uma figura formada por duas semi-retas de mesma origem,
onde as semi-retas sdo os lados do dngulo e a origem comum é o vértice (Figura 3.4). Usamos

a notacdo AOB ou BOA para se referir ao dngulo.

Figura 3.4: Angulo

B

O -

Fonte: Arquivo pessoal.

~ . S 1 : .
Definicao 3.3. Grau, cujo simbolo é °, é um arco unitdrio igual a 360 da circunferéncia que

contém o arco a ser medido.

Definicao 3.4. Radiano, cujo simbolo é rad, é um arco unitdrio cujo comprimento é igual ao

raio da circunferéncia que contém o arco a ser medido.

Temos a seguinte correspondéncia entre graus e radianos:
180° = 7rad.

Exemplo 1. Se quisermos converter 150° para radianos, fazemos como segue.
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Resolucao:
x s 1507 5%
— =— < 8z=10n<=1r=—"- <= 2r=—.
150 180 PTR80S T
O
3T
Exemplo 2. Da mesma forma, converteremos Zmd para graus.
Resolucao:
3 s 3T
L= =180 —=z-1<=> 131 =127 & 2 = 135°.
x 180 4
O

Definicao 3.5. (Ciclo Trigonométrico) Tomemos sobre um plano um sistema cartesiano orto-
gonal uOv. Consideremos a circunferéncia \ de centro O e r = 1. Notemos que o tamanho

desta circunferéncia é 2m pois r = 1.

Figura 3.5: Ciclo Trigonométrico

v A

B

Fonte: Arquivo pessoal.

Definicao 3.6. (Funcdo Periddica) Sejam A e B subconjuntos de niimeros reais. Uma fungdo

f A — B éperiddica se existir p > 0 que satisfaca a seguinte condi¢cdo:
flz+p) = f(x),Vx € A.

Neste caso, o menor valor de p que satisfaca a condi¢do citada serd chamado de periodo de f.

A seguir, comecamos a apresentar as fung¢des periddicas. Vamos iniciar com a fung¢ao seno.
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Definicao 3.7. (Fungdo Seno) Dado um niimero real x, seja P sua imagem no ciclo. Denomina-
mos seno de x (e indicamos por sen x) a ordenada O P, do ponto P do sistema uOv (Figura 3.6).
Denominamos fungdo seno a funcdo f : R — R que associa a cada real x o real OP, = sen x,
isto é:

f(z) = senx.

Figura 3.6: Seno

:\f

Fonte: Arquivo pessoal.

Propriedades da funcao seno:

e A imagem da funcéo seno € o intervalo [—1, 1], isto é, —1 < senz < 1 para todo x real.
Justifica-se imediatamente, pois, se P estd no ciclo, sua ordenada pode variar somente de

—1 a1, assumindo cada um destes valores.

e Se x estd no primeiro ou no segundo quadrante, entdo sen x € positivo.

De fato, neste caso, P estd acima do eixo v e sua ordenada € positiva.

e Se x estd no terceiro ou quarto quadrante, entdo sen z € negativo.

De fato, neste caso, P esta abaixo do eixo u e sua ordenada € negativa.

e Se x percorre o primeiro ou o quarto quadrante, entdo sen x € crescente.
E imediato que, se x percorre o primeiro quadrante, entdo P percorre o arco AB e sua

ordenada cresce. Fato andlogo ocorre no quarto quadrante.

e Se x percorre o segundo ou terceiro quadrante, entdo sen x € decrescente.
E imediato que, se x percorre o segundo quadrante, entdo P percorre o arco BC e sua

ordenada decresce. Fato andlogo ocorre no terceiro quadrante.
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e A funcio seno € periddica e seu periodo é 27.
E imediato que,sesenx = OP; ek € Z,entdo sen (z+k-2m) = OP, poisx e x+ k- 27

tem a mesma imagem P no ciclo. Temos, entdo, para todo x real
senx = sen (z + k - 2m)

e, portanto, a fungdo seno € periddica. E seu periodo € o menor valor positivo de k - 27,

isto &, 2.

Veremos agora o gréfico da fun¢do seno (Figura 3.7).

Figura 3.7: Seno

Y

Fonte: Arquivo pessoal.

Definicao 3.8. (Fungdo Cosseno) Dado um niimero real x, seja P sua imagem no ciclo. De-
nominamos cosseno de x (e indicamos por cos x) a ordenada O P, do ponto P do sistema uOv
(Figura 3.8). Denominamos fungdo cosseno a funcdo f : R — R que associa a cada real x o
real OP, = cos x, isto é,

f(x) = cosz.
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Figura 3.8: Cosseno

Fonte: Arquivo pessoal.

As propriedades da funcdo cosseno a seguir ndo serdo demonstradas, pois seguem 0s mes-

mos raciocinios daquelas da funcdo seno. Deixamos essa tarefa a cargo do leitor.

Propriedades da funcao cosseno:

A imagem da fungdo cosseno € o intervalo [—1, 1], isto é, —1 < cosx < 1 para todo x

real.

Se x esta no primeiro ou no quarto quadrante, entdo cos z é positivo.

Se x estd no segundo ou no terceiro quadrante, entdo cos x € negativo.

Se x percorre o terceiro ou quarto quadrante, entdo cos x € crescente.

Se x percorre o primeiro ou segundo quadrante, entao cos x € decrescente.

A funcao cosseno € periddica, e seu periodo € 27.

Veremos a seguir o grafico da fungdo cosseno (Figura 3.9).
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Figura 3.9: Cosseno

Yy

Fonte: Arquivo pessoal.

Definicao 3.9. (Funcdo Tangente) Dado um niimero real x, v # g +km,comk € Z, seja P sua

imagem no ciclo. Consideremos a reta Oﬁ e seja T' sua intersec¢do com o eixo das tangentes
(eixo este que é dado pela reta tangente ao circulo passando por A). Denominamos tangente
de x (e indicamos por tg x) a medida algébrica do segmento jﬁ (Figura 3.10). Denominamos
fungdo tangente a funcdo f : D — R que associa a cada real x, x # g +km, o real ﬁ =tgu,
isto é,

flz) =18

Figura 3.10: Tangente

Fonte: Arquivo pessoal.
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Propriedades da funcao tangente:
e O dominio da funcdotgz é D = {x € R| z # g + km, paratodo k € Z}.

e A imagem da func¢do tangente € IR, isto €, para todo y real, existe um x real tal que
tgxr =y.
De fato, dado y € R, consideramos sobre o eixo das tangentes o ponto 7' tal que ﬁ =.
Construindo a reta W, observamos que ela intersepta o ciclo em dois pontos P e (),

imagens no circulo dos reais = cuja tangente € y.

e Se x estd no primeiro ou terceiro quadrante, entdo tg x € positiva.

De fato, neste caso, o ponto 7" esta acima de A e a medida de ﬁ € positiva.

e Se x estd no segundou ou quarto quadrante, entdo tg x é negativa.

De fato, neste caso, o ponto 7" esta abaixo de A e a medida de ﬁ € negativa.

e Se x percorre qualquer um dos quatro quadrantes, entao tg x € crescente.
Provemos, por exemplo, quando x percorre o primeiro quadrante. Dados x; e x5, com
r1 < 9, temos que suas imagens no circulo satisfazem «; < @y em comprimento e,

pelas propriedades da Geometria Plana, vem que AT} < ATs, isto é, tgzy < tgxs.

e A funcido tangente € periddica, e seu periodo € 7.
De fato, se tg z = AT e k € Z, entdo tg(z + kw) = AT, pois x e x + km tem imagens P
e () coincidentes ou diamentralmente opostas no ciclo, e assim, Oﬁ = % Portanto, a
intersecdo de Oﬁ com o circulo € 0 mesmo ponto que a intersecao de % com o circulo.

Temos, entdo, para todo x no dominio da tangente,
tgx = tg (z + km),

e a funcdo tangente € periddica, com o seu periodo sendo o menor valor positivo de k,

isto é, .

Veremos a seguir o grafico da funcdo tangente (Figura 3.11).
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Figura 3.11: Tangente

Fonte: Arquivo pessoal.

Definicao 3.10. (Fun¢do Cotangente) Dado um niimero real x, x # km, seja P sua imagem no
ciclo. Consideremos a reta @ e seja D sua interseccdo com o eixo das cotangentes. Denomi-
namos cotangente de x (e indicamos por cotg x) a medida algébrica do segmento Bl3 (Figura

3.12). Denominamos por funcdo cotangente a funcdo f : D — R que associa a cada real z,
x # km, o real ﬁ = cotg z, isto é,

f(x) = cotg x.

Figura 3.12: Cotangente

\IQ

Fonte: Arquivo pessoal.
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Propriedades da funcao cotangente:

e O dominio da fun¢@o cotangente é D = {z € R| z # km, paratodo k € Z}.

A imagem da fun¢do cotangente é R, isto €, para todo y real existe um z tal que cotg x =

Y.

Se x estd no primeiro ou no terceiro quadrante, entdo cotg x € positivo.

Se x esta no segundo ou no quarto quadrante, entdo cotg = € negativo.

e Se x percorre qualquer um dos quatro quadrantes, entdo cotg x € decrescente.

A funcdo cotangente é periddica, e seu periodo € 7.

Fica a cargo do leitor a demonstrag¢do das propriedades acima.

veremos a seguir o grafico da funcdo cotangente (Figura 3.13).

Figura 3.13: Cotangente

.

NN NN

Fonte: Arquivo pessoal.

~

w

N
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Definicao 3.11. (Fungdo Secante) Dado um niimero real x, x #* g + km, seja P sua imagem
no ciclo. Consideremos a reta s tangente ao ciclo em P e seja S sua intersec¢cdo com o eixo
dos cossenos. Denominamos secante de x (e indicamos por sec x) a abcissa O? do ponto S
(Figura 3.14). Denominamos fungdo secante a funcdo f : D — R que assoscia a cada real x,
x # g + km, o real O? = sec x, isto é,

f(z) = secx.
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Figura 3.14: Secante

\!\V

d
Fonte: Arquivo pessoal.
Propriedades da funcao secante:
e O dominio da fungéo secante é D = {z € Rz # g + km}
e A imagem da fun¢do secante ¢ R—| — 1, 1|, isto é, para todo y real, comy < —louy > 1

existe um z tal que secx = y.
e Se x estd no primeiro ou no quarto quadrante, entdo sec x € positiva.
e Se x estd no segundo ou no terceiro quadrante, entdo sec x € negativa.
e Se x percorre o primeiro ou o segundo quadrante, entdo sec x € crescente.
e Se x percorre o terceiro ou o quarto quadrante, entdo sec x € decrescente.

e A funcido secante é periddica, e seu periodo € 2.

Fica a cargo do leitor a demonstracao das propriedades acima.

Veremos a seguir o grifico da funcao secante (Figura 3.15).
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Figura 3.15: Secante

by

-2m - 0 ™ 2m 3m
/_\ ) /\ /_\

Fonte: Arquivo pessoal.

Definicao 3.12. (Fungdo Cossecante) Dado um niimero real x, x # km, seja P sua imagem no
ciclo. Consideremos a reta s tangente ao ciclo em P e seja E sua interseccdo com o eixo dos
senos. Denominamos cossecante de x (e indicamos por cossec x) a ordenada O? do ponto E
(Figura 3.16). Denominamos fungdo cossecante a funcdo [ : D — R que assoscia a cada real

x, v # km, o real Og = cossec x, isto é,

f(x) = cossec x.

Figura 3.16: Cossecante

Fonte: Arquivo pessoal.
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Propriedades da funcao cossecante:

e O dominio da fun¢@o cossecante é D = {x € R|z # km, paratodo k € Z}.

e A imagem da fungdo cossecante é R—] — 1, 1], isto é, para todo y real, com y < —1 ou

y > 1 existe um z tal que cossec x = y.
e Se x estd no primeiro ou no segundo quadrante, entdo cossec x € positiva.
e Se x estd no terceiro ou no quarto quadrante, entdo cossec x € negativa.
e Se x percorre o segundo ou terceiro quadrante, entdo cossec x € crescente.
e Se z percorre o primeiro ou quarto quadrante, entdo cossec x € decrescente.

e A funcdo cossecante € periddica, e seu periodo € 27.

Fica a cargo do leitor a demonstrac¢do das propriedades acima.
Veremos a seguir o grafico da fungdo cossecante (Figura 3.17).

Figura 3.17: Cossecante

4

w

IN)

T

SN VRN

Fonte: Arquivo pessoal.
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3.2 Resultados

Agora que definimos as seis fungdes trigonométricas elementares, queremos mostrar ao
leitor algumas relacdes que elas tém entre si. Sdo o que chamamos de relacdes fundamentais, e

veremos a seguir.

Teorema 3.13. Para todo x, vale a relagdo sen’x+cos*c = 1, chamada de relacdo fundamental

trigonométrica.
Demonstracao: Vamos dividir em dois casos possiveis.

k-
(a) Sex # Tﬂ a imagem de x € distinta de A, B, C e D e, entdo, existe o tridngulo O P, P

retangulo (veja a Figura 3.18). Portanto, pelo teorema de pitdgoras, temos

| OP, |> + | PP |?’=| OP |*= 1 = cos’z + sen’r = 1.

Figura 3.18: Relacdo fundamental

D

Fonte: Arquivo pessoal.

(b) Sex = TW para algum k € Z, podemos verificar diretamente a tese (veja a figura 3.19).
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Figura 3.19: Tabela de sinais

X | senx Cos X senzx + coszx
0 0 1 1

T 1 0 1

2

m ] -1 1

3 -1 0 1

2

Fonte: IEZZ1, G. [7].

Sen T

Teorema 3.14. Para todo x real, x # g + km, vale a relagdo tg x = .
cos T

Demonstracao: Vamos dividir em dois casos possiveis.

(a) Se x # km, aimagem de x € distinta de A, B, C e D (veja a figura 3.20). Entdo, temos

| AT | _ | PP
04| 0B |

_ |senz |

AOAT ~ AOP,P =

= |tgx |= cosz |

Observando a tabela 3.21, podemos perceber que o sinal da tg z € igual ao do quociente
senx

. Desta forma, verifica-se a tese.
cos T

Figura 3.20: Relacao fundamental 2

Fonte: Arquivo pessoal.
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(b) Se x = km, temos que

Figura 3.21: Tabela de sinais

Q | sinal de tg x |sinal de sen x
COS X

10 + +

20 - -

30 + +

49 - -

Fonte: IEZZI, G. [7].

Teorema 3.15. Para todo x real, x # km, vale a relacdo cotg xr =

Demonstracao: Vamos dividir em dois casos possiveis.

30

(a) Sex # glm, aimagem de z € distinta de A, B, C e D (veja a figura 3.22) . Entdo, temos

|BE| | PP

AOBE ~ ANOP,P — '22 1 _ 1210
|OB| |OP|

—| cotgz |=

Observando a tabela 3.23, podemos perceber que o sinal da cotg € igual ao do quociente

Cos ™

. Desta forma, verifica-se a tese.
senx
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Figura 3.22: Relacdo fundamental 3

d
Fonte: Arquivo pessoal.
s
(b) Sex = 5 + km, temos que
cos
cotgr =0 = .
senx
Figura 3.23: Tabela de sinais
Q |sinal de cotg x | sinal de cos X
sen x
19 + +
29 - -
39 4+ +
49 ; -
Fonte: IEZZ1, G. [7].
T 1
Teorema 3.16. Para todo x real, x #+ 5 + km, vale a relacdo sec v = .
cos

Demonstracao: Vamos dividir em dois casos possiveis.
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(a) Se x # km, aimagem de x é distinta de A, B, C e D (veja a figura 3.24). Entao, temos

05| |0P| |

AOPSNAOPQP:> — = — —_—>|330x|:
|OP| | OB |

| cosz |

Observando a tabela 3.25, podemos perceber que o sinal da sec x € igual ao de cos .

Desta forma, verifica-se a tese.

Figura 3.24: Relacao fundamental 4

\!\V

oV

Fonte: Arquivo pessoal.

(b) Se x = km, temos quando £ for par,
secx =1 =cosz,

e quando £ for impar,

secr = —1 = cosz,
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Figura 3.25: Tabela de sinais

Q |sinal de sec x | sinal de cos x
19 + +
29 = -
30 - -
49 + +

Fonte: IEZZ1, G. [7].

1
senx

Teorema 3.17. Para todo x real, x # km, vale a relacdo cossec x =
Demonstracao: Vamos dividir em dois casos possiveis.

(a) Se x # g + km, a imagem de x € distinta de A, B, C e D (veja a figura 3.26). Entao,

temos

|OE| | OP| 1
—— = —— =—>|secx |= .
|OP| |OP | | senx |

Observando a tabela 3.27, podemos perceber que o sinal da sec x € igual ao de senx.

AOPE ~ AOP,P =

Desta forma, verifica-se a tese.

Figura 3.26: Relacdo fundamental 5

Fonte: Arquivo pessoal.
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(b) Sex = g + k7 temos quando k£ for par,

cossecr =1 =senx

e quando £ for impar,

cossecxr = —1 = senx.

Figura 3.27: Tabela de sinais

Q sinal de sinal de
COSSeC X sen x

19 + +

20 + +

30 - -

40 - -

Fonte: IEZZ1, G. [7].

Corolario 3.18. Para todo x real, x # ;, vale a relacdo cotg x = prm
g

Demonstracao: Segue diretamente dos resultados anteriores que

cos 1 1
cotgr = =
sen x

senx
cos T

:tgx’

k
Corolario 3.19. Para todo x real, v # ;, vale a relacdo thx + 1 = sec”z.

Demonstracao: Da Relagdo Fundamental Trigonométrica, segue que

senx sen’r  cos’x  sen’x + cos’z 1

2 2 2 2 2
COs“x COos“x COos“x COs“x COos“x

= SCCQI.

i
Corolario 3.20. Para todo x real, © # 5 vale a relacdo 1 + cotg*x = cossec’x.

34
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Demonstracao:
cos’z  sen’r cos’z  cos’y + sen’x 1
2 2
l+cotgr =1+ ——= T = 5 = 5 = cossec .
sen’r  sen’r  sen’xz sen?x sen?x
O
s e ™ ~ 2 ]-
Corolario 3.21. Para todo x real, x # —-, vale a relagdo cos"r = —————.
2 1+ 1g°x
Demonstracao:
9 1 1
Cos™T = —— = 5
sec’r 1+ tgw
O
- m 2 1g°x
Corolario 3.22. Para todo v real, v # —, vale a relagdo sen”x = —
2 1+1g°x
Demonstracao:
2 2 2
cos“x sen“x tgcr
sen’zr = 5" sen’z = cos’z - 5L = cos’z - tg2x = tgzx = g—2
cos’x cos?x 14 tgx 1+ tgx
O

O proximo resultado fornece uma maneira de se calcular o valor do seno de certos angulos.
Dele que provém a famosa tabela dos angulos notdveis. No que segue, para cada n € N,

considere [,, o lado do poligono regular de n lados inscrito no circulo unitario.

[
Teorema 3.23. Para todon € N, vale a relacdo sen T_ 5”
n

~ ~ ~ 2
Demonstracao: Considere aqui a Figura 3.28, onde AOP = AOQ = T Como QOP = —W,
n n

decorre que QP = [,,. No tridngulo iséceles QO P, o eixo dos cossenos ¢ bissetriz e também

altura e mediana, isto é, Q P Lu e P, é ponto médio de () P. Entdo, por defini¢do de seno, tem-se

- 1,
senz = PP =—.
n 2

Figura 3.28: Teorema 3.23

L

Fonte: Arquivo pessoal.
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|

Agora, vamos trazer ao leitor alguns exemplos para que possamos exercitar os resultados
que trouxemos até aqui.

5 3
Exemplo 3. Sabendo que cossecr = ~1 em <z < g, calcularemos as demais fungdes

circulares de z.

Resolucao: Utilizaremos o Corolario 3.20 para encontrarmos a cotangente de x. Seque que

1+ cothx — cossec’s = cotg2x = cossec’r — 1 = cotgxr =

cot ) = cot +3 = cot 3
xr = _— T = — r = —
8=\ 16 g 4 8=

uma vez que x estd no terceiro quadrante. Agora, usaremos o Corolério 3.18 para encontrarmos

a tangente de .

1
cotgr = — = tgr =
tgx

1 4
=Stgr == =>tgr = —.
cotgx g % e 3

Pelo Teorema 3.17, encontraremos o seno de x. Temos

1
cossecr = = SeNT = ———— = SeNT = — = SeNT = ——
senzx CcoSsec T -3
Pelo Teorema 3.14, encontraremos o cosseno de . Obtemos
4

sen sen —3 3
[gr = — = CcosxT = = COST = —~ => COST = ——.
COSCOS tgx 3 5

Para finalizar, usaremos o Teorema 3.16 para encontrar a secante de x.

1 1
=secr = —3 = secr = —.

SECxr = 3
5

CoOST

2 - sen’r + 3 - tg?z - cos’x
cotg?x - (1 + tgx)

Exemplo 4. Seja sec x = 2. Vamos calcular a expressdo y =

Resolucao: Primeiramente, vamos utilizar alguns corolérios e teoremas para encontrar os va-
lores das fungdes circulares que sao necessarias para calcularmos a expressdao y. Usando o

Corolario 3.19, encontraremos
tg’r + 1 = sec’s = tg’r = sec’r — 1 = tg’r = (2)> — 1 = 3.
Pelo Corolario 3.21, segue que

1
2 2 2
COS = —— = COS = — = COS = —.

T 1t e T3 YTy
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Pelo Teorema 3.13, temos
2 2 2 2 2 1 2 3
sen a:+cosa::1:>senx:1—cosx:>senx:1——:>sen93:z

Pelo Teorema 3.15, obtemos que

5 cos? ) : ,
colg’r = 5 = colg'r = g = cotg’r = —.
Assim,
_ 2-sen’r+3-tgkr-cos’y  2-(3)+3-3-(3) S+7 B 45
v= cotg?z - (1 + tg?x) N %.4 - % _g—ﬁ-

Como ja vimos, o Teorema 3.23 nos garante calcular qualquer angulo desde que esteja de
acordo com as condi¢des proposta por ele. Preocupado com o leitor, a seguir faremos um
exemplo que o ajude a entender melhor uma aplicagdo do teorema mencionado. Entretanto,
vale ressaltar que outras aplicacOes podem ser encontradas nas paginas 64 e 65 de [7], inclusive
14 também estdo os resultados de quando n = 3, n = 4 e n = 6, que geram os valores dos

angulos notaveis (veja a Figura 3.29).

Figura 3.29: Tabela dos angulos notaveis

| x|z

6 | 4 3
seno 1 | 3'/—; ﬁ

2 | 2 | 2
cosseno T T "2“' .
tangente | is—; 1 ‘\/;

Fonte: IEZZI. G [7], p. 65

Exemplo 5. Vamos calcular o valor de sen (22, 5°), cos (22,5°) e tg(22, 5°).

Resolucao:

Primeiramentem converteremos 22, 5° para radianos. Temos que

22,5° $:> 22,5"-7r:> s
= — rT = —— xTr = —.
180° T 180° 8
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Aplicando o Teorema 3.23, encontraremos
™ lg

92 5°) = sen — = .
sen(22,5°) seng =5

Podemos usar o Teorema de Pitdgoras e calcular o valor do lado de um poligono regular de 4
lados inscrito na circunferéncia e obteremos [, = RV?2 (Figura 3.30). Usando tal resultado,

temos que

— 2R —RV2

2. PQ=2R—-1, = PQ = 5 M

= PQ = 5

Pelo Teorema de Pitagoras, teremos

<zs>2=P_@2+<%>2:»<z8>2:(M> +<R'ﬁ) ~li—R-\2- V2

Considerando que R = 1, entdo

Logo, podemos calcular

™ lg
22,5°) = sen— = = =
sen(22,5°) = sen 5= 3

Pelo Teorema 3.13, é imediato que

2 — /2
sen®(22,5°) + co0s %(22,5°) = 1 = cos (22,5°) = \/1 —( 5 \/_)2 =
2 2
cos (22,5°%) = -2|— \/_
E, por ultimo, usando o Teorema 3.14, teremos
2-2
22.5° 2 — /2
t0(22,5°) = SRCL5Y) 09 50y = T L e(22,5°) = V2o V2
cos (22, 5°) 242 242

[\

Figura 3.30: Poligono de 8 lados inscrito na circunferéncia

Q ls

Fonte: Arquivo pessoal



Capitulo 4
Aplicacoes

Neste capitulo, abordaremos algumas aplicagcdes envolvendo os assuntos estudados até o
momento. Destacamos ao leitor que o objetivo aqui € apresentar cada tépico de forma breve.
Para um aprofundamento com relacao a cada secao deste capitulo, indicamos as seguintes fontes
(7,9, 10, 11, 12, 13].

4.1 Distancias Inacessiveis

Como ja foi visto no Capitulo 2 deste trabalho, a Trigonometria foi usada para resolver
problemas de medidas desde civilizagdes antigas até a atualidade. Evidentemente, ela tem se
desenvolvido e também contribuido para o desenvolvimento de tecnologias que possam medir
distancias astrondmicas. Mas, para esta secdo, estamos interessados em falar sobre medi¢des
de distancias inacessiveis ainda na Terra, as quais nao conseguimos realizar o calculo simples-
mente por meio de instrumentos usuais como, por exemplo, a trena, a fita métrica, entre outros.
Veremos a seguir duas aplicacdes envolvendo distancias inacessiceis. Vale destacar ao leitor
que, para a primeira aplicac@o, é nescessario conhecimento sobre a lei dos senos e a leis dos

cossenos, que podem ser encontradas em [7], nas paginas 155, 158 e 159.

Aplicacao 1. Voce estd a beira-mar e avista dois navios parados e totalmente inacessiveis. Seu
desejo € calcular a distancia entre eles usando apenas o material que estd ao seu alcance, que sdo:
duas mesas quadradas, uma régua, dois palitos de churrasco, um tranferidor e uma calculadora

cientifica. Como vocé faria isso?

Resolucio: Uma boa estratégia para resolver este problema é a seguinte: Consideraremos A
um ponto que representa um dos navios e 3, o outro. Colocaremos duas mesas quadradas, uma
do lado da outra, encostando-as. Com a régua, encontraremos o centro da aresta inferior de
cada mesa e chamaremos de C'D a distancia entre eles. Em seguida, pegaremos um palito de

churrasco e colocaremos sobre este centro da primeira mesa. Agachado, apontaremos o palito

39
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para o primeiro navio, digamos o navio A. Ainda agachado, vamos colocar outro palito com o
mesmo inicio do primeiro, porém apontando agora para o navio B. Ilustraremos o que fizemos

até agora com a Figura 4.1.

Figura 4.1: Palitos sobre a mesa 1, apontando para os navios

B MESA1 MESA2

\ Y £

<
Vil
C

Fonte: Arquivo pessoal.

Usando o transferidor, iremos medir os angulos « ¢ 5 como mostra a Figura 4.1. Em se-
guida, faremos 0s mesmos passos, mas agora com a segunda mesa, e mediremos novamente 0s

angulos 6 e v, como mostrados na Figura 4.2.

Figura 4.2: Palitos sobre a mesa 2, apontando para os navios

~ MESA1 i MESA2

p !
- i
o y

Fonte: Arquivo pessoal.

A Figura 4.3 a seguir mostra como ficaria o desenho final do nosso método.
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Figura 4.3: Desenho final

Fonte: Arquivo pessoal.

Nosso objetivo é calcular o valor de AB. Para isto, primeiro, vamos observar que o angulo

CED = 180° — (8 + 6). Entao, usando a lei dos senos, encontraremos

ED B L L FD - L-senp

sen 3 sen (180° — (B3 +0)) ~ sen (180° — (B +0))
e também o

CE L N L-send

senf  sen(180° — (B +0)) ~ sen (180° — (B + )

Isso mostra que conhecemos os valores de ED e C'E. Agora, note que
2-(180° = (a+0))+2-p=360°= p=a-+0.

Também podemos observar que w = 180° — 2a — 6 e que 7 = 180° — (v + 6 + ). Ou seja,
conhecemos os valores de w e 7. Assim, determinamos pela lei dos senos o comprimento de
AFE fazendo

AE CE

sena senw.

Para determinar o comprimento de B D, fazemos de maneira andloga, tal como

B ED

senj  senT

Conhecemos também AD pela férmula

AD = AE + ED.
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Por dltimo, usando a lei dos cossenos como segue

AB’ =AD* + BC® —AD - BC - senn,

obtemos o valor que desejavamos. Veja que, ao medirmos os angulos «, 3, 6, e v e calcularmos

a expressao acima, encontraremos a distancia entre os dois navios. O

O resultado a ser encontrado na aplicacdo anterior é s6 uma aproximag¢do do valor verda-
deiro. Na proxima aplicacdo, faremos algo parecido com o que fizemos anteriormente. Vamos

adiante!

Aplicacao 2. Estamos em frente a um prédio enorme e desejamos calcular sua altura. Como

procedemos?

Resolucao: Considere que a altura dos olhos até o chao seja de 1,7 metro. Ficaremos a frente
do edificio, a uma distancia considerada, e com o transferidor na direcao dos olhos, mediremos
o angulo formado entre a linha imagindria frontal dos nossos olhos e o topo do edificio. Vamos
supor que este angulo seja 45°. Agora, andaremos 30 metros em linha reta na direcdo do prédio
e mediremos o novo angulo. Vamos supor que este seja 60°. A figura que obtivemos € a Figura

4.4 a seguir.

Figura 4.4: Prédio

Fonte: Arquivo pessoal.

Para calcularmos a altura h, fazemos primeiramente

h h
tg(45°) = = 1= = h=30+ L.
g4%) = 357 30+ L +
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Observando o outro tridngulo retangulo na figura acima, temos

h h
tg(60°) = — = L = —.

Agora, € sO substituirmos L na expressao antenrior € teremos

B304+ L h=30+ o s h— o 30030V
V3 V3 V3-1

Considerando a altura de 1,7 metro, temos que o prédio teria uma altura aproximada de

= h =45+ 15V3

h=45+15V3+1,7=h~T72,7.

4.2 Movimento Harmonico Simples

O Movimento Harmonico Simples, conhecido como MHS, € um tipo basico de oscilagdo,
que geralmente é estudado pela Fisica e Engenharia. Vamos abordar o referido assunto, com
objetivo de mostrar aplicacdes de funcdes circulares contidas no mesmo. Entretanto, antes
de chegarmos nas aplicacoes, precisamos definir alguns termos e entender alguns conceitos
essenciais para esta se¢do. Para entender melhor o assunto que se segue, recomendamos que o

leitor tenha conhecimentos prévios sobre derivadas.

Definicao 4.1. Todo movimento que se repete a intervalos regulares é chamado de movimento

periodico ou movimento harmoénico.

Definicao 4.2. No movimento oscilatorio, a frequéncia é o niimero de oscilagdes por segundo.
Usamos o simbolo  para nos referirmos a ela, e sua unidade de medida no SI é o Hertz (Hz),
que é definido da seguinte forma: 1 Hertz = 1 Hz = 1 oscilagdo por segundo = 1 s7*. O
periodo T' é o tempo que o movimento leva para completar uma oscilacdo e estd relacionado
com a frequéncia da seguinte maneira
T = }

Mas para esta secdo, estamos interessados em um movimento particular, no qual chama-

mos de movimento hamdnico simples (ou MHS). No MHS, o deslocamento x da particula em

relacdo a origem € dado por uma funcio do tempo como mostra a Figura 4.5.
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Figura 4.5: Funcao que descreve o MHS

Deslocamento no Fase
instante -t

e N

x(t) = x,, - cos(wt + (I>)

; Frequéncia \ Constante de

Amplitude  angular Tempo. ¢ce ou angulo
de fase

Fonte: Arquivo pessoal

Definicao 4.3. A grandeza x,,, denominada amplitude do movimento, é uma constante cujo
valor depende do modo como o movimento foi produzido. O indice m indica o valor mdximo,

jd que a amplitude representa o deslocamento mdximo da particula em um dos sentidos.

Definicao 4.4. A grandeza (w - t + ¢) é chamada de fase do movimento, onde ¢ é a constante
de fase, ou angulo de fase. t é o tempo e w € a frequéncia angular, que também é uma constante

e tem a seguinte relagdo com o periodo 'l e com a frequéncia f:

2
w = ;—Qﬂ'f

Definicao 4.5. A velocidade do MHS é encontrada derivando x(t). Temos que

v = dg;(:> = %[mmcos (wt + ¢)]

= —Ip-w-sen(w-t+ ).

Definicao 4.6. Depois de conhecida a velocidade, a aceleragdo do MHS é encontrada deri-
vando v(t). Assim,
dUt d

a=—r = %[—xm-w-sen(w-t%—gb)]

= —2p-w?cos(w-t+ ).
Agora que entendemos um pouco mais sobre MHS, vamos fazer algumas aplica¢des. Lem-
brando que o objetivo aqui é focar na utilizagdo de fung¢des circulares durante a resolu¢do dos

problemas.

Aplicacao 3. Uma pessoa estd sentada numa prancha de surfe, que sobe e desce ao flutuar sobre

as ondas do mar. O deslocamento vertical da prancha y é dado por

t+7r)
2,0s 47

= (1,4m) - cos (
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Queremos determinar a amplitude, a frequéncia angular, o angulo de fase, a frequéncia e o
periodo do movimento. Em seguida, queremos saber onde estard a pranchaem ¢ = 1, 0s. E, por

ultimo, queremos determinar a velocidade e aceleracao da prancha como fung¢des do tempo ¢.
Resolucao: A amplitude €, por definigao,
Ty = 1,4m.

A frequéncia angular é
w = 0,5rad/s.

O angulo de fase é

N

A frequéncia € tal que
w=2rf=f~0,079Hz.
O periodo é
1 1
I'=—==>T=—=1T=12,06s.
7 0,079 .

Quando t = 1, 0s, a prancha estard em

") = y ~ 0,39m.

1 2
y = (1,4m).cos (2—md/s + %)md =y = (1,4m).cos (
s

Vamos calcular a velocidade da prancha. Para isto, vamos encontrar a derivada de y. Temos que

dy d
== = E[xm-cos(wt—i-gzﬁ)]

= —p,-w-sen(w -t + @)
— —(0,7m/s) - sen[(0, 5rad/s) - t + Z].

Ut

Para encontrar a aceleragcdo, vamos calcular a derivada de v;. Entdo,

d'Ut d
== = E[—xm -sen(w -t + ¢)]

= —Tp - w?-cos(w-t+e)

— (0,35m/s?) - cos [0, 5rad/s + %}_

Qg

a

Aplicacao 4. Suponha que o grafico 4.6 abaixo descreva o movimento de uma particula no

MHS. Queremos encontrar a fun¢do z(t) do movimento realizado pela particula.
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Figura 4.6: grafico de x()

05

08

Fonte: Arquivo pessoal

Resolucio: Ja vimos que a fungdo z(t) = z,,,cos (wt + ¢) descreve o deslocamento do MHS.
A amplitude z,, pode ser encontrada observando no grifico o tamanho méximo de desloca-
mento da func¢do Neste caso, temos

Ty = lu.m.

O periodo T pode ser encontrado observando no gréfico o tempo que leva para a fun¢do comecar

a se repetir. Temos que
T = 4s.

A frequéncia angular w pode ser encontrada através da sua relacdo com o periodo 7' que € a

seguinte:
27 2 T
W= =>w= T =>w= 5
Para encontrarmos o angulo de fase, precisamos observar o grafico no instante ¢ = 0. Feito isto,
percebemos que, para o cosseno do angulo de fase ser igual a zero, é necessario que ¢ seja 37%

T . . . =
ou —. Como, a partir do instante zero, o grifico da funcio cresce, obtemos

Logo, a fungdo procurada €

z(t) = (1,0u.m) - cos [(gmd) 4+ 3;]
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4.3 Musica

Nesta secdo, vamos estudar as aplicagdes que as fungdes circulares tém na musica. Para
isto, usaremos o Geogebra para nos auxiliar. Descobriremos mais uma excelente utilidade deste
software. Vamos adiante!

Primeiramente, precisamos entender alguns conceitos da fisica sobre o que compreendemos

COomo sons.

Definicao 4.7. (Som) O som é uma onda mecanica, longitudinal, e sua forma de propagacdo
é por meios materiais. SO é possivel perceber o som se existir um meio material entre o corpo
que vibra e os nossos ouvidos. Assim, o som é gerado pela vibracdo de um corpo que exerce
pressdo em algum meio e propaga-se por esse meio em forma de ondas. A energia de uma onda

sonora é a medida da quantidade de som nela presente.

Definicdo 4.8. (Intensidade) E a propriedade que o som tem de ser mais forte ou mais fraco (a
Intensidade consiste no grau de forca com que se apresenta o som e depende da amplitude das

ondas geradas pelas vibracoes).

Definicao 4.9. (Altura) Consiste na maior ou menor elevagcdo do som e depende do maior ou
menor niimero de vibragoes executadas num tempo dado; é a propriedade que o som tem de ser

mais grave ou mais agudo.

Definicao 4.10. (Timbre) E a qualidade, a personalidade e a “cor” do som, pois permite re-
conhecer sua origem. Quando ouvimos um mesmo som produzido por vozes ou instrumentos
diferentes, é por meio do timbre que reconhecemos esta ou aquela voz ou ainda qual o instru-

mento que o produziu.

Na aplicacdo a seguir, iremos buscar entender um pouco mais sobre o comportamento da

func¢ao seno.

Aplicacgao 5. Seja a funcdo circular f(z) = A + Bsen(Cx + D), em que A, B,C, e D sio
constantes. Utilizaremos o Geogebra para estudarmos o comportamento do grafico de f de

acordo com a variagao dos valores das constantes citadas.

Resolucao: Primeiramente, podemos observar que, caso as constantes sejam A = D = 0 e
B = C =1, teremos exatamente a sendide vista na Figura 3.7. Se, porém, A > 0, D =0e
B = C' =1, o gréfico da fun¢io se desloca para cima do eixo x, como na Figura 4.7. Agora, se

A < 0, o deslocamento acontece para baixo do eixo x, como na Figura 4.8.
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Figura4.7: A>0,D=0eB=C=1

by
@ 5
B=1
® 2
c=1
&
0 3
.
1 10 ] 8 7 ] 5 4 3 -2 l o 1 2 3 4 5 L] 7 8 .'=
: X
Fonte: Arquivo pessoal.
Figura4.8: A<0,D=0eB=C=1
, A
A=-3
& 2 y
B=1
@ 2
c=1
&
D=0 1
.
11 10 9 8 7 ] 5 4 -3 -2 1 o 1 2 3 4 5 8 7 .
X

Fonte: Arquivo pessoal.

Se, todavia, A =0, D > 0e B = C = 1, o grafico da funcdo se desloca para a esquerda do
eixo x (Figura 4.9). Mas, se D < 0, o deslocamento acontece para a direita do eixo x (Figura
4.10).
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Figura4.9: A=0,D >0eB=C=1
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m
1

(9]
1

Fonte: Arquivo pessoal.

Figura4.10: A=0,D<0eB=C=1

by

m
n

(]
1
w

Fonte: Arquivo pessoal.

SeA=D=0,C < —-1louC > 1e B = 1, o grafico da fun¢do tem seu periodo
comprimido (Figura 4.11). Porém, se —1 < C' < 1e C' # 0, o seu grafico tem o periodo
dilatado (Figura 4.12).



CAPITULO 4. APLICACOES 50

Figura4.11: A=D=0,C< —-1louC>1eB=1

3‘ y

A=
®

0
B=1

=25

Fonte: Arquivo pessoal.

Figura4.12: A=D=0,-1<C<1,C#0eB=1

4‘\ y

Fonte: Arquivo pessoal.

Se,porfim,A=D =0,B>1ouB < —1e(C =1, o grafico da fun¢do tem sua amplitude
aumentada (Figura 4.13). Agora, se —1 < B < 1 e B # 0, o seu grafico tem a amplitude
diminuida (Figura 4.14).
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Figura4.13: A=D=0,B>1louB<—-leC =1

)
A=0 20 y

Fonte: Arquivo pessoal.

Figura4.14: A=D=0,-1<B<leB#0e(C=1

I
A=D Yy
L] 3]
B=0.2
.
Cc=1
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D=0
]
X
A 3 0 1 2 3
-1

Fonte: Arquivo pessoal.

|

Agora que sabemos um pouco mais sobre os sons e sobre 0 comportamento da curva seno,
vamos usar o Geogebra em aplicacdes envolvendo sons musicais. Os sons harmoniosos po-
dem ser descritos como uma funcao circular, ou seja, podemos gerar sons através de funcoes
circulares. Nas aplicacdes que se seguem, vamos trabalhar isto. Mas, antes de continuarmos,
gostariamos de informar ao leitor que, para um aprofundamento maior, vale a pena ler [12] a

partir da pagina 43.
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Aplicacgao 6. Seja a fungdo f(x) = sen(440 - 27z). Queremos plotar seu grafico e, em seguida,

mostrar o passo a passo de como emitir o som gerado por f.

Resolucao: E interessante observar que o grafico da fung@o acima tem periodos comprimidos
que, ao ser plotado, s6 conseguimos enxerga-lo da forma como mostra a Figura 4.15. Entretanto,
mudando a escala do eixo x, conseguimos notar o comportamento do grifico perfeitamente,

como mostra a Figura 4.16.

Figura 4.15: Gréfico de f(z) = sen(440 - 27x)

A
J Y

Fonte: Arquivo pessoal.

Figura 4.16: Gréfico de f(z) = sen(440 - 27rx) em escala menor
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o
o
o
o
=
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o

Fonte: Arquivo pessoal.
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Para ouvir o som gerado pela fungdo, executaremos o comando TocarSom(f(z), tempo
inicial, tempo final), ou seja, ficard TocarSom(sen (440 * 2 x pi * x),0,3). Observe que 27
representa uma volta completa no ciclo trigonométrico, exprimida em radianos. Entdo, o valor
440 € a frequéncia medida em /1 z que nos da a altura do som e, neste caso, a intensidade € a

amplitude, que € 1. O

Aplicacao 7. Queremos mostrar os passos de como emitir o som dos principais tons musicais,
a saber, D6, Ré, Mi, Fa, Sol, L4, Si.

Resolucao: Da mesma forma como fizemos anteriormente, usaremos o comando TocarSom( f (),
tempo inicial, tempo final), no Geogebra. Assim, para emitir cada tom, executaremos os seguin-
tes comandos:

Do, TocarSom(sen (261.6 x 2 x pi x x),0, 1)

Ré, TocarSom(sen (293.5 2 x pi x x),0,1.122)

Mi, TocarSom(sen (329.6 x 2 x pi x x), 0, 1.260)

F4, TocarSom(sen (349.2 % 2 x pi x x), 0, 1.335)

Sol, TocarSom(sen (392 x 2 * pi x x), 0, 1.498)

L4, TocarSom(sen (440 x 2 % pi x x), 0, 1.682)

Si, TocarSom(sen (493.8 x 2 x pi *x x), 0, 1.888)

([

Para se aprofundar mais em relacdo a proposta da proxima aplicacido, recomendamos ao

leitor que veja [13], a partir da pagina 113.
Aplicacao 8. Queremos mostrar os passos de como emitir o som do acorde D6.

Resolucao: O acorde D6 pode ser emitido fazendo uma soma dos tons D3, Mi e Sol. Para isto,
executa-se no Geogebra o comando TocarSom(sen (261.6 * 2 % pi x x) + sen (329.6 * 2 * pi *
x) + sen (392 x 2 x pi x x),0,5) que constitui a soma das fungdes que representam estes tons

separadamente. O



Capitulo 5
Consideracoes Finais

O desenvolvimento deste trabalho nos permitiu ter uma visdo diferenciada a respeito das
fungdes circulares, bem como da Trigonometria em geral. Vimos excelentes contextos para
serem usados pelo professor na hora de ensinar o referido contetido em sala de aula. Entao,
podemos pensar que esta disciplina € uma das mais interessantes para se ensinar, justamente
pela grande possibilidade que ela nos da de tornar a Matematica mais proxima da realidade do
aluno. Vimos também que em diversas civiliza¢des antigas, ja se utilizavam conceitos da Tri-
gonometria para resolver problemas, o que torna ainda mais relevante estudarmos esta matéria
tendo as suas aplicagdes como ponto central.

Este trabalho também nos proporcionou estudar mais a fundo os conceitos de Fun¢des Cir-
culares, os teoremas das relagdes fundamentais e seus coroldrios, e o Teorema 3.28 que nos
garante que Sen % = l,, em que [,, ¢ o nimero de lados de um poligono regular inscrito em um

circulo trigonométrico e n pertence ao conjunto dos niimeros naturais.
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