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RESUMO

Neste trabalho, apresentaremos o Teorema do Ponto Fixo de Banach e algumas de suas diversas
aplicacdes nas fungdes definidas implicitamente e na informatica. Para isso, utilizaremos as
nog¢des topoldgicas em espacos métricos e o conceito de diferenciabilidade em espacos eucli-
dianos. Quanto a drea da informadtica, traremos o famoso buscador da internet “Google” como
exemplo de aplicacdo deste teorema. Além disso, sua demonstracdo produz um método, co-
nhecido como Newton-Raphson, rico em informagdes que nos possibilitou a elaboracao de um

programa que encontra por aproximagao as raizes de algumas fungoes.

Palavras-chave: Espacos Métricos. Ponto Fixo de Banach. Método de Newton-Raphson.

Google.



ABSTRACT

In this work, we will present Banach’s Fixed Point Theorem and some of its various applica-
tions in implicitly defined functions and in computing. For this, we will use the Topological
notions in Metric Spaces and the concept of differentiability in Euclidean spaces. As for the
area of computing, we will bring the famous Internet search engine “Google” as an example of
the application of this theorem. In addition, its proof produces a method, known as Newton-
Raphson, which is rich in information that enabled us to elaborate a software that approaches

the roots of some functions.

Keywords: Metric Spaces. Banach Fixed Point. Newton-Raphson method. Google.
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Capitulo 1
Introducao

Dentro das ci€ncias exatas, a matematica desempenha um papel preponderante em auxiliar
as outras areas no seu desenvolvimento. Nesse sentido, a Andlise € uma area especifica com
inimeras aplicacdes na fisica, biologia, ci€ncias sociais e economia. Uma parte desta area se
preocupa em estudar propriedades de determinadas fungdes e, com elas, obter resultados que
se apliquem em fenOmenos naturais. Sobre isso, um dos importantes teoremas da Andlise € o
Teorema do Ponto Fixo de Banach, resultado principal deste trabalho.

A compreensao do estudo de aspectos referentes a Andlise Matemdtica e suas aplicagdes,
como o das propriedades de determinadas fun¢des, nos remete, muitas vezes, a pensar acerca
dos resultados cujas demonstragdes envolvem o Teorema do Ponto Fixo de Banach. Por exem-
plo, uma aplicagdo relevante deste teorema assegura a existéncia e a unicidade de solugdes
de algumas Equacgdes Diferenciais Ordinérias (o famoso Teorema da Existéncia e Unicidade
para Equacdes Diferenciais Ordindrias, veja [16], capitulo 7, paginas 222, 223 e 224). Sem
contar outras aplicagdes nas diversas areas do conhecimento. Para demonstrar este teorema,
utiliza-se o método das iteradas da fun¢do contracdo em questdao aplicada em qualquer ponto
de seu dominio. Apesar de nos atermos ao Ponto Fixo de Banach, existem outros teoremas
que possuem a mesma esséncia, formando uma teoria utilizada como ferramenta importante
para nortear estudos sobre fendmenos ndo lineares, apresentando resultados de existéncia de
solugdo.

O Teorema da Funcdo Implicita, por sua vez, fornece uma maneira elegante de, a partir de
uma equagao que envolve varias varidveis, garantir que algumas varidveis podem ser escritas
como fun¢do das demais, satisfazendo ainda a equacdo. Historicamente, de acordo com [10],
Isaac Newton (1642-1727) deu as primeiras ideias do Teorema da Fun¢do Implicita e uma ex-
tensdo da derivacdo implicita. Mas foram Gottfried Leibiniz (1646-1717) e Augustin-Louis
Cauchy (1789-1857) que apresentaram uma versdo do teorema para funcdes de duas varidveis
reais com rigor matematico, em que uma das hipéteses era que o jacobiano fosse ndo nulo.

Anos depois, Ulisse Dini (1845-1918) apresentou uma versao generalizada para o contexto de

12



CAPITULO 1. INTRODUCAO 13

fungdes de qualquer nimero de varidveis reais. Dessa forma, outros matemaéticos culminaram o
teorema em espacgos de Banach. Neste trabalho, vamos demonstrar esse teorema, que determina
condi¢des sob as quais uma relagdo como f(x,y) = 0 define y como fungéo de x (ou x como
funcdo de y).

Algumas das questdes norteadoras de interesse deste trabalho sdo: Quais sdo as condi¢des
suficientes para uma fungdo possuir um ponto fixo? Serd que toda equacao de vdrias varidveis
determina algumas delas em funcdo das outras? Para responder a estas e outras perguntas,
usaremos os teoremas supracitados.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma:

No capitulo 2, abordaremos uma introducdo aos Espacos Métricos através de alguns con-
ceitos e resultados fundamentais que servirdo como ferramentas para o estudo do Teorema do
Ponto Fixo de Banach.

No capitulo 3, inicialmente, faremos um apanhado histérico sobre Stefan Banach, o autor
do teorema. Em seguida, definiremos a no¢ao de pontos fixos e enunciaremos e demonstrare-
mos o Teorema do Ponto Fixo de Banach. Veremos também concisamente alguns exemplos
e curiosidades importantes para a compreensao do mesmo. Além disso, explanaremos uma
aplicacdo conhecida como o método de Newton-Raphson, que estima uma aproximagao dos
zeros de algumas fungdes reais por meio do ponto fixo de uma fungdo auxiliar. Para desenvol-
ver este método, com ajuda do software MATLAB, elaboramos um programa conhecido como
“NewtonRA” e trouxemos, no final deste capitulo, alguns exemplos resolvidos por ele.

Finalmente, o capitulo 4 tem dedicagdo total para as aplicacdes do Teorema do Ponto Fixo
de Banach. Neste sentido, falaremos sobre o Teorema da Fun¢ao Implicita e suas aplicacoes.
Além disso, mostraremos uma aplicacdo muito interessante sobre o buscador de piginas na
internet mais famoso do mundo, o “Google”.

Ressaltamos que o leitor deve ter familiaridade com alguns conceitos da Andlise Real e
da Algebra Linear. Salientamos também que o trabalho conta com um anexo contendo alguns
resultados complementares necessarios para o seu desenvolvimento.

Bom proveito!



Capitulo 2
Uma Introducao aos Espacos Métricos

Neste capitulo, implantaremos os conhecimentos bdsicos de Topologia em espagos métricos.
Em particular, vamos explorar as no¢des de espacgo euclidiano R", espaco métrico, conjuntos
abertos, conjuntos fechados, sequéncias, fun¢des continuas e outros. Esses conceitos sdao funda-
mentais para o entendimento da demonstragdao do Teorema do Ponto Fixo de Banach, o principal

deste trabalho.

2.1 Espaco Euclidiano n-dimensional R"

O espaco euclidiano n-dimensional R™ € o produto cartesiano de n fatores R, onde n ¢ um

ndmero natural, isto €,
R*=RxRx...xR.

Os elementos de R™ sdo sequéncias ou listas da forma: = = (zy,...,z,), para cada
1 =1,2,...,n, r; € R é chamado de i-ésima coordenada cartesiana de x. Por conveniéncia,
algumas vezes, consideramos R? = {0}, tendo um tnico elemento 0 e serd chamado “espago
de dimensao zero”.

Dados z = (z1,...,2,) ey = (y1,...,yn) em R™, diremos que = = y se, e somente se,
x; =y; paratodoi = 1,2,...,n. Sejam x = (x1,...,2,) ey = (y1,...,y,) em R”, temos as
seguintes operagdes em R"

Adicao:
r+y=(r1+y,. ..,on+y,) €R™
Multiplicacao por escalar:
acRexeR" entioa-z=a-(z1,...,2,) = (- 21,...,-2,) € R".

7z

Com as operacdes de adicao e multiplicag@o por escalar, o espaco R é um espago vetorial,

em que o elemento neutro para a adicdo € 0 = (0,...,0) e o simétrico de x = (z1,...,x,) é

14



CAPITULO 2. UMA INTRODUCAO AOS ESPACOS METRICOS 15

—x = (—x1,...,—x,). Algumas vezes, chamaremos de pontos os elementos de R", e outras

vezes de vetores.

Observacio 2.1. E importante analisar as propriedades de Algebra Linear definidas em [7].

2.2 Produto Interno e Normas em R"

Para entendermos a no¢do de norma em R"”, analisaremos a seguinte defini¢ao.

Definicao 2.2. Um produto interno num espago vetorial real // é uma regra que faz corresponder
a cada par de vetores z,y € E um nidmero real, indicado por (x,y), de tal modo que, para

quaisquer x, 2’y € F e a € R, se tenham:
Pl. (z,y) = (y,2);
P2. (x+a',y) = (x,y) + (2, y);
P3. (a-7,y) = a (z,y) = (r,a - y);
P4. 2 # 0= (z,z) > 0.

O produto interno canodnico é o exemplo mais importante do espago euclidiano R"”, onde,

parax = (r1,...,2,) ey = (y1,...,y,) em R", tem-se

(x,yy =x1 1+ ...+ Ty - Yn.
Exemplo 2.3. Pela defini¢do, em R, temos ((1,0,1),(2,1,-1)) =2+0—-1=1.
Como R" é um espaco vetorial, podemos definir norma da seguinte maneira:

Definicao 2.4. Uma norma em R" é uma fung@o || || : R" — R tal que, para quaisquer =,y € R”

e a € R, valem as seguintes propriedades:
N1. ||z + || < ||z|| + ||ly||; (Desigualdade Triangular)
N2. Jla-2ll = laf - o]l
N3. ||z|| > 0, valendo ||z|| = 0 somente quando = = 0.

Vamos descrever alguns exemplos de norma.

Norma Euclidiana: Dado = € R", denota-se a norma euclidiana por ||z|| = \/(z, x), ou seja,
|zl = Va2 + ...+ a2.

Se elevarmos ao quadrado a expressdo acima, tem-se ||z||> = (z, x), de maneira que ||z|| =
0 < x=0elz]] >0« x # 0. Particularizando para o caso em que n = 2, seja © =

(71, 79) € R?, tal que ||z| < 1. Dessa forma obtemos



CAPITULO 2. UMA INTRODUCAO AOS ESPACOS METRICOS 16

Vi z) <1=/((21,22), (z1,22)) < 1,
2
(\/JZ%—F.T%) <PP=ai+a3 <l

Com essas afirmagdes, geometricamente, podemos observar que em R? a desigualdade

acima representa um disco de centro (0, 0) e raio 1, como ilustrado abaixo.

Figura 2.1: Disco unitario na norma euclidiana.

A partir desta se¢@o, o nimero||x|| serd chamado norma euclidiana ou comprimento do vetor
r € R™.

Norma do Maximo: Dado = € R", vamos escrever ¢ denotar a norma do maximo por

[2llmaz = maz(|zl, [z2], .. [2n]).
Seja z = (z1,72) € R% Entdo, |Z|lmaz = [|(71, Z2)||maz = max{|z1|,|z2|}. Dessa forma
obtemos

H(mlny)“ma:c <l= m(lx{|l’1|, |Jf2|} <1

Abaixo, segue o disco unitdrio nesta norma.

X

Figura 2.2: Disco unitario na norma do maximo.

Norma da Soma: Dado x € R”, denota-se a norma da soma por ||z||s = |z1|+|x2|+. ..+ |zs].

Seja x = (x1,15) € R?, novamente, se
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[2lls <1 = l[(z1,22)lls = [aa] + |zof < 1.

Geometricamente, temos

Figura 2.3: Disco unitario na norma da soma.

Exemplo 2.5. Identifique no espagco R o conjunto Y = {y € R : |ly|| < 1}.

Observe que o espaco R € o conjunto dos nimeros reais. Dessa forma, se y € R, como
lyll = Vy? = |y| < 1,entdo |y| <1< —1 <y < 1, em que |y| significa valor absoluto de y.
Concluimos que o conjunto Y é o intervalo aberto (—1, 1). Observe que, geometricamente, y é

o seguinte intervalo abaixo em R!.

1 { Y'
Figura 2.4: Intervalo aberto (—1, 1) na reta real.

Exemplo 2.6. Identifique no espago R o conjunto S = {z = (1,72, 73) € R®: ||z]| = 1}.

Sabemos que R? é o produto cartesiano R x R x R, como estudamos na Geometria Analitica
e no Célculo para representar figuras geométricas espaciais como cubos, esferas e outras su-
perficies. Dessa forma, se z € R3, tem-se ||z|| = /23 + 25+ 23 =1 & 23 + 23 + 23 = 1.
Portanto, para esse caso especifico, S é o conjunto dos pontos de uma esfera de centro na origem

(0,0,0) e raio 1, como na figura abaixo.
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X, A

=V

X;

Figura 2.5: Esfera de centro na origem e raio 1.

Observacao 2.7. Como definimos outras normas em R", algumas vezes a norma euclidiana

serd referenciada de maneira implicita.

2.3 Espacos Métricos

Nos cursos de célculo, apresentam-se as no¢oes de derivagao e integracdo, centradas no con-
ceito de distancia entre pontos, pode ser em forma de intervalos (reta real), ou como vizinhanca
(mais de uma varidvel). Podemos falar, intuitivamente, que um conjunto € espaco métrico se
for possivel definir uma maneira de medir a distancia entre seus pontos. Por exemplo, nds usa-
mos uma maneira de medir distancias entre objetos proximos. Basta pegarmos uma régua e
medirmos a distancia entre os dois. Para medir as distincias entre paises, como outro exemplo,
fica invidvel (e errado) medir por meio de uma régua. A distancia do Brasil ao Japao ndo € o
diametro terrestre, mas sim o comprimento do arco da circunferéncia da Terra que une estes
dois paises. Note que estes dois exemplos, conjunto de objetos proximos e conjunto de paises,
sdo exemplos de espacos métricos, pois, nestes conjuntos, hd uma maneira de medir a distancia
entre seus elementos.

Mas o que vem a ser maneira de medir distancia? Abaixo, segue a definicdo de métrica.

Definicao 2.8. Uma métrica num conjunto M ndo vazio é uma fungdo d : M x M — R que
associa a cada par ordenado de elementos =,y € M um nimero real d(x, y), chamado distancia

de = a y, de modo que sejam satisfeitas as seguintes condi¢cdes para quaisquer x,y, z € M.
dl) d é nao-negativa e separa pontos distintos: Se x # y, entdo d(x,y) > 0 e d(x,x) = 0;
d2) d é simétrica: d(x,y) = d(y, x);
d3) d satisfaz a desigualdade triangular: d(z,y) < d(z, z) + d(z,y).

A partir dessa defini¢do, quando for mencionado o par (M, d), significa que é um espago

métrico, onde M & um conjunto ndo vazio e d € a métrica em M. Quando for dito que M é um
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espaco métrico, ficard subentendido que em M ja existe um métrica d. Todas as propriedades de
métrica acima t€m uma interpretac¢ao intuitiva se pensamos em d como uma nog¢ao de distancia.
Por exemplo, a propriedade d1) diz que a distancia de um lugar a ele mesmo € nula, mas que
qualquer outro lugar a esta distancia € positiva. A propriedade d2) afirma que ir de = a y ndo é
mais facil ou dificil que ir de y a z. E a propriedade d3) admite que ir de = para z e depois para
y ndo resulta em um caminho mais curto que a rota direta de = para y.

No plano cartesiano R?, a distancia euclidiana entre dois pontos é dada pelo comprimento

de reta que os une, ou seja, se T,y € R?, d(z,y) = \/(yl —x1)% 4 (y2 — 72)?. A figura abaixo

mostra a distincia entre os pontos x = (z1,23) e y = (y1, Ya).

Ay

Figura 2.6: Distancia euclidiana entre dois pontos.

No espaco euclidiano R", podemos definir as seguintes fungdes d, d;,d> : R" x R* — R
como métricas. Assim, existem trés formas naturais de representar distancia entre dois pontos

em R", ou seja, dados x = (z1,...,2,) ey = (y1,--.,yn) em R", a saber,

n 1/2
D da,y) = V(w1 —y)?+ .o+ (2 —ya)? = [Z(I - yi)2] ;

=1
n

i) di(z,y) =[z1 — i+ ...+ |20 —yo| = Z |z — yil;
=1

i) da(z,y) = mazx{|xy — 1), ..., |20 — yn|} = maz|z; — y;|, com 1 < i < n.

Exemplo 2.9. Seja R um espagco métrico, a distancia euclidiana entre dois pontos z,y € R é

dada por d(z,y) = |z — y|.
De fato, as propriedades sao verdadeiras, pois
D) dz,y)=lr—y|>0ed(z,y) =0 |z—y|l=0cr—y=0&2=1y;
ii) d(z,y) = d(y, ), pois [z — y[ = |y — ;

i) d(z,y) =z —yl=lzr—z+z—y| < |z —z|+ |z —y| = d(z, 2) + d(y, 2). O
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Os itens 1) e iii) resultam das propriedades do valor absoluto dos nimeros reais. Esta métrica

d € conhecida como métrica usual em R.

Exemplo 2.10. A fun¢do d : R x R — R definida por d(z,y) = (z — y)?, ndo é uma métrica

em R2.

De fato, sejam z = 3,y = 9e z = 6. Temos que, d(3,9) = (3 — 9)? = (—6)* = 36,
d(3,6) = (3—6)? = (=3)? =9ed(6,9) = (6—9)> = (=3)2 = 9. Se d(3,9) < d(3,6)+d(6,9),
entdo 36 < 9 + 9 = 18 (Absurdo). Portanto, a funcao d nao € métrica em R.

Proposicao 2.11. Sejam d, dy, ds as métricas definidas acima. Quaisquer que sejam x,y € R",

tem-se:
dg(ﬂi, y) < d(&?, y) < dl(x7y) <n- dg(ﬂf, y)
Demonstracao: De fato, vamos mostrar que as propriedades sdo verdadeiras.

do(z,y) = max{|z; — y;|,1 <i <n} =|z; —y;| paraalgum (1 < j < n). Entdo,

do(,y) = laj —yil = /(2 — 4> < V(w1 — )2+ -+ (@0 — yn)? = d(z,y).

Logo, dy(z,y) < d(z,y). Por outro lado, temos

d(z,y) = /(x1 — )2 + ...+ ( = Vet — P4+ e — yal?
\/m—yn ot b= gl S = il s — ] =
i#£j

V(e =l + ot lon —yal)? = |z =l + o 4 2 — o] = du(,y).
Assim, d(z,y) < di(x,y). Finalmente, obtemos

|z; — yi| < maz{|xy — 1], ..., |Tn — yn|}, com 1 < i < n. Entdo,

di(z,y) = |vr — il + o A o = yal < maz{|z; —yil} + ..+ max{|v; — yil}
n-max{|r; — y|} = n-do(x,y),com 1 <i < n.

Logo, di(x,y) < n-dy(x,y). Portanto, do(z,y) < d(x,y) < di(z,y) < n-do(z,y). O
Exemplo 2.12. Para M = R, a fung¢do d(z,y) = 2% + 3xy ndo é métrica em R.

De fato, note que d ndo € métrica em R, pois ndo cumpre a propriedade d1). Por exemplo,
sejar =2ey=—2,temos d(2,—2) =22 +3-2-(-2) = -8 < 0.
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Exemplo 2.13. Considere o conjunto M formado por trés objetos quaisquer, como uma bor-
racha, um l4pis e um caderno, denotados por b, [ e c, respectivamente. Definiremos a seguinte
fun¢do d : M x M — R: a distancia de um elemento a ele mesmo é zero, isto é, d(x,z) = 0
para qualquer x € M; a distancia de um objeto com qualquer outro objeto distinto dele € um,

ou seja, d(x,y) = 1 com x # y.

Mostraremos que (M, d) é um espago métrico. Para isso, basta verificar se as propriedades
da Definicao 2.8 sdo vélidas. Com efeito, a propriedade d1) € verdadeira, pois pela constru¢cdo
d(x,z) = 0 para qualquer z € M e d(z,y) = 1 > 0 para quaisquer z,y € M com x # y.
Também verifica-se rapidamente a propriedade d2), pois d(x,y) = 1 = d(y, =) para quaisquer
r,y € Mcomz # yed(xr,y) =0 =d(y,z) se x = y. Agora, a desigualdade triangular se
verifica por dois casos. Considere z,y, z € M.

Primeiro caso: Se x = y, entdo d(z,y) < d(z, z) + d(z,y) independentemente de quem seja z,
pois 0 € menor ou igual que a soma de quaisquer nimeros nao negativos.
Segundo caso: Se x # y, certamente, temos que ou y = z ou y # z. Assim, se y = z, entdo
1 =d(z,y) <d(z,z) +d(y,z) = d(z,y) + 0 = d(z,y) = 1 é verdadeira. Se, por outro lado,
y # z,entdo 1 = d(z,y) < d(z,z) + d(y, z) = d(z, z) + 1 é verdadeira.

Podemos generalizar este exemplo.

Exemplo 2.14. (Métrica zero-um): Sejam M um conjunto qualquere d : M x M — R definida

por

d(z, ) 0, sex=y
x,y) = .
Y 1, sex#y

Entdo, d é uma métrica.

Analisando o resultado do Exemplo 2.13, podemos concluir que d ¢ uma métrica no Exem-
plo 2.14. 0

2.4 Bolas e Conjuntos Limitados

Introduziremos aqui as no¢des de bolas abertas, bolas fechadas, esfera e conjuntos limitados,
que serdo importantes para definirmos os conceitos de conjuntos abertos e outras definicdes

topologicas. A ideia de bola € essencial no estudo de espagos métricos.

Definicao 2.15. Sejam a um ponto no espaco métrico M e r um niimero real positivo. Defini-

mos.

i) A bola aberta de centro a e raio r é denotada pelo conjunto B(a, ), definido por

B(a,r) ={x e M :d(z,a) <r}.
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ii) A bola fechada de centro a e raio r é denotada pelo conjunto Bla,r| tal que
Bla,r| ={zx € M : d(z,a) <r}.
iii) A esfera de centro a e raio r é o conjunto S(a,r), em que
S(a,r)={z € M :d(z,a) =r}.

Observe que, por defini¢do, temos B|a, ] = B(a,r) U S|a, ], onde esta unido € disjunta.

Exemplo 2.16. Dado £ > 0, construa geometricamente a bola aberta B(a, <) em R, utilizando

a métrica usual.

Note que, em R, a bola aberta de centro a e raio € é o intervalo de (a — ¢, a+¢), utilizando a

métrica usual, pois B(a,e) ={z € R:d(a,z) =|la—z| <e}={r€R:a—ec <z <a+e}.

AN
N

Figura 2.7: Bola aberta B(a, €) na reta real.

Exemplo 2.17. Dado um ponto qualquer p € B(a,r) C M, existe um nimero real r; > 0
tal que B(p,r1) C B(a,r), isto é, todo ponto da bola aberta de centro a e raio r > 0 em M,

B(a,r), é centro de uma bola contida inteiramente em B(a, r).

Com efeito, por hipdtese p € B(a,r). Tomemos agora 1 = r — d(a,p) e notemos que

r1 > 0, pois d(a,p) < r. Parat € B(p,r), obtemos da desigualdade triangular que,
d(a,t) < d(a,p) + d(p,t) < d(a,p) +ri =d(a,p) +r —d(a,p) =r.

Portanto, pela defini¢do de bola aberta, temos que ¢ € B(a,r) e B(p,r1) C B(a,r). Para uma

melhor compreensao observe a seguinte imagem.

g
o
.....
-------

Figura 2.8: Bola aberta de centro a e raio r.
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Proposicao 2.18. Dados dois pontos distintos a e b num espaco métrico M, existem bolas

abertas de centro em a e b disjuntas.

Demonstracao: Por hipétese, os pontos a e b sdo distintos. Dai, d(a,b) > 0. Sejamr > O e

t > 0 tais que r + ¢t < d(a,b). Mostraremos que B(a,r) N B(b,t) = (. Para isso, suponha que
d(a,b d(a,b
B(a,r)N B(b,t) # ), e tomemos r = <Z’ ) et = (CZ ) Para x € B(a,r)N B(b,t), tem-se

d(z,a) < red(z,b) <t.Logo,

d(a,b) < d(z,a) + d(z,b) <+t < d(‘z Y 4 d(CZ b _ d(C;’ Y < d(ab),

o que é um absurdo. Portanto, B(a,r) N B(b,t) = (). O

Definicao 2.19. Um subconjunto A C M ¢ limitado quando existe um nimero real ¢ > 0 tal

que d(x,y) < c para quaisquer x,y € A.

Note que dizer que um conjunto A em um espago métrico € limitado € equivalente a mostrar
que existe uma bola fechada, digamos com centro no ponto p € A e de raio r > 0, B[p, r], tal
que A estd contido em Blp, r]. De fato, se A é limitado, fixe qualquer ponto p € A. Note que
d(z,p) < cparatodo x € A, isto é, A estd contido em B[p,r], com r = ¢ > 0. A reciproca

deste resultado segue imediatamente da desigualdade triangular, pois
Com isso, obtemos d(z,a) < r, para todo z € A.

Exemplo 2.20. Toda bola aberta, toda bola fechada e esfera em qualquer espaco métrico sao

conjuntos limitados.

Para verificar isso, veja a observacao logo apos a Defini¢do 2.19. U

2.5 Conjuntos Abertos e Fechados

Nesta se¢do, estudaremos os conjuntos abertos e fechados de um espaco métrico. A nocao
de subconjunto aberto (ou fechado) nos dird que o espaco métrico em questdo é também um
espaco topoldgico, talvez o tipo de conjunto mais simples para se trabalhar no¢des de conti-
nuidade. Mas o que vem a ser um subconjunto aberto em M, um espaco métrico? Veja a

defini¢do.

Definicao 2.21. Seja a € X C M um ponto qualquer. Diz-se que o ponto a € interior ao
conjunto X quando, para algum r > 0, tem-se B(a,r) C X. Isto significa que todos os pontos
suficientemente préximos de a também pertencem a X. O conjunto nt.X dos pontos interiores

a X em M chama-se o interior do conjunto X.
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Por outro lado, dizer que b € X ndo € interior a X significa que toda bola aberta de centro b
contém algum ponto que nao pertence a X . Observa-se na ilustracdo abaixo que o ponto b ndo

pertence a intX e a pertence.

o

~

\_ /

Figura 2.9: Ponto interior e ponto de fronteira do conjunto X.

Defini¢do 2.22. Seja X C M e X # (). Dizemos que um ponto y € M é um ponto de
fronteira de X se toda bola aberta de centro y contém pelo menos um ponto de X e um ponto

do compelementar C'(X).

Lembre-se de que a fronteira de X também pode conter pontos que ndo pertencem a X, de
acordo com a definicdo de fronteira.

No conjunto dos numeros reais, considere os seguintes intervalos:
a) No intervalo aberto (a, b), note que todos os pontos sdo pontos interiores;

b) No intervalo fechado [a,b], temos que os pontos a e b ndo sdo pontos interiores, pois
int([a,b]) = (a,b);

¢) No intervalo aberto ilimitado (a, +00), todos os pontos sdo pontos interiores;

d) No intervalo fechado ilimitado [a, +00), temos que a ndo é ponto interior, pois int([a, +o0])

= (a, +00).
A seguir, a defini¢dao de conjunto aberto.

Definicao 2.23. Dizemos que um subconjunto A C M ¢é aberto se todo ponto de A é um ponto

interior de A.

Uma imagem que ilustra a defini¢cao anterior € a seguinte.
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Figura 2.10: Conjunto aberto em M.

Proposicao 2.24. Em qualquer espaco métrico M, uma bola aberta B(a,r) é um conjunto

aberto.

Demonstracao: A prova desta Proposi¢ao encontra-se no Exemplo 2.17. [

Agora, veremos alguns exemplos de conjuntos abertos.
a) O conjunto vazio () e todo espago métrico M;
b) A unido arbitraria de conjuntos abertos;

Exemplo 2.25. Sejam A;,..., A,, C M abertos. Entdo a intersec¢do finita de abertos € um

aberto.

Com efeito, se a € [);-, A;, temos que a € A; para cada i. Como estes conjuntos sdo

abertos, existem d1, . .., 0,, > 0 tais que B(a,d;) C A; com 1 < ¢ < m. Assim, considere
0 = min{dy,...,d;} > 0.

Logo, B(a,0) C A; com 1 < i < m. O que implica B(a,0) C (-, A;. Portanto, (", A; é
um aberto. ]

E importante notar que as nogdes de interior e fronteiras sdo relativas, dependem do espago
métrico M no qual se considera o subconjunto X, isto é, deve-se especificar o espaco métrico

M no contexto que se estuda.

Definicao 2.26. Seja A C M. O conjunto A € dito fechado em M se 0A C A, ou seja, quando

seu complementar, C'(A), for aberto.

Existem muitos conjuntos que nao sdo abertos nem fechados. Um exemplo € o conjunto dos

numeros racionais em R (veja Exemplo 2.28). Alguns exemplos de conjuntos fechados.
a) O conjunto vazio () e todo espago métrico M;
b) A unido finita de conjuntos fechados;

¢) A intersec¢do arbitrdria de conjuntos fechados;
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d) Toda bola fechada.
As demonstragdes dos exemplos acima encontram-se em [9], capitulo 1, padginas 33 e 34. [
Exemplo 2.27. O conjunto A = {(x,y) € R* : 22 + y* < r?,r > 0} C R? € fechado.

De fato, pois sua fronteira é 0A = {(z,y) € R* : 2> + y?> =r*,r > 0} e 0A C A.

Exemplo 2.28. O conjunto dos nimeros racionais Q ndo € fechado.

. . 1\"
De fato, basta considerar uma sequéncia z,, = (1 + —) € Q para todo n € N. Como
n

. . 1\"
lim z, = lim (1 + —) =e,
n—o0 n—o0 n

) 1\"
toda bola centrada em e contém um numero racional da forma z,, = (1 + —> . Logo, e € 0Q.
n

Portanto, QQ ndo é fechado, pois e ¢ Q. [

2.6 Funcoes Continuas

O objetivo desta secdo € estudarmos as fun¢des continuas e suas propriedades. Em parti-
cular, vamos abordar as suas relacdes e caracterizacdes em um espaco métrico. A definicdo
de continuidade em espacos métricos € semelhante a definicdo de func¢des reais, estudadas no
célculo diferencial, via €’s e ¢'s trocando o mddulo, por métricas apropriadas.

Sejam M e N espagos métricos e uma fungdo f : M — N. Podemos pensar intuitivamente
que a ideia de uma funcdo ser continua é quando pequenas variacdes no dominio da funcdo
ocasionam pequenas variacoes na imagem. Lembrando que para intervalos abertos em termos
de limites, continuidade em x, significa que xlgrxl f(x) = f(xy). Agora, formalizando esse

0

conceito, segue a definicdo.

Definicao 2.29. Sejam M e N dois espagos métricos. A aplicacdo f : M — N é continua no

ponto a € M se, para todo € > 0, existe um o > 0 tal que
se d(z,a) < 0, entdo d(f(x), f(a)) < e.

Se f : M — N é continua em todos os pontos a € M, dizemos simplesmente que f é

continua.

Observe que podemos falar de continuidade com a nog¢do de bola aberta. Especificamente,
uma fungdo f : M — N é continua no ponto a € M se, em qualquer bola B; = B(f(a),¢c) de
centro f(a) e raio € > 0, pode-se encontrar uma bola B = B(a, d) de centro a e raio § > 0 tal
que f(B) C Bj. Veja que as métricas estdo implicitamente nesta definicdo. A bola B se refere

a metrica de M ; ja a bola By, a métrica de V.
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Exemplo 2.30. A funcido f : R — R dada por f(z) =

métrica usual.

¢é continua, onde em R usamos a

o R

De fato, dado € > 0, tomamos 0 = 2¢ para satisfazer a defini¢do de continuidade. Logo, f

é continua.

Teorema 2.31. Se f : M — N ¢ continua no ponto a e g : N — P é continua no ponto
f(a), entdo go f : M — P é continua no ponto a. Em outras palavras, a composi¢cdo de duas

aplicagoes continuas é continua.

Demonstracao: Com efeito, dado um ¢ > 0, como ¢ é continua no ponto f(a), existe &' > 0

tal que, se

d(y, f(a)) < &',y € N, entdo d(g(y), g(f(a))) <e.

Por sua vez, como f é continua em a e 0’ > 0, existe entdo ¢ > 0 tal que, se
d(z,a) < 6,x € M,entdo d(f(x), f(a)) <.

Portanto, implica que d(g(f(z)), g(f(a))) < €. Observe a seguinte ilustragdo.

L =fw

.
.
5
o
of
0

Figura 2.11: Composicao de fungdes.

Provavelmente, o tipo de aplicagdo mais importante neste trabalho sdo as chamadas lips-

chitziana. Segue sua definicao.

Definicao 2.32. Uma aplicagdo f : M — N € dita lipschitziana se existe ¢ > 0 tal que
d(f(z), fly)) < c-d(z,y), Vz,y € M. A constante ¢ > 0 é chamada constante de Lipschitz.

Note que toda aplicagdo f : M — N lipschitziana é continua. De fato, como f é uma

aplicagao lipschitziana, existe um ¢ > 0 tal que

d(f(x), fy) <c-d(x,y), Y,y € M.

€
Dessa forma, fixado a € M e dado € > 0, tomamos 6 = —, de modo que
c

9
- =£&.

d(z,a) <6 =d(f(z), f(a)) <c-d(z,a) <c-d=c-

@)
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Portanto, f é continua.

Exemplo 2.33. Sejam f1,..., f, : M — R fungdes lipschitzianas. Entdo, toda combinacao
linearcy - f1+ ...+ ¢, - fn,emquecy,...,c, € R, éuma fungio lipschitziana.
De fato, como f1, ..., f, sdo fun¢des lipschitzianas, existem k1, ..., k, > 0 tais que, para

todo x,y € M, tem-se

1[1(x) = [i(@)] < kafz =yl [ fa() = Fu(y)] < Kl =yl

Dessa forma,
lenfu(@) + .t enfu(x) = (e fi(y) + -+ cnfuly))]
= lenfi(@) —cfiy) + .+ enfulz) — cafuly)]
= ler(fule) = i) + -+ el ful®) = ful(y))]
< ler(file) = D+ -+ len(falz) = Fu(y)]
= lel - [(fi(@) = AW+ -+ eal - [(fal2) = fu(y))]
<le| - ki-|lz—yl+...+|cal - kn- |z —y|
= (leal -kt A el k) - o=yl =c- [z —yl,

onde ¢ = |¢1| - k1 + ...+ |ca| - k> 0. Portanto, toda combinagao linear ¢; - f1 + ...+ ¢, - fn

de funcdes lipschitzianas € lipschitziana. [

2.7 Sequéncias

Nesta secdo, introduziremos a definicdo de sequéncias em um espaco métrico. Apresenta-
remos as nogdes de convergéncia e sequéncia de Cauchy, essenciais para o teorema principal

deste trabalho.

Definicao 2.34. Uma sequéncia no conjunto M é uma aplicacdo x : N — M, definida no
conjunto N = {1,2,... n,...} dos nimeros naturais. O valor z(n) com n € N sera indicado

por x,, e chamado de n-ésino termo da sequéncia.

Para representar uma sequéncia, usaremos (Z, ) e ou ainda (z,,) e para indicar o conjunto
dos termos, escreveremos {z,, : n € N} ou z(N).

Note que se  : N — R for injetiva, os termos da sequéncia sdo dois a dois distintos. Por
exemplo, se definirmos z : N — R colocando x,, = (1 4+ (—1)"), encontraremos a sequéncia
(0,2,0,2,...), com o conjunto de valores {0,2}. E importante notar que podem acontecer

repeticdes entre os termos x,, de uma sequéncia de maneira que x,, = x,, com m # n.
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Definicao 2.35. Num espago métrico M, uma sequéncia € dita limitada quando existe ¢ > 0 tal

que d(Tp, ,) < ¢,¥Ym,n € N.
Exemplo 2.36. Se M = R, a sequéncia z,, = (—1)" ¢ limitada.

A solugdo deste exemplo € de facil visualizagdo, pois a sequéncia é (—1,1,—1,1,...),ea
distancia entre seus termos é d(z,,, z,,,) = |(—1)" — (—1)™] = 0 quando n e m tem paridades
iguais ou d(z,, x,,) = |(—=1)" — (—=1)"| = 2 quando n e m tem paridades distintas. Portanto,

(75,),,en € limitada.
Exemplo 2.37. Se M = R, a sequéncia z, = (n + (—1)" - n) ndo é limitada.

De fato, a sequéncia é (0, 4,0, 8,0,12,0, 16, .. .), porém o conjunto de seus termos {0, 4, 8,12, 16, ...}

nio limita-se. Logo, (), ndo é limitada.

Definicao 2.38. Uma sequéncia (z,,) em um espago métrico M € dita convergente se existe um

ponto x € M de modo que, para todo € > 0, existe um ny € N tal que
n>ng = d(x,,x) <e.
Em outras palavras, x € chamado de limite de x,, € escrevemos

lim z, = zouz, — x.
n—o0

Podemos escrever também lim d(x,,, x) = 0.
n—oo

Quando uma sequéncia nao for convergente, dizemos que ela é divergente.

Observacao 2.39. Tratando-se de bolas, num espaco métrico M, toda bola B(a, €) de centro a

e raio ¢ > 0, contém a sequéncia (), para todo n, com exce¢do de um nimero finito de pontos

L I oy

A M n 7 .
Exemplo 2.40. A sequéncia z,, = ?, para todo nimero natural n, converge em R, consi-
n

derando a métrica usual.

De fato, pela defini¢do, dado € > 0, tomamos ny de maneira que 1 < ¢. Entdo, para
g

todo n natural, temos

€.

d(z,, 1) =

<
n+1 n+1 n+1 " nyg+1

; ’

—1‘ 1 1
= <

Portanto, (x,,) converge para 1.
Teorema 2.41. Toda sequéncia convergente ¢ limitada.

Demonstragao: Seja (x,) uma sequéncia convergente, em que lim z,, = a. Entéo, para todo
n—oo

e > 0, existe ng € N tal que n > ng = x,, € B(a,¢). Particularmente, para ¢ = 1, existe

no € N tal que
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n>nyg =z, € B(a,1).

Dai, o conjunto C' = {z1, ..., x,,} € um conjunto finito. Entdo, tomando, r = max{d(a, z;)},
com 1 < i < ng, o conjunto C' estd contido na bola aberta B(a,r;). Dessa forma, todos os
termos da sequéncia pertencem a B(a, ). Portanto, a sequéncia (z,,) é limitada. O

A reciproca do Teorema 2.41 ¢é falsa. Por exemplo, a sequéncia de nimeros reais x, =
(—1)™ é limitada, mas ndo converge. Se z,, = a™ com |a| > 1, entdo (x,) ndo converge, pois

nao € limitada.

Proposicao 2.42. Seja (M, d) um espaco métrico.
i) Uma sequéncia (x,,) ndo pode convergir para dois limites diferentes;
ii) Selim x,, = a, entdo toda subsequéncia de (x,) converge para a.

Demonstracao: A demonstracao deste resultado encontra-se em [16], paginas 131 e 132. [

2.8 Sequéncias de Cauchy

Neste trabalho, o exemplo mais importante de sequéncia é a sequéncia de Cauchy, que

possui a propriedade de que seus termos distantes se tornam tao proximos quanto se queira.

Definicao 2.43. Uma sequéncia (x,,) em um espago métrico (M, d) é dita ser de Cauchy se,

para todo € > 0, existe um ny € N tal que
para todo m,n > ng = d(zm,x,) < €.

Note que a defini¢ao de sequéncia de Cauchy ndo diz nada a respeito de sua convergéncia,

mas sim sobre a distancia entre termos suficientemente grandes.

Teorema 2.44. Toda sequéncia convergente num espaco métrico M é uma sequéncia de Cau-

chy.

Demonstracao: Com efeito, se lim z,, = a, entdo, dado qualquer ¢ > 0, existe ny € N tal que

. . € .
n > ng implica d(z,,a) < 3" Assim, tomando m, n > ng, tem-se

d(zp,a) < %e d(xm,a) <

DO ™

Dai, pela desigualdade triangular, temos

d(xm,l'n) S d(xm7a/> + d((En,a) < % + g = €.

Portanto, a sequéncia (x,,) é de Cauchy. N

SRS

Exemplo 2.45. No conjunto dos niimeros reais R, a sequéncia x,, = — € de Cauchy.
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1
Com efeito, como — — 0, segue do Teorema 2.44 que (x,,) é de Cauchy.
n

Observacdo 2.46. E importante analisar que nem toda sequéncia de Cauchy é convergente.
Por exemplo, a sequéncia (z,) dada por (1;1,4;1,41;1,414;...) é de Cauchy em Q, mas ndo

converge em Q. Observe que lim z,, = v/2.
Teorema 2.47. Toda sequéncia de Cauchy num espaco métrico é limitada.

Demonstracao: Seja (x,,) uma sequéncia de Cauchy no espaco métrico M. Entdo, dado € > 0,
existe ng € N tal que d(x,,,x,) < € com m,n > ng. Em particular, dado ¢ = 1, existe np € N
tal que m,n > ng implica d(z,, z,) < 1. Logo, o conjunto {x,,+1, Tne+2, - - -} € limitado, e

como

{z1, 20,23, ...,y .y =21, g F U{Zng41s Togt2s - - -}

segue que a sequéncia de Cauchy (z,,) é limitada. O
Por outro lado, quando a sequéncia € limitada nao significa que ela seja de Cauchy. Por
exemplo, no conjunto dos nimeros reais, a sequéncia (2,0, 2,0,...) é limitada, mas ndo é de

Cauchy pois para todo n, a d(z,, x,) = 2.

Teorema 2.48. Seja M um espago métrico e (x,,) uma sequéncia de Cauchy em M. Se (x,,)

possui uma subsequéncia (x,, ) que converge para a € M, entdo lim x,, = a.

Demonstracao: A prova deste resultado encontra-se em [16], pagina 180. 0

2.9 Espacos Métricos Completos

A propriedade de completude em espacos métricos € a principal diferenca entre Q, o con-
junto dos ndmeros racionais, € R, o conjunto dos nimeros reais. Esta propriedade ocorre em
outros conjuntos também e € de fundamental importancia para o estudo de pontos fixos, sobre-

tudo o de Banach.

Definicao 2.49. Um espaco métrico M ¢ dito completo quando toda sequéncia de Cauchy em

M é convergente.
Proposicao 2.50. A reta real é um espaco métrico completo.

Demonstracao: Com efeito, seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy de nimeros reais. Para cada
n € N, ponhamos X,, = {z,Zn11,...}. Pelo Teorema 2.47, (z,,) é uma sequéncia limitada.
Como X; D Xy D ...X,, D ... tem-se que os conjuntos X,, sdo limitados e, portanto,
possuem supremo e infimo. Sejam a,, = inf X, e b, = sup X,, com n € N. Pelas propriedades

de infimo (observe o Lema 1 nos Anexos), temos
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a1§a2<...§an<...§b1.

Isto significa que a sequéncia (a,,) € mondtona e limitada no conjunto dos nimeros reais. Logo,
(a,) é convergente (de acordo com o Lema 2 nos Anexos). Assim, existe a € R tal que
lim a,, = a. Neste momento, deixamos a cargo do leitor mostrar que existe uma subsequéncia
de (z,) que converge. Pelo Lema 3 nos Anexos, (z,) converge. Portanto, R é um espaco

métrico completo . 0
Exemplo 2.51. Se M é o intervalo fechado [0, 2] com a métrica usual de R, entdo M é completo.

De fato, seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy em M. Entdo, (x,,) é de Cauchy em R. Como
R é completo (ver a Proprosi¢do 2.50), existe a € R tal que limzx, = a. Mas M = [0, 2]
¢ fechado e, pela definicdo de conjunto fechado, temos que a € M. Logo, a sequéncia (x,,)

converge em ) . Portanto, M é completo.

Exemplo 2.52. Seja M = (0,1) o intervalo aberto na reta real. Se considerarmos em M a

métrica usual de R, temos que M nao é um espago métrico completo.

Isso € verdade, uma vez que z,, = o paran € N é uma sequéncia de Cauchy de pontos de
n

M que converge parax =0 ¢ M.

Exemplo 2.53. Qualquer espago métrico (M, d), em que d é a métrica zero-um (veja Exemplo

2.14), é completo.

Com efeito, seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy em M. Tomando ¢ = 1, existe ng € N
tal que d(z,,x,,) < 1 paran,m > ng. Mas os tGnicos pontos que possuem distdncia menor
que 1 sdo os pontos cuja distincia é nula, ou seja, pontos que sdo iguais. Assim, (x,,) ser de
Cauchy implica que (x,,) é constante a partir de um indice (ng, por exemplo), o que garante que

converge em M, como queriamos demonstrar.
Exemplo 2.54. O conjunto dos nimeros racionais Q ndo é um espaco métrico completo.

De fato, por contradi¢do, suponha que Q € um espaco métrico completo. Em particular,
considere a sequéncia (z,) de nimeros racionais dada por (1;1,4;1,414;1,4142;...). Esta
¢ uma sequéncia de Cauchy, pois converge em R (veja o Teorema 2.44). Porém seu limite €
V2 ¢ Q. Portanto, o conjunto dos nimeros racionais QQ ndo € um espago métrico completo.

[



Capitulo 3
Teorema do Ponto Fixo de Banach

Neste capitulo, iremos enunciar e demonstrar o principal resultado deste trabalho, o Teorema
do Ponto Fixo de Banach, o qual é crucial na demonstragdo de vérios resultados da Matematica.
A sua importancia reside no fato de garantir a existéncia e a unicidade de ponto fixo através
de um processo iterativo. Além disso, discutiremos a necessidade das hipoteses do teorema,
mostrando por meio de exemplos que elas sdo realmente essenciais. E, por fim, veremos uma
aplicagdo que € a segunda mais importante deste trabalho, intitulado como o famoso método
de Newton-Raphson, que consiste em encontrar as raizes de uma fungao real, por aproximagao
numérica. A partir deste capitulo, denota-se o Teorema do Ponto Fixo de Banach simplesmente
por T.P.EB.

3.1 Um Pouco da Historia

A teoria dos pontos fixos se tornou uma ferramenta importante para nortear estudos sobre
fendmenos nao lineares, apresentando resultados de existéncia de solu¢do. Nesse sentido, ha
varios tipos de teoremas sobre pontos fixos na literatura matematica, por exemplo, o Teorema
do Ponto Fixo de Brouwer (afirmando que toda fungao continua f : B"™ — B" definida na
bola fechada B™ contida em R", tem pelo menos um ponto fixo, mas nem sempre € garantida a
unicidade) e o Teorema do Ponto Fixo de Schuader (garante que, dado um subconjunto convexo
e compacto de um espaco de Banach, toda funcdo continua definida neste conjunto tem um
ponto fixo, ndo necessariamente Unico).

O Teorema de Ponto Fixo de Banach foi estabelecido por Banach em 1922. Stefan Banach
foi um matemaético polonés que nasceu em 30 de Mar¢o de 1892 na cidade de Cracdvia, locali-
zada no sul da Polonia. Seu pai se chamava Stefan Greczek, um funcionério do imposto que ndao
estava casado com a mae de Banach, que desapareceu da cena depois que Stefan foi batizado,
quando ele tinha apenas quatro dias e ndo se sabe mais nada sobre a vida dela. Na certidao de

nascimento de Banach, encontra-se o nome de sua mae como Katarzyna Banach.

33
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Banach frequentou a escola primaria em Cracdvia, deixando a escola em 1902 para iniciar
o ensino secunddrio no ginasio. Uma grande coincidéncia é que um dos alunos da classe de
Banach foi Witold Wilkosz, o qual se tornou um professor de matematica. Sua escolha foi
estudar engenharia, deixando a Cracdvia e indo para Lviv, onde matriculou-se na Faculdade
de Engenharia da Universidade Técnica de Lviv. Sem apoio financeiro, Banach teve que se
sustentar dando aulas. Por isso, ele levou mais tempo para concluir o curso do que era comum
em 1914.

Depois de ajudar seu amigo Steinhaus a resolver um problema matematico, Banach tomou
gosto pela coisa e comecgou a produzir trabalhos importantes na matematica. Em 1924, Banach
foi promovido a professor titular e passou o ano letivo de 1924 a 1925 em Paris, onde escreveu
trabalhos para algumas escolas de Ensino Médio na drea de Geometria, Algebra e Aritmética.

Banach morreu de cancer de pulmao na cidade de Lviv em 31 de Agosto de 1945.

3.2 O Teorema do Ponto Fixo de Banach

O estudo das propriedades de determinadas fungdes € indispensavel em grandes areas da
Matemadtica como na Andlise e na Matemdtica Aplicada. Muitos pesquisadores atualmente
estdo desenvolvendo trabalhos nesse sentido, uma vez que a compreensao de como uma fun¢ao
se comporta pode trazer resultados surpreendentes para nossa realidade. O préprio Calculo
Diferencial se preocupa em conhecer o comportamento de algumas fun¢des em torno de cer-
tos pontos. O Teorema do Ponto Fixo de Banach vem nessa direcdo e, basicamente, fornece
hipéteses suficientes para que uma fungdo f possua um ponto fixo, isto €, que exista um ele-
mento x no dominio da fungdo f que satisfaca f(x) = z. Um resultado interessante (tal-
vez, 0 mais importante no contexto das Equagdes Diferenciais Ordindrias) que vem como
consequéncia deste teorema é o famoso Teorema da Existéncia e Unicidade de solucdo para
EDOQO’s. Além disso, o T.P.FE.B contém outras aplicacdes, no que se refere as equagdes numéricas,
equacgoes integrais e outras areas da Matematica pura.

Antes de partirmos para matemética em si, voc€ conhece a brincadeira do Amigo-secreto?
Ela é uma brincadeira tradicional que acontece no final do ano, geralmente, e tem como objetivo
trocar presentes por meio da confratenizacdo com os demais integrantes da dindmica. Para a
realizacdo da brincadeira, colocam-se os nomes dos participantes num papel e deposita-se cada
nome numa Unica urna. Em seguida, cada pessoa retira aleatoriamente da urna um bilhete, no
qual contém o nome do seu amigo-secreto. Porém, um problema muito comum desta dindmica
€ quando a pessoa retira o seu proprio nome da urna. Se f for chamada de funcio escolha, por
exemplo, f(x) é o nome tirado pela pessoa que possui 0 nome z, quando este fato ocorre, temos
que f(x) = x, ou seja, a pessoa com nome z tirou o nome z da urna. Tal fato corriqueiro pode

ocorrer em fungdes matemadticas, como nos exemplos abaixo. Quando isto ocorre com uma
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funcao, dizemos que x € um ponto fixo.

Definicao 3.1. Sejam F' um conjunto ndo vazio e f : F' — F uma funcdo. Dizemos que f tem

ponto fixo se existe um x € F' tal que x € levado nele mesmo, ou seja,

flz) = .

Os pontos que satifazem essa equacdo sdo chamados de pontos fixos da aplicacdo f. Na
prética, dada uma fungdo f, pode ser dificil saber se existe ponto fixo para ela. Geometrica-
mente, os pontos fixos de uma funcdo f sdo os pontos do seu grafico que interceptam o grafico

da aplicacdo identidade. Veremos agora, alguns exemplos em equacdes numéricas.
Exemplo 3.2. A fungio f : R — R dada por f(z) = 23 possui pontos fixos.

De fato, pela Defini¢do 3.1, tem-se f(z) =z & 1 =r < 2 —2=0= z(2* — 1) = 0.

Assim, x = —1, z = 0 e x = 1 s@o pontos fixos de f.

Ponto fixo

Figura 3.1: Pontos fixos da fun¢do f(r) = 3.

K| —

Exemplo 3.3. A fungdo f : R\ {0} — R definida por f(x) =

|8

nao possui pontos fixos.

De fato, note que

1 2_2 22
f(w)zxﬁg——zxéz :2i<:>a:2—2:2x2<:>x2:_2.
T T T

Porém, ndo existe x € R que satisfaca tal igualdade. Logo, f ndo possui pontos fixos.

Definicao 3.4. Seja (M, d) um espago métrico. Uma aplicagdo f : M — M é uma contragdo

quando existe uma constante 0 < o < 1 tal que

d(f(x), f(y)) < a-d(z,y) Yo,y € M.
Exemplo 3.5. Sejam M o espagco métrico completo dos nlimeros reais com a métrica usual e
a fungdo f : [1,400) — [1,+00) definida por f(z) = \/z. Temos que a fungdo f é uma

contracao.
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Com efeito, pela Defini¢do 3.4, temos que provar que d(f(z), f(y)) < a - d(z,y) para todo

z,y € [1,400). Para isso, note que

d(f(x), f(y) = VT = il = [V = /gl - % _
[z —y 1

= -yl

W+ vyl IWVE e+l
Como o dominio da fungdo é [1, +o0), tem-se /2 + \/y > V141> 141 > 2. Entdo

1 1
= Logo
RN
1 1
Af(@), W) < 5 - lo = ol = d(F (@), f(v) < 5 - d(w.p).
. . 1
Portanto, f é uma contracdo, escolhendo o = 3 OJ

Observacao 3.6. No Exemplo 3.5, se o dominio da funcdo f tivesse sido o intervalo fechado
[0, 1], concluirfamos que a fun¢@o ndo é contragdo. De fato, supondo o contrério, existe 0 <
a < 1talque |[\/x — \/y| < a- |z —y| paratodo z,y € [0, 1]. Assim, se x,y forem distintos,

tem-se

’\/5— ‘ (VT = v/5) Cove sty

V-t yml =7 \/_+\/‘—

Tomando © — 0" e y — 0T, segue que — 400, uma contradi¢ao.

1
NZESN

Neste momento, apresentaremos o teorema mais importante deste trabalho, o Teorema do
Ponto fixo de Banach (T.P.E.B). Ele ndo s6 nos fornece condi¢des suficientes para garantir a
existéncia de um ponto fixo para uma fun¢do, bem como um processo iterativo para determi-
nar tal ponto, através de aproximacoes sucessivas. Utilizamos o T.P.F.B, na elaboracdo de um
programa (com auxilio do software MATLAB) que encontra os zeros da funcao por meio do
ponto fixo. Nesse sentido, procuramos de todas as maneiras deixd-lo bastante compreensivel.

A imagem a seguir é um resumo do resultado principal deste trabalho.
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Teorema 3.7. (Ponto Fixo de Banach): Sejam F' um espaco métrico completoe f : F' — F

uma contragdo. Entdo, existe uinico x € F tal que f(x) = x, isto é, f possui um tinico ponto

fixo.
Demonstracao: Escolha qualquer xy € F' e considere a sequéncia (z,,) em F' definida por
To, 11 = f(20), 20 = f(21) = f2(20),. .., 00 = f*(20),... (3.1)

Mostraremos que a sequéncia (z,,) é de Cauchy. Para isso, como f é uma contracdo, segue que

existe a € (0, 1) tal que
d(x1,29) = d(f(z0), f(x1)) < ad(xg, 1) = d(x1,22) < ad(zg, x7),
como também
d(xy,23) = d(f(x1), f(22)) < ad(zy, 23) < &?d(wo, 11) = d(2, 23) < &d(z0, 11).

Dessa forma, segue por indug@o que, para todo m € N, tem-se que d(Z,,11, Tr) < ad(zo, 1).

Para n > m, temos pela desigualdade triangular a seguinte afirmacao:
AT, ) < ATy Tin1) + A Tps1, Tgo) + - oo+ A(Tp_1, ).
< a™d(zg, x1) + o™ d(zg, 1) + ...+ @ Ld(xg, 71).
Colocando d(xg, z1) em evidéncia, obtemos
d(Tpm, Tn) < d(zg, 1) - (@™ + ™ + ...+ a1,
Da mesma forma, colocando o™ em evidéncia, segue que
AT, zn) <™ (1+a+...+a™ ™) d(zg, 11). (3.2)

Podemos observar que (1+a+...+a" ™ 1) € asoma de n—m — 1 termos de uma progressao

n—m—1
geométrica de razdo « e primeiro termo 1, e essa soma € denotada pela expressao E o) =
Jj=0
—a Assim, (1+a+...+a" ™) = ., oque torna a equacdo (3.2) em
-« -«

1 _ anfm

d(Tm, xn) < @™
(T, Tn) < T

. d(l’o, Il).

Como 0 < a < 1,segue que 0 < 1 — o™ ™ < 1 e, consequentemente,

am

d(xpm, x,) <

- d(zg, 7).

l—«

Pelo Exemplo 6 em [11], capitulo 3, pagina 27, segue que o™ — 0 quando m — +o00. Assim,
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«

=0.

m—00 m—o00 m—oo | — v

lim d(z,,,z,) < lim (1a d(:z:o,xl)) = d(zg, 1) lim

Note que 0 < a < 1 e d(zg, ;) sdo fixos, entdo, para m suficiemente grande e n > m,
d(x,, x,) torna-se arbitrariamente pequeno. Concluimos que a sequéncia (z,,) é de Cauchy em
F. Como F' é um espago métrico completo, temos que (x,,) converge, ou seja, existe z € F
tal que limz,, = x. Mostraremos agora que x é um ponto fixo da aplicacdo f. Segue da

desigualdade triangular e do fato de f ser contrago, temos que

d(z, f(x)) < d(z, ) + d(@m, [(2)) = d(z, 2m) + d(f(2n-1), f(2)) <
d(z,zy,) + ad(xy,_1,x).

Tomando m — oo, tem-se d(z, f(x)) < 0. Como a distincia é sempre um niimero nao negativo,
segue dai que d(z, f(x)) = 0. Logo, necessariamente, f(x) = x. Isso mostra que o ponto fixo
existe. Agora, provaremos que o ponto fixo € Unico. Para isso, suponha que exista, além de =,

outro ponto fixo y de forma que f(z) = x e f(y) = y. Entao,

d(z,y) = d(f(z), f(y)) < ad(x,y).
Em outras palavras, uma vez que 0 < o < 1,
0<(1—a)d(z,y) <0.

Logo, como « # 1, temos d(x,y) = 0, ou seja, z = y. Portanto, = é o tnico ponto fixo da
aplicacdo f, e o teorema estd provado. U

Nao podemos deixar de falar algo de suma relevancia neste momento. Além da conclusdo do
T.P.E.B, sua demonstra¢do também € rica em informagdes interessantes. As iteradas da fungao
f definidas em qualquer ponto de seu dominio formam uma sequéncia de pontos que converge
para o ponto fixo de f (veja esta definicdo em (3.1)). Este método sera aplicado adiante para se
obter exemplos e resultados sobre certas fungdes.

Sobre o T.P.E.B, é importante observar a presenca de duas hipéteses que sdo condicdes
suficientes para sua demonstracdo. Veremos alguns exemplos que mostrardo precisamente que
o teorema fica prejudicado com a falta de qualquer uma delas.

A primeira hip6tese do T.P.F.B € que o espaco métrico é completo. Se a retirarmos, serd que

o teorema ainda € véalido? Veja o exemplo abaixo.

Exemplo 3.8. Consideremos o espago métrico M = (0, 1), o qual ndo é completo (veja o
1 1

Exemplo 2.52) e seja a fungdo f : (0,1) — (0, 1) definida por f(z) = §x + 3 Apesar de [ ser

uma contragdo, ela nao possui pontos fixos.

De fato, note que é facil visualizar que f é uma contragdo, pois



CAPITULO 3. TEOREMA DO PONTO FIXO DE BANACH 39

111 1’1 1

1
10 = £ = | o+ 5 - 35 —3] = |y - 39| =3l Vo e .

Note que f ndo possui pontos fixos no intervalo (0, 1), pois

1 1 1 2
f($)::v:>§a:+§:x:>x; :7$:>x+1:2:v:>2$—x:1:>x:1.

Dessa forma, mesmo havendo uma contracdo, € impossivel concluir o Teorema do Ponto Fixo
de Banach quando o espago métrico em questdo ndo é completo. Observe a seguir o grafico

desta funcao.

=g+

0,5@

Figura 3.2: Gréfico da funcdo f do Exemplo 3.8.

A outra condi¢cdo no T.P.F.B é que a aplica¢do f tem que ser uma contra¢do definida num

espaco métrico completo. Mostraremos dois casos em que a aplicacao nao é contragao.

Exemplo 3.9. Sejam M = R um espaco métrico completo com a métrica usual e a fungdo

f : R — R definida por f(z) = 2% — 3. Neste caso, f nio é uma contrago.

Notamos facilmente que f ndo é uma contracdo, mas neste exemplo perdemos a unicidade

do ponto fixo de f. De fato, pela Defini¢do 3.4, temos

fle)=z=>2*-3=x=2 -2-3=0=>zx=

1++13
o

Assim, obtemos duas raizes reais, a saber,

L+V13 1-V13
2 2

Logo, f ndo é uma contragdo, pois, segundo o T.P.EB, se f fosse contra¢do, como R é um

espaco métrico completo (ver a Proposi¢ao 2.50), teriamos apenas um ponto fixo.

Exemplo 3.10. Sejam M = R um espaco métrico completo com a métrica usual e a fungao

f : R — R definida por f(z) = 2% + 3. Neste caso, f nio é uma contragdo.

A fungio f(r) = 2?+3 ndo € uma contragio no dominio de f, pois se f fosse uma contragio

teria um unico ponto fixo, mas pela defini¢dao tem-se
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1+v-11

f@y)=z=a’+3=v=>2*—-2+3=0=>u0= 5

Observe que a fung¢do nao possui solucdes reais. Logo, f nao tem nenhum ponto fixo.
Vamos analisar geometricamente os dois exemplos acima, em que no primeiro a fun¢io possui

dois pontos fixos, e no segundo, nenhum.

y A A
y=x f(x) =x+3

f) =x*3 3 y=x
'Ponto fixo

S > S >
Ponto fixo, / X X

-3

Figura 3.3: Gréficos das fungdes dos Exemplos 3.9 e 3.10.

Curiosidade: Ponto Fixo de Banach aplicado a raiz quadrada de um niimero real positivo.

Utilizando uma calculadora, faca a seguinte experiéncia. Escreva na calculadora qualquer
numero real positivo e, em seguida, extraia a raiz quadrada do nimero escolhido. Através
do processo de iteragdes, repita este processo n vezes, ou seja, com o resultado da primeira
iteracdo, aperte a tecla raiz quadrada varias vezes. Observa-se que ird parar no ndmero 1. Este
fendmeno se da pelo fato de que 1 € um ponto fixo da funcao raiz quadrada. Matematicamente
falando, dado qualquer 1 < b € R, denota-se a sequéncia z,, = /7,1 com n > 2. Com isto, é
possivel mostrar que o lim z,, = 1.

Realizando a experiéncia: Seja x; = 8. Extraindo a raiz quadrada e reiterando, temos:

1 =182=2,83 ry=+/1,2021,14 7 =+/1,03=1,01
Ty = /2,83 21,68 r5 = /1,142 1,06 zs = /1,01 = 1,00
r3=+/T1,68 21,29 z6 =+/1,06 = 1,03 z9 = /1,00 = 1,00

Portanto, o nimero 1 € um ponto fixo da raiz quadrada (veja o Exemplo 3.5).
Os exemplos a seguir sdo, provavelmente, os exemplos mais importantes deste capitulo,
tendo em vista seu elo com a veracidade do T.P.E.B. Os mesmos ajudardo na compreensao do

teorema em questao.

Exemplo 3.11. Considere a func¢do f : [0, 1] — [0, 1] definida por f(z) = Ae ™ com 0 < A < 1.

Aqui, olharemos o intervalo [0, 1] como um espago métrico completo, onde a métrica utilizada é
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amétrica padrdo de R, isto é, d(x,y) = |z —y|. A fung@o possui pontos fixos? Se sim, Quantos

deles existem?

Primeiramente, como o intervalo [0, 1] é um espaco métrico completo (veja Exemplo 2.51),
provaremos que f é uma contragdo, ou seja, provaremos que, dados x < y ndmeros no intervalo
0, 1], vale que

d(f(z), f(y)) < a-d(z,y) (3.3)

para algum 0 < o < 1. Para isso, utilizando o Teorema do Valor Médio (observe o Teorema 3

nos Anexos), existe um ¢ € (z,y) tal que
fl@) = fly) = f(0)- (z —y).
Assim,
[Ae™" = AeTV = [ = Ae™| - fr —y[ = Ae™" - |z —y[ < Ax -y,
pois e ¢ = é < 1 para todo ¢ € R. Assim,

[f(@) = F)l <A~z =yl

Considerando «« = A, temos que f é uma contracdo. Segue do T.P.EB que a fun¢io f(z) =
Ae”® possui um tnico ponto fixo, visto que o intervalo [0, 1] é um espago métrico completo.
Vamos exemplificar, tomando um valor numérico para A\. Aqui, utilizaremos as iteradas da
demonstracao do T.P.F.B. Perceba o quanto esta demonstracao € rica em informagdes. Consi-

dere zp = 0,5 € [0, 1] como valor inicial e A = T Aplicando as iteragdes, tem-se

21 = f(0,5) = — - %% = 0, 1516326649

AN,

Ty = f(0,1516326649) = — - ¢~ 01516326649 — () 9148259688

x3 = f(0,2148259688) = — . ¢~ 0:2148259688 — () 916704557
x4 = [(0,2016704557) = ~ - ¢~ 02016704557 — () 2043410603
x5 = f(0,2043410603) = — - ¢~ 02013410603 — () 2037960741
ze = f(0,2037960741) = — - ¢~ %2037960741 — () 9039071705

r7 = £(0,2039071705) = = - ¢~ 02039071705 — ) 2038845184

e B I e B e L N S

zs = f(0,2038845184) = — - ¢~0:2038845184 — () 9038891368
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zg = f(0,2038891368) = — - ¢~ 02038891368 — () (138881952

1
4
1

z10 = £(0,2038881952) = T e~0,2038881952 _ () 2(38881372.

Observe que, a medida que fazemos mais iteragdes, a sequéncia (z,,) se aproximara do ponto
fixo da funcdo f. Com as dez itera¢des realizadas, encontramos aproximadamente o ponto fixo

x = 0,2038881. Denota-se geometricamente o ponto fixo de f no gréfico abaixo.

yﬂ

=1 0351
foo=1e

Ponto Fixo

0,15+ \

“V

0 0,2038881

Figura 3.4: Ponto fixo da fun¢do f do Exemplo 3.11.

Exemplo 3.12. Seja M = R o espago métrico dos nimeros reais com a métrica usual e seja a
fungdo f : R — R definida por f(z) = A+ tg ~1(x) com 0 < A < 1. A fungfio f possui pontos

fixos? Quantos deles existem?

Vamos mostrar primeiro que f € uma contragdo. Mais especificamente, mostraremos que,

para quaisquer x,y € R com x < y, tem-se

Para isso, utiliza-se o Teorema do Valor Médio (observe o Teorema 3 nos Anexos) para garantir

a existéncia de um nimero ¢ € (z,y) tal que

f@) = fly) = f(e)- (z—y).

Assim,

|flx) = f)l =12 tg (2) = A-tg 7 (W) = A [tg 7' (x) — tg (W) < A+ |z —yl,

ja que f'(c) = [ < 1. Concluimos que f é uma contracdo e, pelo T.P.E.B, a fungao
c

f(z) = X+ tg ~!(z) possui um tnico ponto fixo, uma vez que R é um espago métrico completo

1

(veja a Proposicao 2.50). Para fixar ideias, considere o valor inicial o = 0,5 e seja A = £

Seguem as seguintes iteracoes:
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(@]

(@

~
|

z1 = f( - tg ~1(0,5) = 0, 0927295218

Y

xy = £(0,0927295218) = — - tg ~1(0,0927295218) = 0,0184930196

zs3 = f(0,0184930196) = = - tg ~1(0,0184930196) = 0, 0036981823
x4 = f(0,0036981823) = = - tg ~1(0,0036981823) = 0, 0007396330
x5 = f(0,0007396330) = = - tg ~1(0,0007396330) = 0, 0001479265
zg = f(0,0001479265) = = - tg ~1(0,0001479265) = 0,0000295853
z7 = f(0,0000295853) = = - tg ~1(0,0000295853) = 0, 0000059170
zs = f(0,0000059170) = = - tg~1(0,0000059170) = 0,0000011834
zg = £(0,0000011834) = = - tg ~1(0,0000011834) = 0, 0000002366
210 = f(0,0000002366) = = - tg ~1(0,0000002366) = 0,0000000473
211 = f(0,0000000473) = = - tg ~1(0,0000000473) = 0, 0000000094
212 = f(0,0000000094) = = - tg ~1(0,0000000094) = 0,0000000018

r13 = f(0,0000000018) = = - tg ~*(0,0000000018) = 0, 0000000003

G—= Gl —= = U= U= O o= o= o= o= o= o= o= ot

r14 = f(0,0000000003) = = - tg ~(0,0000000003) = 0, 0000000000

15 = f(0) = % Ctg-1(0) = 0.

Note que, na décima quinta iteracdo, o valor de x14 € x15 sdo aproximadamente 0. O grafico

abaixo, ilustra com precisdo esse ponto fixo.
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Ay
/ 4
/ S
i
Ponto fixo /j(x) = % arctg(x)

>

0 X
d
—_—
d
/ Y =X
d

Figura 3.5: Ponto fixo da funcdo f do Exemplo 3.12.

Agora, apresentaremos um exemplo que esta relacionado com o nosso cotidiano. Este exem-
plo foi parafraseado de [4], capitulo 1, paginas 1, 2 e 3. O trabalho original pode ser encontrado

na Revista Gazeta de Matematica, janeiro 2002 - nimero 142, Portugal.

Exemplo 3.13. Certo dia, um aluno chamado Eduardo Dias do 3° ano do Ensino Médio do
Colégio Estadual Campos Brasil teve a seguinte inquietacdo: Eduardo tinha uma calculadora
cientifica, mas ndo sabia usa-la de maneira adequada. Apds realizar a atividade de matematica
proposta pela professora, Eduardo e alguns colegas da turma foram brincar com a sua calcu-
ladora (que estava em radianos, por coincidéncia). Os mesmos efetuaram algumas operacoes.
Cansado da brincadeira, Eduardo pega a sua calculadora cientifica e digita aleatoriamente o
numero 18 e, em seguida, pressiona a tecla “cos”, obtendo como resposta 0, 660316. Achando
estranho o resultado obtido, ele resolve pressionar a tecla “cos” novamente e encontra 0, 789798.
Dessa forma, ele repetiu mais uma vez, e outra, reiteradamente. Assim, obteve as seguintes

solucoes:

71 = cos(18) = 0, 660316 s = cos(0,731931) = 0, 743884
)

w9 = cos(0,743884) = 0, 735843
25 = cos(0, 660316) = 0, 789798

x19 = cos(0, 735843) = 0, 741264

— cos(0, 789798) = 0, 703988

73 = cos(0, ) =0, 211 = cos(0, 741264) = 0, 737615

x4 = cos(0, 703988) = 0, 762266 x12 = cos(0, 737615) = 0, 740074

5 = cos(0, 762266) = 0, 723272
14 = cos(0, 738418) = 0,739534

xe = cos(0,723272) = 0, 749643

( )

( )

( )

x13 = cos(0, 740074) = 0, 738418

( )

x15 = cos(0,739534) = 0, 738782
( )

x7 = cos(0, 749643) = 0, 731931 x16 = cos(0, 738782) = 0, 739288
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x17 = cos(0, 739288) = 0, 738947 x9q = cos(0,739089) = 0, 739082
x18 = cos(0,738947) = 0, 739177 xe5 = cos(0, 739082) = 0, 739086
x19 = cos(0,739177) = 0, 739022 xes = cos(0, 739086) = 0, 739083
220 = cos(0, 739022) = 0, 739127 a7 = cos(0, 739083) = 0, 730084
a1 = cos(0,739127) = 0, 739056 2ag = cos(0, 739084) = 0, 739085
Tag = cos(0, 739056) = 0, 739104 Tag = cos(0, 739085) = 0, 739085
x93 = cos(0,739104) = 0, 739089 x39 = cos(0,739085) = 0,739085.

Ap6s pressionar 30 vezes, Eduardo ficou muito confuso, e ndo entendeu por que a sua calcu-
dadora parou nesse valor, e por mais que ele pressionava a tecla “cos”, permanecia a mesma
solucdo. Serd que a calculadora estd com problemas? Por que isso acontece? Por que € que,
depois de 28 iteracdes o valor continua o mesmo? Aflito e sem chegar em nenhuma conclusao,
Eduardo se direciona para sua professora e questiona sobre o ocorrido. A professora impressi-
onada com a inquietacdo do seu aluno, responde calmamente: A calculadora parou, porque a
func¢do cosseno € uma contragdo e, como R é um espaco métrico completo, existe = € R tal que
f(z) = x (ponto fixo). E concluiu dizendo que esse assunto estd relacionado a uma matematica
mais avangada, em especial ao famoso Teorema do Ponto Fixo de Banach. E, por fim, depois
de ter sua duvida dirimida, Eduardo mostrou a sua descoberta para os amigos da classe.

Assim como Eduardo, outras pessoas podem ter essa inquietagdo. A explicacdo da profes-
sora estd correta, porém sucinta. Dessa forma, fundamentaremos a sua explanacio, mostrando
que a func¢ao cosseno pode ser estudada sobre o ponto de vista do T.P.F.B.

Apenas para fixar ideias, consideremos na reta real a fun¢do f(z) = A - cos(x) com A\ < 1.
Sabemos que a reta real é um espagco métrico completo (observe a Proposicao 2.50), com isto,

basta verificarmos que f é uma contracdo, ou seja,

d(f(z), f(y)) = [f(2) = f(y)] = |A - cos(z) = A~ cos(y)| =
/I sen (t)dt‘ <A /I | sen (t)|dt.

= \-|cos(z) —cos(y)| = A -

Como | sen (t)| < 1, segue que

)\-/ |sen(t)|dt§/\-/ dt=X-(x—y) < A-|z—y|=X d(z,y).
y y

Logo,
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Portanto, f € uma contracdo e, pelo T.P.F.B a fun¢do admite um tnico ponto fixo. Como Edu-
ardo encontrou esse ponto fixo acima, por meio de z,, = cos(cos(cos(. .. cos(xg)...))), observe

o grafico desta funcdo.

Ay
e
4
\,‘\{” nto fixo
7N

0,739

Figura 3.6: Ponto fixo da funcdo cosseno.

3.3 O Método de Newton-Raphson

Nesta secdo, veremos uma aplicagao no campo do Célculo Numérico, conhecida como o
famaso método de Newton-Raphson. Essa aplicagcdo estd sob o ponto de vista do Teorema do
Ponto Fixo de Banach, que se preocupa com a determinacdo dos zeros de fungdes reais. O
mesmo € um dos métodos numéricos mais eficientes e conhecidos para encontrar as raizes de
uma funcdo. Para isso, escolhe-se uma aproximacao inicial e, depois, calcula-se a equacdo da
reta tangente da fung@o nesse ponto inicial, ou seja, encontraremos a derivada da fungdo e, em
seguida, calcularemos a interse¢do dela com o eixo das abcissas, com intuito de estimar de
forma eficiente algum zero de uma funcao. Este método, conhecido também como Método das
Tangentes, é uma particularidade do método das aproximacdes sucessivas.

Primeiramente, para essa aplicac@o, apresentaremos todos os conceitos necessarios com
varios exemplos, buscando mostrar a importincia da escolha do ponto inicial na defini¢do da
sequéncia de Newton. Uma boa escolha do ponto inicial assegura a convergéncia da sequéncia
e, consequentemente, a determinacdo do zero da funcao.

Nesse sentido, usamos o Software MATLAB e elaboramos um programa de acordo com
os algoritmos estabelecidos abaixo. O programa tem como objetivo mostrar como funciona na
pratica o método de Newton-Raphson em relacdo ao T.P.F.B, apresentando os zeros, os pontos
fixos e os graficos das fungdes definidas. O MATLAB € uma linguagem de programagao apro-
priada ao desenvolvimento de aplicativos de natureza técnica e é um software interativo de alta

performance voltado para o Calculo Numérico.
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O método de Newton-Raphson, basicamente, diz que: Dada uma funcido f continua no
intervalo [a, b], onde existe uma dnica raiz, é possivel determinar uma aproximacgao de tal raiz a

partir da intersecdo da tangente a curva em um ponto x, com o eixo das abscissas.
Interpretacao Geométrica

Nos preocuparemos agora em apresentar geometricamente este método. Considere xy um
ponto dentro do intervalo onde se sabe que a fun¢do f tem uma raiz. Ora, a equacdo da reta

tangente no ponto (zo, f(zo)) é dada por

y = f(zo) + f'(z0)(x — o).
Encontrando o ponto x; de intersecao desta reta com o eixo das abscissas, tem-se que

f(x0)
f'(0)

Lembre-se que estamos supondo que f'(xg) # 0. Se continuarmos fazendo este processo

0= f(on) + f/<£L'0)(£IZ'1 — l’o) <~ T1 = Ty —

indutivamente, temos que o ponto z,; € obtido tracando-se a tangente ao grifico da fungdo
f no ponto (x,, f(x,)) e obtendo, a partir desta reta, sua interse¢do com o eixo das abscissas.

Observe o gréfico abaixo para uma melhor compreensao.

Ay

fix,)

xn+I xn

Figura 3.7: Interpretacdo grafica do método de Newton-Raphson.

Analisando o gréfico acima, podemos falar algebricamente que

tg (0) = f,<xn) = %_—lﬁ—i-l = Tp — Tpt1 = f/(xn) = T4l = Tn — f/(l'n) . (35)

Existem muitos resultados sobre a convergéncia da sequéncia (x,,) construida acima. Aqui, ndo

daremos énfase a eles por questdo de completude. O fato é que, caso (z,) convirja, temos da
equagdo (3.5) que o ponto para onde ela converge € o zero da fungdo f.

A seguir, daremos uma maneira de trazer a tona o T.P.E.B aplicado a este método. Transfor-
maremos o problema de encontrar o zero de uma fun¢do em um problema de encontrar ponto

fixo de outra funcao.
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Dada uma equagio f(x) = 0, note que, se ¢;(z) = = + f(x), entdo pontos fixos de ¢g;
sdo zeros de f. Mas a fungdo go(x) = z + 5f(x) também possui esta propriedade. Vamos
considerar uma forma mais geral para esta classe de funcdes e estuda-la sob o ponto de vista do

T.P.EB. Seja g a fun¢do dada por
g(x) =z + A(z) - f(), (3.6)

onde A € uma funcfo a ser determinada de maneira que as iteradas de g aplicadas a um ponto
especifico convirja adequadamente. E possivel mostrar que isso ocorre quando ¢ (¢) =0, em
que ¢ € o zero procurado da func¢do f (veja [6], capitulo 1). Pela regra do produto para fungdes

de uma variavel, tem-se
g'(x) =1+ Ax) f(z) + Az) - f'(z) = ¢'(¢) =1+ A () - f(&) + A(d) - ['(9).

Como f(¢) =0 = ¢'(¢), obtemos

Escolhemos, entdo, a fungdo A como sendo A(z) = . Assim, substituindo na equacgdo

/()

o)==~ (767

A partir de g, procura-se seu ponto fixo para, assim, obter-se o zero de f.

(3.6), temos

Observacao 3.14. De acordo com [6], 0 método de Newton-Raphson pode ser deduzido por
séries de Taylor. Caso a aproximacao inicial xy nao esteja suficientemente préxima da raiz
real, ha poucos motivos para suspeitar que o método convergird para a raiz. Porém, em alguns
casos, encontraremos a raiz da fun¢cdo mesmo ndo escolhendo uma boa aproximagdo inicial.
Isso pode ser verificado no Teorema 3.16, o qual apenas enunciaremos. Este resultado mostra a

importancia da escolha de x.

Exemplo 3.15. Usando o Método de Newton-Raphson, determinaremos um valor aproximado

para V3.

Ora, como = = /3, tem-se 2 = 3 e, assim, obter um valor aproximado para /3 significa

determinar o zero positivo de f(z) = x? — 3. As iteragdes sdo r,,1 = T, —

f'(x) = 2. Comegando com xy = 1, temos

xp:m—£$3=1—<iff>:1_6£>:z

“_“_f'(:m_Q—( 2~2>‘2_(Z>‘1’75—Z’
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2 _
T3 = Ty — M =1,75 — <1’75—3) = 1,732142857 = i—g;

f/(xQ) 2. 17 75
flas) 1,732142857% — 3 18817
= 25— = 1,732142857 — = 1,73205081 = — .
T T ) T 2. 1,732142857 ’ 10864

Percebemos que, na quarta iteragdo, ja conseguimos uma aproximag¢do para o ponto fixo da

sequéncia com precisio de sete casas decimais para v/3, ou seja, aproximacio = = 1, 73205081.

Teorema 3.16. Sendo f(x), f'(x) e f"(x) continuas em um intervalo I que contém uma raiz
r = ¢de f(xr) = 0 esupondo f'(¢) # 0, existird um intervalo U C I contendo a raiz ¢, tal
que se xo € U, a sequéncia (z,,) gerada pela férmula recursiva

Pt = T )
n

convergird para a raiz.

Demonstracao: A prova deste resultado pode ser encontrada em [6], capitulo 2, paginas 66 e
67. O

Algoritmo do método de Newton-Raphson

Neste momento, mostraremos as ferramentas que utilizamos na elaboracdo do programa
com auxilio do software MATLAB, isto €, o algoritmo do método de Newton-Raphson, para
determinar uma solugao para f(z) = 0, dada a derivada de f e uma aproximacéo inicial py.
Para isso, devemos obedecer alguns passos.

ENTRADA: Aproximagdo inicial pg, precisdo ou tolerancia (¢) e o nimero maximo de
iteragdes ny.

SAIDA: Solucdo aproximada p ou mensagem de “solugdo nio encontrada”.

Passo 1: Fagca i = 1.

Passo 2: Enquanto ¢ < ng, execute os passos 3 a 6.

f (po)

f'(po)
Passo 4: Se |p — po| < ¢, entdo SAIDA (P); (Procedimento concluido com sucesso.) e PARE.

Passo 3: Faca p = pg — . (calcula p;)

Passo 5: Faca¢ =i + 1.

Passo 6: Faca py = p. (Atualiza py).

Passo 7: SAIDA (Solucdo nio encontrada apds ny iteracdes.) e PARE.

Outros critérios de parada que podem ser utilizados:

i) |pn — Pna1| < &3

|pn — Pn-1 |
[P

iii) [f(pn)| < ¢.

ii) < ¢, com p, # 0;
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Agora, abordaremos alguns exemplos ndo triviais que serdao solucionados pelo programa
denominado “NewtonRA”, elaborado com o algoritmo apresentado acima. Vamos mostrar o

zero da fungdo f, o ponto fixo da func¢do g e seus respectivos gréficos.

Exemplo 3.17. Usando o método de Newton-Raphson, vamos determinar um valor aproximado
do zero da fun¢do f(z) = z + 1 — tan(z) com ponto inicial o = 1,1 e precisdo & = 0,0001.

E em seguida, os graficos das funcdes f e g com os extremos do intervalo 1 < x < 2.

>> NewtonRA

METODO DE NEWTON-RAPHSON

Ingresse o valor inicial: 1.1

Ingresse a toleréncia: 0.000001

Ingresse o numero maximo de interagdes: 30
Ingresse a funcao f(x): x+l-tan(x)

funcao = x-tan(x)+1

derivada = -tan(x)”"2

fungdo g(x) = x + (x - tan(x) + 1)/tan(x)”"2

Aproximagdes para o ponto fixo de g(x) =
1.100000000000000

1.135033812277287

1.132287593800870

1.132267726299738
1.132267725272885 (Ponto fixo de g e zero de f)
Aproximagdes dos zeros da funcao f(x) =
0.453596121425577

0.012667262006370

0.000090338235821

0.000000004668656

0.000000000000000

Iteragdes realizadas: 4

FAREMOS OS GRAFICOS

Ingresse os extremos do intervalo
Ingresse extremo inferior: 1

Ingresse extremo superior: 2
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Figura 3.8: Zero da fun¢do f. Figura 3.9: Ponto fixo da func¢do g.

Exemplo 3.18. Seja a funcdo f(x) = log(z — 1) + e ® + sen (z — 1) = 0 com ponto inicial

Zo

= 1,3 e a tolerdncia £ = 0,0000001. Utilizando o método de Newton-Raphson, vamos

encontrar a raiz da fungdo f, o ponto fixo da fungdo g e os seus respectivos graficos, com os

extremos do intervalo 1 < z < 2.

>> NewtonRA

METODO DE NEWTON-RAPHSON

Ingresse o valor inicial: 1.3

Ingresse a toleréncia: 0.0000001

Ingresse o numero maximo de interagdes: 30
Ingresse a funcao f(x): log(x—-1)+exp(—x)+sin(x-1)
funcao = exp(-x) + log(x-1) + sin(x-1)

derivada = cos(x-1) - exp(-x) + 1/(x-1)

fungdo g = x—(exp(-x)+log(x-1)+sin(x-1))/(cos(x-1)-exp (-x)+1/(x-1))

Aproximagdes para o ponto fixo de g(x) =

1
1
1
1
1
1

.300000000000000
.458341371728611
.495256324454855
.496464446041776
.496465627502275
.496465627503402 (Ponto fixo de g e zero de f)

Aproximac¢des dos zeros da funcado f(x) =

0.

267498828624587

.105057952401666
.003231498399788
.000003154020560
.000000000003008
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0.000000000000000

Iteracdes realizadas: 5

FAREMOS OS GRAFICOS

Ingresse o0s extremos do intervalo
Ingresse extremo inferior: 1

Ingresse extremo superior: 2

Funcao f(x) Funcao g(x)

Zero de f(x) 145 : Ponto fixo de g(x)

14 1.6 1.8 2
Eixo x Eixo x

Figura 3.10: Zero da fungao f. Figura 3.11: Ponto fixo da func¢io g.

Exemplo 3.19. Seja a fungdo f(z) = e” 4+ 277 4 2cos(z) — 6 com ponto inicial zp = 1 e a
tolerancia ¢ = 0,0000001. Utilizando o método de Newton-Raphson, vamos encontrar a raiz da

funcdo f, o ponto fixo da funcdo g e os seus respectivos graficos, com os extremos do intervalo
1< <2

>> NewtonRA

METODO DE NEWTON-RAPHSON

Ingresse o valor inicial: 1

Ingresse a tolerdncia: 0.0000001

Ingresse o numero maximo de interagdes: 30

Ingresse a funcdo f(x): exp(x)+2."(-x)+2*xcos (x)-6

fungdo = 2xcos (x)+exp (x)+ 1/2"x-6

derivada = exp(x)-2%sen (x)-1/2"x*xlog(2)

fungcdo g(x) = x — (2%cos(x) + exp(x) + 1/2"x — 6)/(exp(x) — 2xsen (x)

- 1/2"x*x1log(2))

Aproximagdes para o ponto fixo de g(x) =
1.000000000000000

3.469798010511002

2.726126469177673

2.197294484225278
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1
1
1
1
1

.914273084214328
.834995796653369
.829409874081574
.829383602512459
.829383601933849 (Ponto fixo de g e zero de f)

Aproximagdes dos zeros da funcao f(x) =

0.

540302305868140

24.327264304227784

7.

594884418029755

2.046052215529679
0.373787036693264
0.
0
0
0

023126949761534

.000107757581836
.000000002373169
.000000000000003

Iteragdes realizadas:

FAREMOS 0OS GRAFICOS

Ingresse os extremos do intervalo
Ingresse extremo inferior:

Ingresse extremo superior:

Funcao f(x)

Zero de f(x)

i i i
1 1.2 14 1.6
Eixo x

Figura 3.12: Zero da fungdo f.

i
1.8

Funcao g(x)

Ponto fixo de g(x)

S

i i i i i i
11 12 13 14 15 16

Eixo x

i i i i
17 18 19 2

Figura 3.13: Ponto fixo da fung¢do g.



Capitulo 4

Aplicacoes do Teorema do Ponto Fixo de

Banach

Neste capitulo, apresentaremos algumas aplicacdes do Teorema do Ponto Fixo de Banach
no que se refere ao Teorema da Fun¢do Implicita (TFI) e uma interessante aplicacdo na area da
informatica que envolve a utilizacao do famoso buscador de paginas na internet, o “Google”.

A principio, faremos alguns resultados preliminares com intuito de objetivar as aplicagdes
propostas. Para a demonstragdo do TFI, definiremos diferenciabilidade, matriz jacobiana e
fungdo de classe C''. Posteriormente, enunciaremos o Teorema da Fung@o Implicita cuja demons-
tracdo é consequéncia do Teorema de Funcdo Inversa. Os mesmos sdo umas das ferramentas
mais importantes da andlise, posto que suas aplicacdes sao diversas. O TFI tem aplicacdes
interessantes que faremos de forma sucinta neste capitulo. Basicamente, este teorema nos for-
nece uma maneira de colocar algumas varidveis de uma equagdo em fun¢do das demais. Vocé
conseguiria afirmar que, na equacdo y + In(y* + 1) + 2 = 8, y estd em fungdo de z?

Aqui, devemos ressaltar que vamos fazer um capitulo mais sucinto do que se espera quando
se fala de um teorema de tamanho relevancia. Admitiremos muitos resultados, mas nao deixa-
remos de referenciar suas demonstragdes para o leitor curioso. A ideia primordial deste capitulo
¢ mostrar uma possibilidade de aplicacdo do T.P.F.B nas func¢des vetoriais e na informatica. Por
isso, vamos assumir que o leitor esteja familiarizado com conceitos da Algebra Linear e do

Célculo de funcdes de varias varidveis. Para informacOes mais gerais sobre estas dreas, veja [7]
e [20].

4.1 Diferenciabilidade

O objetivo desta secdo € destacar vdrios conceitos e resultados de aplicacdes diferenciaveis,
para podermos demonstrar o Teorema da Funcao Implicita.

De maneira intuitiva, se uma funcao € dita diferencidvel, entao ela pode ser aproximada lo-

54
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calmente por uma funcao linear. Com isso, para verificarmos se qualquer func¢ao € diferencidvel,

recorremos para as definicoes subsequentes.

Definicao 4.1. Uma aplicacdo f : U C R™ — R" é diferencidvel no ponto a € U C R™ aberto

quando existe uma aplicagao linear 7" : R™ — R” tal que

fla+v) = f(a) :T-v—l—r(v),ondelig%%v‘) = 0.

Neste caso, dizemos que 7" é a derivada de f no ponto a e denotamos algumas vezes T' = f'(a).
Em outras palavras, uma aplicag¢do f € diferencidvel no ponto a quando, para pequenos valores
de v, o acréscimo f(a + v) — f(a) se aproxima da fungdo linear 7" - v. Considere que f =

(fi,.-., fa), onde f!s sdo as fun¢des coordenadas de f.
Vamos analizar a aplicacdo linear 7" : R™ — R". Temos que
fla+v)—fla)=T -v+r(v)Vvcoma+v € U.

Ora, fazendo v = tv com ¢ € R ndo nulo suficientemente pequeno, obtemos

fla+tv)— fla)=T to+r(t-v) = flattv) = fla)

t
_ T-tv+r(t-v) N fla+tv) — f(a) :T-vidtm) .

t t It - vl

Assim, fazendo ¢t — 0 e, lembrando que
0f(a) _ o flatt-v) ~ fla)
ov t—0 t
Fazendov = e;,com¢ = 1,2,...,m, segue da Defini¢do 4.1, que
o 0@ _0f(@) _ (Bh(@)  9fua)
! dey oxq oxy = Oxy ’

oo _00@) _0f(@) i (240 Obla))

e, 0%, ox,, 7 Oxp
Portanto, se f : U C R™ — R" ¢ diferencidvel no ponto a, sendo 7' sua derivada, entdo a

matriz de T na base candnica é

dfila)  09fi(a)
oxy 0T,

T] = : :

Ofn(a) Ofn(a)
8x1 al‘m

Exemplo 4.2. Sejam f(z,y) = (22 + y*,x) e a = (1, 2). Vamos mostrar que f € diferenciavel

no ponto a e, além disso, sua derivada é a matriz
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2 4
10|

Aplicando a Defini¢ao 4.1 para v = (aq, ), temos

[T] =

+7r(v) =
(&%)

F((1,2) + (a1, a9)) — f(1,2) = [i 3] ' [Ch

fA4+a1,2+as) — (5,1) — (201 + 4as, 1) = 7(v).

Vamos mostrar que % — 0 quando v — 0. Temos
v
r(w)  (T+o)? 4+ 2+ @) 1+a) —(5,1) — (200 +4ag,01)

[l af + aj

(1420 +a2+4+4as+ a3, 1+a1) — (5,1) — (201 + 4o, ay)

2 2
a7 + a5

2 2 1) — 1 2 2
Grai+of ) =(6.1) _(d+030) e )L o).

Va2 + a3 Va2 + a3

56

quando v = (aj,ay) — 0. Portanto, a funcdo f ¢ diferencidvel no ponto a = (1,2), e sua

derivada é T'.

Definicao 4.3. Sejam U C R™ um abertoe f : U C R™ — R” uma fungdo. As derivadas

parciais das funcdes coordenadas f; de f em a formam uma matriz que tem

entradas, a saber,

dfi(a) 9f1(a)

(afxa))_ drp  Otm
axj o

esta matriz € chamada de Matriz Jacobiana de f no ponto a.

Ohla)  Ofla)

8231 amm nxm

dfia)
8.1'j

como

Definicao 4.4. Sejam U C R" um abertoe f : U C R" — R". Se f € diferencidvel em a, o

determinante

dfila)  9fi(a)
0xy 0%,
D(J f(a)) = : . :
Ofua)  Ofula)
8I1 8xm

E chamado Jacobiano de f no ponto a. Isto &, o Jacobiano é o determinante da Jacobiana.
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Uma regra importante € a derivacdo da composicao de duas funcgdes diferencidveis, de-
nominada regra da cadeia. Enunciaremos e daremos a referéncia para se encontrar a sua

demonstracao.

Teorema 4.5. (Regra da Cadeia). Sejam U C R™ eV C R" abertos, f : U — R" diferencidvel
no ponto a, com f(U) CV, e g: V — RP diferencidvel no ponto f(a). Entdo, go f : U — RP
é diferencidvel no ponto a, com (go f)'(a) = ¢'(f(a)) - f'(a) : R™ — RP,

Demonstracao: A prova deste resultado pode ser encontrado em [12], volume 2, pagina 256.
O

A préxima definicdo aparecerd como hipdtese no Teorema da Funcdo Implicita.

Definicao 4.6. Seja U C R™ um aberto. Dizemos que f : U C R™ — R”" é de classe
C! em U se as derivadas parciais de suas func¢des coordenadas, a—i, comi? = 1,2,...,me
:E .
J
j=1,2,...,n,existem e sdo continuas em U.

4.2 Teorema da Funcao Implicita

O objetivo desta secdo € apresentar o Teorema da Funcao Implicita, mostrando para o leitor
a sua forma simples e a sua forma geral. Até aqui, construimos um corpo tedrico suficiente para
demonstrar este teorema. Nos textos de andlise, uma maneira usual em que a demonstracdo
deste resultado é apresentada € prova-lo independentemente ou demonstra-lo a partir do Teo-
rema da Fungdo Inversa. Sendo assim, utilizaremos o Teorema da Fun¢do Inversa como hipotese
para demonstrarmos o Teorema da Func¢do Implicita.

Como o TFI pode ser desmonstrado pelo Teorema da Fungdo Inversa, enunciaremos este
ultimo, mas nio o demonstraremos. O mesmo € um dos resultados mais importantes do cdlculo
e um dos fundamentais no estudo da andlise de fun¢des de vdrias varidveis. Ele afirma, a grosso
modo, que, se uma aplicacdo possui a derivada com determinante ndo nulo, entdo esta fungao
¢ uma bijecdo local. Em outras palavras, se a derivada de uma fun¢do € inversivel, a prépria
funcao €, pelo menos localmente.

Em matematica, se f é uma aplica¢do que relaciona os elementos do conjunto C' (dominio)
com elementos do conjunto D (imagem) através de alguma regra, é possivel algumas vezes
definir a aplica¢do f~! que realiza o caminho de volta, isto é, de D em C'. Nesse caso, f~! serd
dita aplicacdo inversa ou reciproca de f.

Antes de enunciar o teorema, lembramos novamente ao leitor que o mesmo nao € objetivo

deste trabalho. Segue o enunciado abaixo.

Teorema 4.7. (Funcdo Inversa): Seja f : W C R" — R"™ uma aplicacdo de classe C*' no

conjunto aberto W. Se o determinante de f'(a) for bijetivo, paraa € W e b = f(a), entdo
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i) Existem U eV abertos do R" coma € U eb €V tais que f : U — V é bijecdo;
ii) Existe uma funcdo h : V — U de classe C' tal que f~* = h.

Demonstracao: A prova deste resultado estd disponivel em [13], paginas 88 e 89. [l

Neste momento, vamos relatar o famoso Teorema da Funcdo Implicita. O termo Fungdo
Implicita é utilizado para designar fungdes definidas por expressdes da forma f(x,y) = 0, em
que f é uma expressdo em T e y.

Uma func¢do € denominada implicita se o valor de y € obtido de = resolvendo uma equacao
no formato f(x,y) = 0, e que y é fun¢do de = (ou vice-versa), mas que nao se pode ver
explicitamente a regra que define esta funcdo. Caso contrdrio, teremos uma fungdo explicita,
em que y = f(x) para uma varidvel, isto é, fornece uma regra para determinagio do valor da
fungdo y (saida) em termos do valor x (entrada).

Uma motivacdo de estudar esse teorema € considerar em particular a equagdo da circun-
feréncia unitaria x> + y?> = 1, pois podemos colocar a varidvel y de forma explicita como
fungdo da varidvel z, fazendo, y = ++/1 — 22. Mais precisamente, « : [—1,1] — R é a fungdo
definida por a(z) = 4v/1 — 22, entdo « estd implicita na equacio de circunferéncia.

Em muitos casos, uma equagdo do tipo f(x,y) = c define implicitamente uma funcao
y = «(z) apenas localmente. A forma mais simples do Teorema da Fungdo Implicita afirma
que, se f é diferencidvel e se (a, b) é um ponto em que (;_y nao se anula, entdo y estd em funcao
de x em uma regido contendo este ponto. Sendo assim, podemos enunciar a forma mais simples

do teorema.

Teorema 4.8. Suponha que f seja uma fungdo de classe C' sobre um aberto A x B do plano

R? contendo o ponto (a,b). Suponha ainda que

fla,b) =0e %(a, b) # 0.

Entdo, existem um intervaloU = {x e R: |z—a| < h} CAeV ={yeR:|y—b <k} CB
e uma nica funcdo o : U — V de classe C' satisfazendo f(x,a(z)) = 0 para todo x € U.

Além disso,

_ ?(CM b)
a_y(avb)

d(a) =

Exemplo 4.9. Considere a fungdo f : R? — R dada por f(z,y) = y + In(y?> + 1) + 23 — 8.
Se fizermos f(x,y) = 0, encontraremos a equacgdo apresentada na introdugdo deste capitulo.
Desafiamos o leitor a isolar a variavel y desta equacgdo. O fato intrigante € que isso ndo € possivel
2y

explicitamente. Por outro lado, considerando o ponto (2, 0), note que O—(x, y) =1+ L
) )
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0
de tal forma que a—f(Z, 0) = 1 # 0. O Teorema 4.8, portanto, nos fornece y = &(x) em um
Y

intervalo em torno de zy = 2. Observe que, apesar de y ndo ser dada explicitamente em funcao

de z, localmente, ela é dada implicitamente.

Agora, como ja estamos familiarizados com o Teorema da Fun¢do Implicita em sua forma
mais simples, provaremos tal teorema em sua forma geral para espacgos euclidianos. Como ja
foi dito, a demonstracao do TFI que daremos se baseard no Teorema da Func¢ao Inversa, e, neste
teorema, o T.P.FE.B entra de maneira decisiva. Por esta razao, dizemos no inicio que o TFI € uma

aplicacao do T.P.E.B. Eis o enunciado e a sua demonstracao.

Teorema 4.10. (Funcdo Implicita): Seja f : R* x R™ — R™ uma fungdo de classe C'.
Suponha que f(zo,y0) =0e
0
det a—“;(xo, yo) # 0. 4.1

Entdo, existe um aberto W C R¥ e ¢ : W — R* fungdo de classe C* tais que
i) 1o € W e ¢(z0) = yo.
ii) f(z,¢(x)) =0, paratodo x € W.

Demonstracio: Seja g : R¥ x R™ — R* x R™ definida por

9(z,y) = (=, f(z,y)).

Entdo, g é de classe C'! (veja o Teorema 5 nos Anexos), e a matriz jacobiana de g em (g, ) é

dada por

Iy, 0

g (w0, %0) = g( ) g( )
or Zo, Yo Dy Zo, Yo

Por hipétese, entio, tem-se

0
det ¢'(wo, yo) = det a—z(%, Yo) # 0.

Assim, pelo Teorema 4.7, segue que existem abertos U e V' = ¢(U) tais que (zo,y0) € U e
9(xo,%0) = (20,0) € Veafungdo g : U — V € bijecdo diferencidvel cuja inversa h : V' — U
¢ também diferenciavel. Ora, se denotarmos as varidveis de V' como (z, w), temos que h pode

ser representada por
h(z,w) = (hi(z,w), ho(z,w)) € U. 4.2)

Por h ser a inversa de g, segue que

(Z,IU) - g(h(sz)) - g<h1(z7w>7h2(zaw)) = (hl(zvw)af(hl(sz)7h2<z>w>>>‘
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Ou seja, hy(z,w) = zew = f(z, ha(z,w)) seja qual for o par (z,w) € V. Sem perder a

generalidade, podemos chamar z = x, jd que hy(z,w) = z e vale (4.2). Assim, note que
w = f(z, ha(xz,w)) ¥ (z,w) € V. 4.3)

Considere agora a fung@o ¢(x) = hs(x,0) definida no conjunto 2 C V' que contém o ponto

(70, 0) e é aberto em R¥. Observe que ¢ é também diferencidvel, ja que hy 0 é, e temos que

¢(I0) = h2($07 0) = Yo,

pois vale que

(20, 40) = h(g(wo,y0)) = h(x0, f(70, Y0)) = h(x0,0) = (h1(20, 0), ha(z0,0)) = (0, ha(z0,0)).

Isso mostra a letra a). A letra b), por sua vez, segue desta ultima equacao e de (4.3). Mais

precisamente,

f(z,0(x)) = f(x,ha(z,0)) =0V 2 € Q.

Fazendo W := (2, concluimos a demonstracdo do teorema. O
O Teorema da Fun¢do Implicita garante, em certas condicoes, que as varidveis y € R™ sdo

funcoes de € R¥ (¢ no teorema), isso localmente.

k m m
UcRXR g(U) = VcR R

4
—

Bijecdo

Figura 4.1: Restri¢do de g ao aberto U.

Mostraremos com uma aplicagdo a importancia do TFI. Essa aplicagdo esta voltada a area
da matemdtica pura. Ressaltamos que o teorema possui aplicabilidade em outras areas, tais

como: Economia, Nutricao, Quimica, Fisica e Biologia.

y = / ' e~ () gt
0

determina y como fungéo de x, y = £(x), definida em um intervalo (-4, J) tal que § > 0. Além

Aplicacao: A equacdo

do mais, é possivel calcular £'(x) para z € (=9, 9).

De fato, definiremos a fungéo g : R? — R dada por

g(z,y) =y —/ e sen (vl gy,
0
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onde g é de classe C'! (veja o Teorema 6 nos Anexos). Assim, derivando pela a regra da cadeia

para fun¢des de uma varidvel (veja [20], paginas 182 e 183), temos

g—g(x, y)=1-— /o (—cos(t +y) - e‘sen(tﬂ’))dt.

Agora, resolvemos a integral definida, obtendo

a X
Hay) =1+ / (cos(t +y) - B D)@t = 1 4 =5enle+) _ =senly),
Yy 0

Seja (z,y) = (0,0), e note que
dg

8—(0,0) =14 5n0+0) _pemsen(0) — 1 1] _1=1+#0.
Y

Pelo Teorema da Fungdo Implicita, segue que existe um intervalo (—d, §) contendo 0 para algum
§ > 0, onde y é dada por £ : (—0,5) — R de classe C*, y = £(x), tal que g(z,&(z)) = 0 para
todo z € (—0,0) com £(0) = 0. Logo, pela regra da cadeia (veja [20], paginas 182 e 183),
tem-se

dg 9g o

Entdo, isolando ¢'(x), temos

0
L (@,¢(2))
5, (@ &())
Como
@(ZE f(l’)) =1+ e—sen (z4+£(z)) _ o—sen (§(x))
oy’
E
@ _ _ ,—sen (z+£&(x))
o, E(x)) = —e |
Temos,

, _e—sen (z+&(x))
5 (l’) = 1 4+ e—sen (z+&(x)) — g—sen(§(z))”
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4.3 O Buscador de Internet: Google

Esta secdo tem por finalidade apresentar a matematica usada no buscador de paginas na in-
ternet: “Google”. A mesma estd baseada em [4] e numa palestra apresentada no Instituto de
Ciéncias Matemaéticas e de Computagao - ICMC da Universidade de Sao Paulo (USP - Sdao Car-
los) por Thiago J. Fonseca no dia 16/08/2012. Mostraremos sucintamente o contexto histérico
da criagcdo desse navegador.

As evolucdes cientificas e tecnoldgicas advindas do avanco da informadtica, precisamente da
internet, sdo infindaveis. A facilidade de encontrar uma informag¢ao com o simples clicar de
um botdo tornou muito agil e prético a construcao e a disseminacdo do conhecimento. Porém,
nem sempre foi tao facil assim. Atualmente, a internet contém inimeras piginas, nas quais, ao
efetuarmos uma busca, procuramos por informacdes de forma rapida e precisa. As ferramentas

que facilitaram tais pesquisas na internet foram os motores de busca, dos quais destacamos o

Of@ I .;Ifé;\nx?\
)@*’Iﬂé g{ﬁ

/ ?\mg

mais eficiente: “Google”.

Figura 4.2: Buscador de internet: Google.

Para vocé ter uma ideia, ao pesquisar no Goolge, a sua ordem de pesquisa € enviada para
mais de 1.000.000 de servidores no mundo inteiro, processando mais de 1.000.000.000 de pes-
quisas, gerando mais de 20 Petabytes por dia, equivale a dizer 20 - 10' bytes. Por exemplo,
queremos cozinhar um prato de “bacalhau”, porém ndo sabemos a receita. Dessa forma, procu-
ramos na internet, especificamente no Google, a receita do prato. Nessa altura, percebemos que
existem mais de 500.000 péaginas relacionadas com o tema bacalhau. Seguramente que muitas
destas paginas nao sdo interessantes e seria impossivel 1é-las todas até a hora do jantar. Mas,
como por “magia”’, normalmente encontramos a receita do prato nas primeiras sugestoes do Go-
ogle. Mas como € que o Google sabe quais sdo as paginas mais interessantes sobre o bacalhau?
Isso € magia ou Matemadtica? Parece magica, mas é Matematica!

Tudo comegou em meados a década de 1990, em que a internet foi criada dentro do Euro-
pean Organization for Nuclear Research - CERN, e rapidamente comeca a se tornar popular no
meio académico. No inicio, parecia mais um dos diversos sites de busca existentes na época,
precisamente em 1996, quando Larry Page e Sergey Brin comecaram juntos um trabalho de
pesquisa, com o intuito de criar um sistema de busca mais eficaz do que os que existiam. Os

mesmos faziam parte do programa de doutorado da Universidade de Stanford na Califérnia
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- Estados Unidos. Esta nova tecnologia chamava-se PageRank, onde a relevancia de um site
era determinada pelo nimero de paginas, bem como pela importancia delas, que ligavam de
volta para o site original. Os autores nomearam a sua nova ferramenta de BackRub. Assim,
diferentemente dos sistemas existentes, os quais apenas procuravam registros em um banco de
dados pré-cadastrados, o BackRub, com alguns algoritmos, contava os links que se dirigiam as
paginas e os interpretava como votos para essas paginas. Com isso, quanto mais links um site
recebia, mais importante ele se tornava no que se refere aos resultados de uma pesquisa.

Eventualmente, a palavra “Google” foi um trocadilho (erro ortografico) feito com um termo
matematico “Googol”, nimero formado pelo digito um seguido de cem digitos zeros, que foi
criado para indicar a quantidade de informagao que o motor de busca podia processar. Inici-
almente, com o dominio “www.google.stanford.edu”, o Google funcionava apenas no site da
Universidade de Stanford. Vivenciando o éxito do BackRub, no dia 15 de setembro de 1997, o
Google foi registrado em sua versdo publica, e a empresa foi constituida em 4 de setembro de
1998. Sua sede ficava na garagem de uma amiga na Califérnia.

E importante observar que, de acordo com os dados da “Experian Hitwise”, ferramenta
lider de inteligéncia digital, no final do ano de 2015, os buscadores de internet mais acessados

no Brasil foram:

Google Brasil: 93, 74% Yahoo! Brasil: 0, 37%
Google.com: 2,42% Bing.com: 0,05%

Ask Brasil: 1,57% Google Reino Unido: 0,01%
Bing Brasil: 1,28% Google Franga: 0,004%
Yahoo.com: 0, 54% Google Canada: 0,003%

Sabemos o que um buscador faz, mas como ele funciona? O funcionamento de um buscador

desempenha dois critérios, a saber:

1) Matching: O algoritmo busca, dentre todas as paginas da Web, aquelas que contém as

palavras ou frases digitadas.

2) Ranking: O algoritmo seleciona quais, dentre as paginas encontradas no primeiro passo,

sa0 as mais relevantes e ordena o resultado.

O segredo do sucesso do Google € a segunda etapa, pois ele se diferencia dos demais busca-
dores no que se refere a ordenacdo das paginas encontradas. As técnicas usadas na maioria dos
buscadores sao direcionadas ao contetido das pédginas, isto €, analisa a proximidade das palavras

procuradas, o que nao garante o sucesso da pesquisa. Observe a ilustragdo abaixo.
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‘Wf rasileira Michael Jordfan
de WEtematicd (0BM) comegou a faculdade
€ uma competicdo... a. mas...

Veja as solucdes da s blabla
lpjrr:lnv:l:!tah:: do nivel . teve uma brilhante

Figura 4.3: Ordenacgdo de paginas.

A Figura 4.3 mostra duas paginas de pesquisa sobre as palavras “Olimpiada Matematica”. A
imagem da esquerda apresenta uma pagina sobre a OBM (Olimpiada Brasileira de Matematica),
o que € provavelmente uma das paginas requeridas. A pagina da direita, por sua vez, apesar de
ter encontrado as duas palavras pesquisadas, tem uma grande chance de nao fazer parte das
paginas procuradas.

Usando a estrutura da Web, os autores perceberam que, para determinar a importancia das
paginas, teriam que inovar o PageRank. Sendo assim, as paginas se conectam por meio de links
ou hyperlinks. A ideia do buscador é considerar a importancia de cada pagina com as somas
das importancias das paginas que sao ligadas a ela, dividida pelo nimero de links que saem
delas, ou seja, em partes iguais, cada pagina empresta a sua importancia para as piginas que ela
aponta. Entdo, quando uma pagina € apontada por paginas importantes, ela deve ser importante.

Podemos pensar como os nds de um grafos e as arestas como os links, na Figura 4.4 abaixo.

. . .’/)
—>

/ 0
l l links &

link

link

Figura 4.4: Conexao de paginas.

Serd que h4 uma tunica ou varias ordenagdes de paginas na Web submetendo-se a essa de-
mocracia? Responder esse tipo de questdo ndo é facil, mas para garantir a possibilidade do
projeto dos criadores do Google, usaremos o T.P.F.B.

Seja F' um grafo direcionado com nds 1,2, ..., n. O objetivo é que, para cada né ¢, atribua-
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mos um nimero real x; tal que traduza a importancia (no contexto da Web) do né 7. Quando j
¢ um nd que possui uma aresta apontando para ¢, denotaremos de link para ¢ e consideraremos
J — 1. O nimero de links saindo de j serad chamado ¢;. Se uma pagina recebe muitos links, ela
deve ser relevante! Como exemplo, na Figura 4.4, vejaque (1 = 4, l, = 2, (3 = 1,0, =0e
(5 = 1. Também tem-se, na mesma figura, que o nimero 1 — 2¢é 1, onimero 1 — 3é2eo0
ndmero 2 — 2 é 1.

Existem algumas maneiras de definir a importancia de uma pédgina. Uma delas € considerar

o sistema linear de ordem n X n, a saber,

( mi mig min
1= —x1+—2To+ ...+ Tn
61 52 én
ma1 Mmoo Maon,
x2:—x1+—x2+...+—xn
% ly ln
Mnp1 mnp2 Mnn
T, = 1+ To+ ...+ ——x,
\ lq ly 4,

onde m;; € o nimero de links j — ¢, 0 qual pode ser zero. Usando um jargdo mais matematico,
se A = (a;;) com a;; = %, entdo podemos ver A : R" — R" como uma transformagao linear
e arelevancia x = [y, .. .], x,] € um autovetor do autovalor 1. Ou, equivalentemente, Az = z,
isto é, x é um ponto fixo de A.

Exemplificaremos esta situacdo para fixar ideias. Suponha que a seguinte figura seja um

grafo de paginas (nds) como resposta a uma pesquisa.

link

link
«—

[~

Nesta situagdo, ¢ = 3, {, = 2 e {3 = 1. Os valores de m;; sio como no sistema a seguir.

0 1 1
r, = 3.1'1 + 5513'2 + Ix3
T 1 1 r 0
2 31 + 22 + TI3

— 2 0 0
T3 = 3T+ 5T2+ 73
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Este sistema de equacdes lineares € equivalente a equagdo matricial A - x = z, onde

1

Wi wli= O
O NI= NI

e z = [z z2 x3]. Um célculo simples mostra que uma solugdo desta equagdo é z = [3 2 2]
e, portanto, neste exemplo, a pagina 1 possui maior relevancia. Claramente, hd outras solu¢oes
(x = [6 4 4], por exemplo), o que mostra que este modelo de equacdes lineares ainda ndo é
adequado. Para encontrar um modelo melhor do que este e que sirva para qualquer situagdo,
utiliza-se a teoria de probabilidade. Por varios motivos, interpreta-se a;; como a probabilidade
de o internauta sair do vértice (pagina) j e chegar no vértice 7. Aqui, estd uma parte delicada
desta aplicacdo, pois envolve alguns conceitos probabilisticos, os quais tirardo o foco deste
trabalho. Caso o leitor queira se aprofundar neste interessante problema, consulte, por exemplo,
[4]. Além disso, modela-se o problema acrescentando um fator probabilistico 0 < p < 1. Por
meio de varios experimentos, o Google decidiu usar p = 0,15 e, com isso, a aplicagdo que

indica o percurso do internauta num grafo de n vértices € dada por

1
- n [ e Min 7 O
U1 1 El 62 o gn U1
Y2 — Y2
n 1 ) Mo Ma2 Moy
|_> . — . e— e— PR .
Ys p +(1-=p A ‘ Y3
mnp1 mMnp2 Mnpn
Yn Yn
. ) L 4 b A
L 7

que vamos denotar sinteticamente como W : R — R" comy — p- e+ (1 — p) - Ay, onde

1
n

1
n

1
n

Mostremos agora que a aplicagdo y — p- e+ (1 —p) - Ay é uma contragdo (veja Defini¢do 3.4).

Assim, considere y, z € R". Note que, pela defini¢do dos valores m;; e ¢;, segue que
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- - mij mlj + mgj —+ ...+ mn]’ gj
a“L = _— = — = ]__
Zi:l =27 7 2

i=1

Dito isto,

Como 1 — p = 0,85 é menor que 1 e maior que 0, segue que W € uma contracdo e, portanto,
a aplicacdo W possui um tnico ponto fixo, digamos = € R", visto que o espaco métrico R"
¢ completo (veja Teorema 2 nos Anexos). Assim, o T.P.E.B garante que a relevancia de cada

pagina estd bem definida.



Capitulo 5
Consideracoes Finais

A Matemadtica tem avancado significativamente no tltimo século, e um resultado relevante
neste avango estd relacionado ao Teorema do Ponto Fixo de Banach (T.P.E.B), que fornece
hipéteses suficientes para que uma funcdo f possua um ponto fixo, isto é, existe um z no
dominio da fungdo f tal que f(z) = x. Sua demonstracdo estd baseada na utilizacdo das
iteradas da funcdo contracio aplicada em qualquer ponto do dominio dela. E possivel mostrar
também que este ponto fixo € tnico.

Este trabalho teve como objetivo expor topicos da Andlise Matematica com auxilio da
Algebra Linear e do Calculo. Nesse sentido, enunciamos € demonstramos cuidadosamente
o Teorema da Func¢do Implicita, como aplicagdo do T.P.E.B, cuja tese garante que a equagdo
f(x,y) = 0 fornece y como fungdo de x. A base necessaria para a demonstra¢ao do tal teo-
rema foram contetidos relacionados a andlise nos espacos euclidianos R", espacos métricos e o
T.P.EB.

Por meio de situacdes contextualizadas de maneira simples, apresentamos conceitos restri-
tos da matemadtica pura, por exemplo, o T.P.E.B, que podem e devem ser abordados adequada-
mente no Ensino Médio, desenvolvendo novos horizontes e possibilidades para aplicacdes de
tais conceitos na sociedade atual.

A resolucido de equacdes e funcOes € uma atividade realizada desde a antiguidade. A
histéria da matematica registra que, na Mesopotamia, ji se usavam técnicas algébricas para
aproximacoes de raizes. Dessa forma, os métodos numéricos sdo um conjunto de técnicas pe-
las quais os problemas matematicos sao formulados de modo que possam ser resolvidos com
operacoes aritméticas. Neste trabalho, elaboramos um programa (com auxilio do software MA-
TLAB) sobre o método de Newton-Raphson, relacionado com T.P.E.B, que encontra a raiz de
uma funcdo por aproximagdes numéricas.

Como outra aplica¢ao do T.P.F.B, mostramos o funcionamento do famoso buscador de in-
ternet, o “Google”. Atualmente, a internet estd cada vez mais presente no cotidiano das pessoas

e, por este motivo, € interessante o estudo do algoritmo PageRank, por ser um dos principais

68
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responsdveis pela qualidade das respostas dadas pelo Google ao efetuarmos uma pesquisa na
internet.

Com este trabalho, tive a oportunidade de estudar conceitos mais abstratos e mais gerais
do que vistos na minha graduacdo de Licenciatura em Matematica. Os cursos de Topologia
e Espagos Métricos ndo fizeram parte da minha formacdo e, por isso, foi muito interessante
conhecé-los, mesmo sendo em nivel introdutério. Assim, esperamos que este trabalho seja uma
fonte inspiradora e norteadora de novas monografias que seguirdo essa linha de pesquisa e que
o mesmo seja compartilhado com toda a comunidade académica da Universidade Federal do
Tocantins, Campus de Araguaina.

Finalmente, e como comentério pessoal, o presente trabalho foi muito importante como
complementacdo da minha formacdo, sendo uma experiéncia valiosa no desenvolvimento de
um trabalho autonomo. Ele despertou em mim o desejo de aprofundar meus conhecimentos
na Matematica, em especial, na Andlise. Acredito que estou mais preparado para uma pds-

graduacdo.
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Anexos

Neste anexo, mostraremos alguns resultados e definicdes complementares de Algebra Li-
near e Andlise que foram utilizados no desenvolvimento do trabalho. Salientamos que esses

conceitos ndo serdo demonstrados. Deixaremos essa tarefa a cargo do leitor.
Teorema 1. Uma matriz quadrada A admite uma inversa se, e somente se, det A # 0.

Sugestao: Veja o Teorema 3.5.5, na pagina 76, em [5].
Para mostrar que a reta é um espaco métrico completo no Exemplo 2.50, utilizamos os

seguintes resultados.

Lema 1. Sejam A e B subconjuntos da reta limitados. Se A C B, entdo inf A > inf B e
sup A < sup B.

Lema 2. Toda sequéncia mondtona limitada de niimeros reais é convergente.

Lema 3. Se (x,,) C R é uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia que converge

para a € R, entdo (x,) converge para a.
Sugestao: A demonstracdo dos Lemas 1, 2 e 3 € encontrada em [14], capitulo 1 e 2.

Teorema 2. O espagco métrico R" munido com a métrica euclidiana é um espaco métrico com-

pleto.

Sugestao: A demonstracdo deste fato € uma aplicacao repetida do Teorema 2.50.
No capitulo 3, usamos o Teorema de Valor Médio e o Teorema do Valor Intermediério,

respectivamente.

Teorema 3. Seja f uma fungdo continua num intervalo fechado |[a, b] e derivdvel no intervalo

aberto (a,b). Entdo, existe um real ¢ € (a,b) tal que

f’(c) _ f(bl)):i(a)

Sugestdo: A demonstracdo deste resultado pode ser encontrada em [14], capitulo 8, pagina 272.

Teorema 4. Seja f : [a,b] — R uma fungdo continua. Se f(a) < d < f(b) entdo existe
¢ €la, b tal que f(c) = d.



Sugestdo: A demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [4], capitulo 1, paginas 26 e
217.
Para demonstrar o Teorema da Fung¢do Implicita, utilizamos os teoremas de diferenciabili-

dade abaixo.

Teorema 5. A aplicagcdo f : U — R" é diferencidvel no ponto a € U se, e somente se, cada

uma das suas funcées-coordenadas fi, ..., [, : U — R é diferencidvel nesse ponto.

Teorema 6. Seja f : U — R" definida no aberto U C R". Entdo, f é diferencidvel se, e
somente se, as funcdes-coordenadas fi, ..., f, : U — R da aplicacao f possuem derivadas

parciais continuas Iz, U — R
‘%' .
j

Demonstracao: A prova dos Teoremas 5 e 6 encontram-se em [12], volume 2, paginas 246 e
247.



