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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo principal o estudo sobre o Teorema da Funcdo Inversa, um dos
resultados mais importantes da Andlise. Para compreender este teorema, serd necessaria uma
discussdo sobre os espacos euclidianos R, que contém as defini¢cdes de aplicagdes continuas
e diferencidveis como também conhecer o Teorema do Ponto Fixo de Banach, essencial para o
entendimento e para a demonstragao do Teorema da Func¢ao Inversa. Introduziremos este tra-
balho apresentando conceitos simples do calculo de fun¢des reais de uma variavel, para que, no

final, possamos relacionar estes conceitos com o teorema principal.

Palavras-chave: Funcdo Inversa. Ponto Fixo de Banach. Matriz Jacobiana.



ABSTRACT

This work has as main objective the study on the Inverse Function Theorem, one of the most
important results of the Analysis. To understand this theorem, it will be necessary to discuss
the Euclidean spaces R, which contains the definitions of continuous and differentiable appli-
cations, as well as to know the Banach Fixed-Point Theorem, essential for understanding and
for The proof of the inverse function theorem. We will introduce this work presenting simple
concepts of the calculation of real functions of one variable, so that, in the end, we can relate

these concepts to the main theorem.

Keywords: Inverse Function. Banach Fixed Point. Jacobian Matrix.
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Capitulo 1

Introducao

Se uma variavel dependente y estd relacionada com uma variavel independente = por meio
da fungdo f, isto é, se y = f(x), ficamos sabendo exatamente como y varia quando x varia.
Poderemos, contudo, estar interessados em saber como varia a mesma varidvel = quando fa-
zemos variar ¥, isto €, como muda a varidvel x quando y varia, o que significa encontrar uma
outra funcdo g tal que y passe a ser a varidvel independente, e = a ser a varidvel dependente, ou
seja, encontrar uma fung@o g tal que x = g(y). Esta fung@o g pode existir ou ndo. Se existir,
chama-se funcdo inversa de f e denota-se por 1.

Algumas das questdes de interesse deste trabalho sdao: quando existird a funcao g? Em outras
palavras, quais as condicdes suficientes para que a funcdo f tenha uma inversa? E, quanto a
sua inversa, o que podemos falar acerca dela? Para responder a essas perguntas e outras mais,
faremos uso do Teorema da Func¢do Inversa.

O Teorema da Funcao Inversa € um importante resultado da Andlise que refere-se sobre a
eventualidade de inverter uma fun¢do numa determinada regido em torno de um ponto. Além
disso, esse teorema estabelece propriedades em relacdo a diferenciabilidade desta inversa. Es-
sencialmente, o Teorema da Funcdo Inversa diz que, se f'(z) é inversivel, entdo f é inversivel
numa regido que contém x,. Esta regra usa o determinante da matriz Jacobiana da funcdo,
como veremos no capitulo 2.

Para titulo de ilustragdo, examinemos, por exemplo, a fungdo f(x) = sen(x). E possivel
inverté-la? Sob quais condi¢des? Vejamos.

O teorema trata da condi¢do de existéncia de um ponto z, tal que f'(zo) seja inversivel.
Nesse caso, a derivada de f : R — R em qualquer ponto z € R é f'(x) = cos(z). Observe

que este nimero ¢ diferente de zero se, e somente se, r # g + km, com k € Z. Portanto, para
1

Ty = g, por exemplo, temos que f'(zg) = cos <§> =3 # 0. Como f'(zg) # 0 (no caso de

funcoes de R em R, isto equivale a dizer que f’(z() é inversivel), o Teorema da Fungdo Inversa

b 2z . ﬂ- i z . .
garante que, para todo x suficientemente proximo de 3 f € inversivel. Isso fica ainda mais

claro quando analisamos o grafico da fung¢@o f(x) = sen(z) nos pontos em que f'(z) = cos(z)
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¢ diferente de zero. Vé-se, facilmente, a existéncia de um intervalo / em torno desses pontos,
onde € possivel inverter a fun¢do f. Note ainda que a inversa da funcdo f (que, sabemos do
Célculo, € a fungdo g(y) = arcsen(y)) possui a mesma regularidade que a prépria funcdo f
(regularidade aqui significa o quao diferencidvel € a fun¢do).

Neste trabalho, vamos enunciar o Teorema da Func¢ao Inversa e demonstra-lo. Para tanto, ne-
cessitaremos de um aporte de resultados que vao elucidar este importante conceito matematico.

No capitulo 2, abordaremos os principais resultados elementares no que diz respeito a Topo-
logia dos Espagos Euclidianos R”, com énfase para os casos N = 1,2, 3. Estes resultados sdo
de fundamental importancia, pois servirdo de embasamento para os pincipais resultados deste
trabalho, a saber: O Teorema do Ponto Fixo de Banach e, sobretudo, O Teorema da Func¢ao
Inversa. Em particular, vamos explorar o conceito de norma de um vetor que induz natural-
mente uma nog¢ao de distancia entre dois pontos, cuja ideia serd importante para definir espacos
métricos na se¢iio 2.6. Veremos também brevemente o conceito de sequéncia de pontos em R,
conjuntos abertos e fechados.

Na secao 2.3, estudaremos as funcdes continuas e algumas de suas propriedades. Intro-
duziremos a defini¢do de funcdo continua, Lipschiziana e contracio em espagos normados.
Esses conceitos também serdo vistos de forma mais breve na se¢do 2.6 sob o prisma de espacos
métricos.

Na se¢do 2.4, apresentaremos a defini¢do de diferenciabilidade de uma funcao e as condi¢oes
necessdrias e suficientes para que estas sejam diferencidveis. Veremos também a técnica de
aproximar uma fung¢do vetorial por uma funcao afim a qual nos permitird estender o conceito de
derivada de fun¢des reais de uma varidvel real para funcdes vetoriais.

Na secao 2.5, abordaremos concisamente a Regra da Cadeia, que consiste num método
de derivar funcdes compostas e que estabelece uma relagdo entre as derivadas das funcdes da
composi¢ao.

O capitulo 3 € dedicado exclusivamente para a demonstracao do Teorema da Funcdo In-
versa e alguns resultados preliminares. Finalmente, no capitulo 4, apresentaremos os resultados
complementares ao texto que dardo uma compreensdao melhor deste.

E importante salientar que o leitor deste trabalho ja tenha uma certa familiaridade com
Algebra Linear e Cilculo. De Algebra Linear, conceitos bdsicos como espacos vetoriais e
transformacoes lineares sdo necessarios. Do Célculo, convém saber sobre diferenciabilidade
de fungOes e suas propriedades. O trabalho conta com um capitulo (Capitulo 4) contendo al-
guns resultados da Algebra Linear e da Anélise, necessarios para seu desenvolvimento. Bom

proveito!



Capitulo 2
Alguns Conceitos da Analise no RV

Neste capitulo, apresentaremos as principais defini¢des e resultados elementares sobre a
topologia dos espacgos euclidianos, que possuem uma no¢ao de norma de um vetor. Descrevere-
mos um aparato importante que servird como fundamentagao para os principais resultados deste

trabalho. Nog¢des como conjuntos abertos, fechados, e fungdes continuas serdo enfatizados.

2.1 O Espaco Vetorial RY

Nesta secdo, abordaremos os conceitos elementares do Espago Vetorial R, bem como
definiremos espagco normado e suas propriedades e espaco métrico, dando destaque ao primeiro.
Veremos mais sobre espacos métricos na se¢do 2.6.

Seja N um ndmero natural. O espaco euclidiano N-dimensional é o produto cartesiano de

N fatores iguais a R:

RYN=RxRx---xR.

Os pontos de RY sio, pois, todas as N-listas x = (x1,29,...,2xN) cujas coordenadas

~ 2 . > z = 1 N
Z1,Ty ..., 2N sdo ndmeros reais. E possivel dar uma nocdo de espaco vetorial para R™. Isso
pode ser feito da seguinte maneira: dados x = (21, Zs,...,2x) €y = (Y1, Y2, - - -, yn) em RY,
tem-se x* = y se, € somente-se, r1 = Y1,Tz2 = Y2,...,TN = Yn. S€ « € um numero real

qualquer, definimos a soma = + y e o produto « - z pondo
r+y=(r1+y,T2+Ys,...,oNn+Yn) € a-x=(ar,qrs,...,QTN).

Estas operacdes fazem de RY um espaco vetorial de dimensio N sobre o corpo dos reais,
no qual o elemento neutro para a adicdo ¢ 0 0 = (0,0,...,0), o elemento simétrico de x =
(x1,x9,...,xy5) € —x = (—x1,—T9,...,—xy) € a base candnica é formada pelos vetores
e; = (1,0,...,0),e0 = (0,1,...,0),....ex = (0,0,...,1). Aigualdade z = (x1,22,...,2N)
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significaque x = x,-€; +x9-€3 + ... +xx -ey. Os elementos de R™ serdio as vezes chamados
pontos e as vezes vetores.
E interessante vocé relembrar as propriedades de um espago vetorial. Veja [2], capitulo 4,

pagina 97.

Defini¢ao 2.1. Dado um espaco vetorial U C RY sobre o corpo R dos niimeros reais, uma

funcdo || - || : U — RT é chamada de norma se, para quaisquer x,y € U e todo o € R,
I. ||z|| > 0com ||z|| =0« z = 0;
2. o]} = |afl]];
3. |z +yll < ||z|| + ||ly|| (Desiguladade Triangular).

Se o espaco vetorial U tem uma norma, ele passa a ser chamado de espaco normado, e

denotado por (U, || - ||). A norma de RY que mais vamos utilizar ¢ a norma euclidiana, dada por

|- : U CRY - R*

= (21,29,...,25) €U = ||z]| = /22 + 23 + -+ + 2%,

Veremos que outras normas podem ser definidas em R”. Sempre que ndo fizermos uma
referéncia clara a norma, estaremos subentendendo que a norma usada é a norma euclidiana.
No nosso estudo, de forma geral, vamos trabalhar nos espacos R para N = 1,2 ¢ 3. Isso

nos permitird visualizar geometricamente os conceitos que vamos explorar.

Defini¢iio 2.2. Duas normas ||z||; e ||z||2 sobre o mesmo espago vetorial U C RY sdo ditas

equivalentes se existirem constantes reais positivas cy e cs (¢1 < co) tais que:
allzli < [z < eoflz|y Vz € U.

Nos espacos euclidianos, acontece algo interessante sobre normas. Elas sdo todas equiva-
lentes, no sentido de que uma bola gerada por uma norma pode ser colocada dentro de outra,

seja qual for a norma usada nesta ultima. Desse fato, decorre o seguinte teorema:
Teorema 2.3. Duas normas quaisquer em RY sdo equivalentes.

A demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [5], capitulo 1, pagina 19. Com este
teorema em maos, quando definirmos convergéncia, continuidade e diferenciabilidade mais adi-
ante, a escolha das normas para se trabalhar ndo alterard o resultado final. Faremos novamente
esta observacao sempre em momentos oportunos.

Uma norma em RY d4 origem 2 nogdo de distancia d(z,y) entre dois pontos z,y € RY.

Esta no¢do nos fornece uma forma de falar sobre proximidade e vizinhanga que, por sua vez,
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possibilita definir conceitos essenciais para este trabalho, tais como convergéncia de sequéncias,
continuidade e diferenciabilidade de fung¢des.
Sejam z,y € RY com z = (21,29, ...,25) ey = (Y1,Y2, ..., Yn). A distancia entre x e y

¢ dada por,

d(z,y) = |z —yll = /(21 —y1)? + (2 — 12)2 + - + (zn — yn)%

As trés condi¢des que definem uma norma implicam que d(x, y) tem as propriedades carac-

teristicas de uma distancia, a saber:

Ml. d(z,y) > 0 com d(z,y) = 0 se, e somente se, * = y;
M2. d(z,y) = d(y, z);

M3. d(x,z) < d(z,y) + d(y, z) (Desigualdade Triangular).

Essas trés propriedades caracterizam o que denominamos de espaco métrico. Intuitiva-
mente, um espaco métrico € um conjunto no qual temos um modo de medir a distancia entre

seus pontos. Por exemplo, a expressiao

dz,y) = /(21— y1)? + (32 — 12)> + - + (an —yn)%

onde r = (xy,22,...,2n5),y = (Y1,¥2,.-.,yn) € M C RY, um conjunto qualquer, calcula
o comprimento do segmento de reta que une esses dois pontos. Isso estd correto! No entanto,

podemos ter mais que uma maneira de medir distancias, como vemos a seguir.

Definicao 2.4. Seja M um conjunto qualquer, com M # &, e sejad : M x M — R uma
fungado. Indiquemos por d(x,y) a imagem de um par (x,y) € M x M, através da fungdo d. Se

d satisfaz as propriedades M1, M2 e M3, entdo d é chamada uma métrica sobre M.

Um par (M, d), onde d é uma métrica sobre M, é o que chamamos de espaco métrico. Qual-
quer fungdo que satisfaz estas trés propriedades pode ser usada para medir distancias. Falaremos
mais sobre espacos métricos na secao 2.6.

Sejam x = (z1,72,...,2x5) €y = (Y1, Y2, .., yn) pontos de U C RY, onde U é um espago
normado. H4 duas outras normas que poderemos utilizar em RY quando houver conveniéncia.

Elas sao
L. ||z —yl|l,, = maz{|z1 — ], |z2 — y2|, -+, |xn — yn|} (norma do maximo),
2. |z —yllg = |z1 — 1| + |w2 — yo| + - - - + |zn — yn| (norma da soma).

Geometricamente, no plano R?, a norma ||z — y/|| representa a distancia euclidiana entre os

pontos x e y como mostra a figura abaixo.
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Figura 2.1: Norma Euclidiana

Va2 Y

v

X1 Y1

Fonte: Arquivo pessoal.

A norma ||z — y||yr calcula a distancia entre dois pontos considerando a maior distincia
entre as distancias em todas as direcdes. A figura abaixo mostra um exemplo geométrico em
R2

Figura 2.2: Norma do Médximo

Y2 ¥

4

X1 Y1

Fonte: Arquivo pessoal.

Por fim, anorma ||z —y/||s em RY é a soma das distancias em cada dire¢io. A figura seguinte

mostra um exemplo em R
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Figura 2.3: Norma da Soma

A

Y2

X3

A 4

Fonte: Arquivo pessoal.

2.2 Topologia dos Espacos RY

Nesta secdo, continuaremos apresentando conceitos bdsicos essenciais que necessitaremos
no decorrer deste trabalho. Introduziremos a nog¢ao de bola aberta e fechada que € fundamental

para introduzir os conceitos de conjuntos abertos e fechados e outras no¢des topoldgicas.

Definicdo 2.5. Sejam U C RY um espaco normado, a € U e r > 0 um niimero real. Definimos:

i) A bola aberta de centro a e raio r como:

B(a;r) ={x €U, ||x —al| < r}.
ii) A bola fechada de centro a e raio r:

Bla;r] ={z € U; |lz —a| <7}
(iii) A esfera de centro a e raio r:

Sla;r] ={zx € U; ||z —a| = r}.

Exemplo 2.6. Sejam U = R* a = (0,0) e r = 1. As esferas S[(0,0),1] = {(x,y) €
R%; |[(x,y) — (0,0)|| = 1} relativas as normas euclidiana, da soma e do mdximo, possuem

respectivamente as formas dadas na figura abaixo.
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Figura 2.4: Bolas em diferentes normas: norma euclidiana, da soma e do maximo.

/L\ L 1
\ 4N
[ L, : ;
—1\ /1 -1 P 1 —1 1
\3/ _\1/ =

Fonte: Arquivo pessoal.

Definicio 2.7. Seja U C RY um espaco normado. Diz-se que o conjunto V C U é limitado
quando, para algum v > 0,V estd contido em alguma bola Bla;r|. Equivalentemente, V é

limitado se existe k > 0 tal que ||z|| < k pra qualquer x € V.
Exemplo 2.8. Toda bola aberta B(a;r) em RY é um conjunto limitado em RY .

Afirmamos que a B(a;r) C B[0; k], onde k = r + ||a||. De fato, note que
le—all <r=llz —a+al <llo—al + o] <7+ all.

Assim, x € B(a;r) = x € Bla;r + ||al|] O

Seja V um subconjunto do espaco euclidiano RY. Um ponto a € V chama-se um ponto
interior a V' quando € centro de alguma bola aberta contida em V/, ou seja, quando existe § > 0
tal que ||z — a|| < 0 = x € V. O interior de V é o conjunto intV, formado pelos pontos

interiores a V.

Exemplo 2.9. SejaV = {(z,y) e R?*/x > 0ey >0}
a) Todo (x,y), comx > 0 ey > 0, é ponto interior de V

b) Todo (x,y), com x = 0 ouy = 0, ndo é ponto interior de V.

De fato,
a) se (ra,y2) € V, com z5 > 0 e yo > 0, entdo a bola aberta de centro (s, ys) e raio
r =min{x,, Y2} estd contida em V'; logo, (22, y2) é ponto interior de V.
b) se (x1,y1) € V,comz; # 0 ey, = 0, entdo (x1, ;) ndo é ponto interior de V', pois V'
ndo contém nenhuma bola aberta de centro (x1, 3 ).
L]
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Figura 2.5: Ponto interior e ponto ndo interior.

ot

é pontointerior

Y2

A 4

X3

\zx
K nao é pontointerior

Fonte: Arquivo pessoal.

Defini¢io 2.10. Um conjunto V. C RY™ chama-se aberto quando todos os seus pontos sdo
interiores, isto é, quando para cada x € V existe 6 > 0 tal que B(z;3) C V. Assim, V é aberto
SantV =V,

Como veremos na secao 2.4, os conjuntos abertos sao fundamentais para definir diferencia-
bilidade de uma fun¢@o num dado ponto, pois eles permitem falar de proximidade e limite em
qualquer dire¢do tomada. Um exemplo importante de conjunto aberto que serd empregado na

demonstracao do Teorema da Fun¢do Inversa € visto a seguir.
Exemplo 2.11. Uma bola aberta B(a;r) C RN é um conjunto aberto.

Com efeito, dado qualquer = € B(a;r), temos ||z — al| < r,logo o nimero § = r — ||z — al|
é positivo. Afirmamos que B(x;0) C B(a;r). De fato, y € B(x;0) = ||y —al| < ||y — z|| +
|l —al| <d+ ||z —al =r=ye Bla;r).
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Figura 2.6: A Bola aberta como conjunto aberto

Fonte: Arquivo pessoal.

[

Uma sequéncia em um conjunto V' qualquer é uma aplicacdo x : N — V, definida no

conjunto N dos nimeros naturais. A imagem que essa aplicagdo assume no nimero n € in-

dicada com x,, e chama-se o n-ésimo termo da sequéncia. Usaremos a notag¢do (z,),ey ou
simplesmente, (z,,), para indicar a sequéncia cujo n-ésimo termo é x,, € V.

Quando V' = R s@o exemplos de sequéncias:

a) (V2)nen = (V2,V2,...,V2,..);

b) (n)nEN = (17 27 3a 47 57 .- )’

1 111
0 <_) :<1,_,_,_,...).
n),on 2734

Um exemplo de sequéncia em V = R:

o) - (9. 9)-)

Seja V' um conjunto qualquer. Diz-se que a sequéncia (z,,) € V & limitada quando o
conjunto dos seus termos é limitado em R”, ou seja, quando existe um niimero real ¢ > 0 tal

que ||z,|| < ¢ paratodon € N.

248"

Afirmamos que (x,,) é uma sequéncia limitada em R. De fato, sejam m,n € N quaisquer.

1 111
Exemplo 2.12. Sejax : N — R, com (z,,) = on Neste caso, obtemos a sequéncia ( . )

Suponha que m > n, entdo temos:
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1 1
Como m > n entdo 2™ > 2" o que implica que om < on Assim, obtemos:

| |<1+1<1+1<2 1
Tm — Tp| S — — N — — N — = .
Qm i on on an 2n71

Além disso, como n € N, n > 1 entdo < 1. Logo, |z, — z,| < 1,YVm,n € N, ou seja,

2n—1

x,, € limitada. U]

Definicao 2.13. Sejam X C RY um espago normado e (x,,) uma sequéncia em X. Diz-se que
o ponto a € X ¢é o limite da sequéncia de pontos x, quando, para todo € > 0 dado, é possivel
obter ny € N tal que n > ng = ||, — a|| < e. Neste caso, diz-se também que (x,) converge

para a ou tende para a, e escreve-se lim x,, = a.

Quando existe o limite « = lim x,,, diz-se que a sequéncia (z,) é convergente. Caso
contrdrio, diz-se que (z,,) é divergente.

Tem-se lim x,, = a < lim ||z, — al| = 0. Isto reduz a convergéncia em RY a convergéncia
de numeros reais.

Em termos de bola, tem-se lim x,, = a se, e somente se, qualquer bola aberta de centro
a contém todos o termos x,, salvo, possivelmente, para um nimero finito de indices n. A

visualizagdo geométrica disso € ilustrada na figura abaixo.

Figura 2.7: O ponto a como limite da sequéncia (z,,).

Fonte: Arquivo pessoal.

1
Exemplo 2.14. A sequéncia (x,,)nen = <1, =, ) converge para o ponto a = (1,0,0).
n
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De fato, temos

o —all = \/<1—1>2+(%— )Z(ﬁ?"_o)?

1 1
nZ | n2

1
NG
n

Observe que ||z, — a| é uma sequéncia de nimeros reais que converge para zero, isto &,
lim ||z,, — a|| = 0, pois é o produto da sequéncia % que converge para zero pela constante
V2. Logo, x,, — a. O

Agora, definiremos sequéncia de Cauchy em espacos normados e na, se¢do 2.6, daremos a
definicdo em espagos métricos. Esse conceito servird de base para demonstrar o Teorema do
Ponto Fixo de Banach, que, por sua vez, nos auxiliard na demonstra¢do do Teorema da Fun¢ao

Inversa.

Definicfio 2.15. Sejam X C RN um espaco normado e ,, € X. A sequéncia x,, chama-se uma

sequéncia de Cauchy quando, para todo € > 0, existe ny € N tal que
m,m > ng = ||x, — x| <e

Em outras palavras, a partir de um certo indice n, a distancia entre os termos da sequéncia

diminui arbitrariamente.
1
Exemplo 2.16. A sequéncia x,, = — é de Cauchy em R.
n
Com efeito, dado € > 0, pela Propriedade Arquimediana (ver Proposi¢do 4.1 no Capitulo
4), existe ng € N tal que ng - € > 2. Dai,

1 1
m,n > ng = |T, — o, = py

1 1
= 4+ =,

1
n m n

B
<|=|+
m

1 1 1 1 ~
Mas, para m > ng, temos — < — e para n > ngy temos — < —. Entao,
m N n no

1 1 2
m,n>ng= ||, — x| < —+—=—
U o Un

de onde segue que

m,m > ng = ||x, — x| <e.
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Portanto, x,, = l ¢ de Cauchy. O

Nao menos i?nportante que os conjuntos abertos definiremos agora conjuntos fechados. Es-
tes constituem nocoes relevantes dentro dos propdsitos deste trabalho por ser cada um exemplo
de espaco métrico completo (veja Definicao 2.47 Exemplo 2.48) e por compor diretamente a

demonstracao do principal resultado deste trabalho.

Defini¢io 2.17. Seja X C RY um espaco normado. O conjunto X chama-se fechado quando

seu complemento é um conjunto aberto, isto é, quando X° = int X°.

Dizer que X € fechado significa, noutros termos, o seguinte: se lim z,, = a com z,, € X

paratodon € N, entdo a € X.
Exemplo 2.18. Uma bola fechada Bla;r] C RY é um conjunto fechado.

De fato, seja A = RY — Bla; r]. Mostremos que A € aberto em RY. Seja b € A, entdo
s=|la—=0bl—r=s>0.
Para z € B(b; s), temos ||z — b|| < s. Pela Desigualdade Triangular, temos
la=bll < lla =2+ [z = bl = lla —z|| > fla = bl = [z = bl = [la = ]| > |a = bl| =5 =

Assim, com ||z —a|| > r, temos que = ¢ B[a; 7], o que implica que x € A. Entdo, B(b;s) C A,
mostrando que A é um conjunto aberto. Portanto, pela Defini¢do 2.17, Bla;r| € um conjunto
fechado. 0

2.3 Aplicacoes Continuas

A partir desta secao, nosso objeto principal de estudo serdo as fungdes. Aqui, vamos estu-
dar o conceito de continuidade antes de entrarmos no mundo das func¢des diferencidveis, que
formam um caso particular de fungdes continuas.

Observe as defini¢Oes e resultados desta se¢do no que diz respeito as normas. Como foi
dito anteriormente, elas ndo se alterariam se muddssemos uma norma por outra. Isso se deve a

equivaléncia de normas nos espagos euclidianos dada pelo Teorema 2.3.

Definicdo 2.19. Seja f : X C RY — RM. Diz-se que a aplicacdo f é continua no ponto
a € X quando, para todo € > 0 dado, é possivel obter § > 0 tal que:

rentXelr—al <o=|f(z)— fla)| <e.

Em termos de limites, podemos expressar a continuidade de f no ponto a da seguinte ma-

neira:
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f é continuaem a < lim f(x) = f(a).
T—a

Diz-se que f : X C RY — RM ¢ continua quando ela é continua em todos os pontos
ac X.

Exemplo 2.20. Seja f : R? — R dada por f(z,y) = k,k € R. Para todo (x¢,yy) € R? a

fungdo f é continua.
De fato, || f(x,y) — k|| = |k — k| = 0. Assim, dado € > 0 e, tomando-se um § > 0 qualquer,
0 <|(z,y) = (zo,%)| <6 = |f(z,y) —k[ = [k —k] =0 <e.
Ou seja,

lim  f(r,y)= lim k=k.

(z,y)—(z0,y0) (z,y)—(w0,y0)

Logo, f é continua. O
Exemplo 2.21. Seja f : R — R dada por f(x) = x para todo x € R. A fungdo f é continua.

Com efeito, dado a € R arbitrario, para todo € > 0, existe > 0 tal que
|z —al <6 =|f(z) - fla)| <e.
De fato, dado € > 0, tomando 6 = ¢ > 0, temos
|z —a|<d=|f(z)— fla)|]=|x—a] <d=c.
Isto é,

lim f(z) = limz = f(a).

r—a r—a

Logo, f é continua. O
A continuidade é um fendmeno local: se cada ponto a € X € centro de uma bola B tal que
f(BN X) é continua, entdo f : X C RY — RM & continua.

Considerar uma fungio f : X C RY — RM € 0 mesmo que considerar M fungdes reais

fis fos- oy far : X € RY — R, as quais s3o chamadas as coordenadas da funcio f. Para todo
z € X, temos f(z) = (fi(x), fo(x),. .., fu(x)). Paraindicar que as f;,i = 1,2,..., M sdo as
fungdes coordenadas de f, escreve-se f : (f1, fa, -, fumr)-

Considere, por exemplo, f : R? — R3 a fungdo definida por f(z,y) = (2*+y?, v —vy, 2zy).

A funcdo f consiste de trés fungdes reais de duas varidveis,

f(l’,y) = (fl(xvy)a f2(x>y)’ f3(x?y))’
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onde fi(z,y) = 2° +y7 foz,y) =2 —ye f3(z,y) = 22y.

Teorema 2.22. Uma funcdo f : X C RY — RM ¢ continua se, e somente se, cada fungdo
coordenda f; : X C RN - R,i=1,2,..., M, é continua.

Demonstracao: Suponha que f é continua em a € X. Entdo, dado £ > 0, existe 6 > 0 tal que
reX llz—al <d=|f(x) - fla)] <e,
isto &,
(f1(x) = f1(a))® + (fo(2) = f2(a))* + - + (fur(@) = fur(a))® < &2,

e isso implica que, paracada: = 1,2,..., M, || f;(x) — fi(a)|| < e. Portanto, dado € > 0, existe
0 > 0 tal que

v e X, |z —a| = [lfi(z) = fila)]| <e.

Dai, cada f; € continua em a. Reciprocamente, sejam f;,7 = 1,2,..., M, continuas em a.

Entdo, dado £ > 0, existem §; > 0 tais que

€
reX |z —all <6 = |[filz) - fila)] < NiTi
Tome 6 = min{d;; i =1,2,--- , M} esejax € X tal que ||z — a|| < 6. Entdo
2
(fi(x) = fi(a)?* < Wi
g2
(fa(x) = fala))® < i
2
(far(x) = fu(a))? < i
Somando membro a membro as desigualdades,
Me?
(filz) = fi(a@)? + (fo(x) = fo(@))? + -+ + (fur(2) = fur(a))® < o e,
e daf a continuidade de f em a. [
Uma consequéncia direta deste teorema é que, como f;(x1, T2, ..., Tn) = a1 + AT +
o+ apprN, coma;; € Rej = 1,2,..., N, € uma fun¢do continua em RV, para i =
1,2,..., M, temos que a transformacdo linear f : RV — RM definida por
flz1, 29, ... xn) = (fi(z1, 2o, .. xN), folT1, Ty ooy xN), - o far(T1, Ty -y 2)

é continua em RY.
Sabemos do célculo diferencial que as fungdes elementares (trigonométricas, polinomiais,

racionais, logaritmicas, inversas trigonométricas) sao continuas em seus dominios.
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senz?® coswy?\ | , 5 . _
, é continua em R* pois cada fungdo

exty exty

Exemplo 2.23. A funcdo f(x,y) = <
coordenada é continua em R>.

senx? cos 1>

De fato, fi(w,y) = —- e folz,y) = —7
quocientes de fung¢do continuas € e*™¥ > () para todo (z,y) € R N

sdo continuas, pois sdo definidas como

Com relacdo a continuidade, podemos enunciar ainda os seguintes resultados:

Teorema 2.24. Considere f : A C RY — RM e g: B c RM — RY continuas de tal modo

que g o f esteja definida. Entao, (g o f)(z) = g(f(x)) é continua em RY,

Teorema 2.25. Considere f,g: A C RY — RM funcées continuas e X € R. Entdo,

1. (f +9)(x) = f(z) + g(z) € continua;

2. (Af)(z) = Af(z) é continua.

As demonstracdes dos dois teoremas acima podem ser observadas num texto de calculo
avangado, por exemplo, [5], capitulo 1, paginas 25 e 26.

A préxima definicdo diz respeito a um tipo de fungdo classificada como aplicacdo Lips-
chitziana. Sua importancia aqui vem do fato de que delas oriunda-se um caso particular de
aplicacdes denominadas de contragdo, que € uma das hipoteses que consideraremos para de-

monstrar o Teorema do Ponto Fixo de Banach na secdo 2.6.

Defini¢io 2.26. Uma aplicagio f : X C RY — RM ¢ dita Lipschitziana se existe k > 0 tal
que, para quaisquer v,y € X, tem-se || f(z) — f(y)|| < kl|z — y]|.

Toda aplicagdo Lipschitziana é continua. Com efeito, sendo f uma aplicacdo lipschitziana,

existe uma constante k£ > 0 tal que

1f(2) = FW)ll < Ellz =yl

Assim, dado € > 0, tomando § = % > () temos que

£

= yll < 8= I1f(@) = F)l < Ko —yll < k6 = k=

=¢.
Portanto, f é continua. O

Defini¢do 2.27. Seja f : X C RY — Y C RM™. Uma contracédo f : X — Y é uma aplicacdo

Lipschitziana com 0 < k < 1, tal que, para quaisquer 1,12 € X

1f (1) = fxa)l] < Klfzy — 2]l
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Dizemos que k € uma constante de contragdo de f. Quando Y = X, dizemos que f € uma
contracdo de f.

Na secdo 2.6 veremos novamente contracao, sua versao definida em espacos métricos.

Exemplo 2.28. Considere a fungcdo f : R — R dada por f(x) = Acos(x), onde 0 < X < 1.

Vejamos que essa funcdo é uma contragdo.
Primeiramente, relembremos a seguinte versao do Teorema do Valor Médio.

Teorema 2.29. Seja f uma funcdo continua num intervalo fechado |a,b] e derivdvel no inter-

valo aberto (a,b). Entdo, existe um real c € (a,b) tal que

fb) = f(a)

O

ou, de maneira equivalente,
f() = fla) = ['(c)(b— a).

Agora, voltemos ao exemplo. Dados = < y, segue do Teorema do Valor Médio que cos(z) —
cos(y) = f'(t)(x —y) paraalgum ¢t € (z,y). Entdo, | cos(z) — cos(y)| = | —sen(t)| - |z —y| <
|z — yl, pois | — sen(t)| < 1,Vt € R. A partir disso, basta verificarmos que

[f(2) = f(y)] = [Acos(z) — Acos(y)| = Al cos(z) — cos(y)| < Alz —y

)

comprovando, de fato, que f é uma contracao. [

2.4 Funcoes Diferenciaveis

Uma das técnicas do caculo € a nocao de aproximagao de uma funcao por uma func¢do afim.
Nesta secdo, vamos introduzir brevemente a ideia de funcao afim para fungdes vetoriais, bem
como apresentar uma das defini¢des mais importantes deste trabalho, a saber: diferenciabilidade
de uma fungdo. Serd propdsito também desta secdo mostrar que a derivada de uma funcdo

vetorial € uma matriz denominada matriz jocobiana.

Definicio 2.30. Seja g : RN — RM. A funcdo g é afim se existe uma transformacdo linear

T : RN — RM e um ponto b € RM tal que, para todo x € RY, tem-se
g(x) =T(x) +b.

Exemplo 2.31. Considere g : R® — R? a fungdo definida por

g(x,y,2) = (x4+2y+1,3z—2z+4,2+ 2y + 32)
= (v +2y,3x—z,x+2y+32)+(1,4,0).
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Observe que g é uma fungdo afim de R® — R3, onde T'(z, v, 2) = (v+2y, 3v—2, v+2y+32)
¢ a transformacdo linear e b = (1,4,0). Note também que g pode ser representada na forma

matricial

T 1 2 0 T 1
g y =13 0 -1 y |+
1 2 3

No cédculo de uma varidvel, a fun¢do afim tem a forma f(x) = ax + b em que a parte linear
é T'(x) = ax e [a]1x; é a matriz que representa a transformagio linear.

Sabemos que, se f ¢ uma funcdo de uma varidvel e derivavel (ou diferencidvel) em x(, entdo
f pode ser aproximada numa vizinhanga de z, por uma funggo afim g(z) = ax + b de modo

que se tenha para x = x, exatamente f(x¢) = g(xg). Como g(z) = axy + b, obtemos

9(z) — f(wo) = ax — axo = g(x) = a(x — xo) + f(20).
Note que a parte linear de g(z) € a expressdo az. Nos pontos suficientemente préximos de x,

temos

0= tim LE@L _ p F@ =g@) @) = flwo) —alw = o)l

T—T0 ’x — J;O|  z—wo |x — x0| T—T0 ’x — $0‘

9

onde E(x) = f(x) — g(z) é o erro que se comete quando aproximamos f(z) por ¢g(x) numa
vizinhanca de z.
A ultima expressao da igualdade acima € equivalente a
lim f(@) = fzo) _ a 2.1)

T—x0 xTr — ,’L‘O
O ndmero real a é denotado por f’(z() e denominado derivada de f em (. A fungdo afim

g, entdo, pode ser reescrita como

g(x) = f(wo) + f'(z0)(x — 0)

cujo gréfico € a reta tangente ao grafico de f no ponto (zo, f(xg)).
Assim, diferenciar uma fun¢do f de uma varidvel em = = x( é equivalente a achar um
nimero m = m(zy) tal que

lim |f(z) = f(x0) — m(x — x0)]

o |z — x|

= 0.

E interessante observar que, no cdlculo de uma varidvel de uma fungao real, a derivada tem
sido vista como um nimero em vez de uma transformagdo linear. Isso porque a matriz [al; 1

que compoe a parte linear da func¢do afim representa a tranformacao linear e pode ser colocada
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Figura 2.8: Reta tangente

j y = fxo) + f (o) (x — x0)

g O f(x)
f(xg) s /

v

X0

Fonte: Arquivo pessoal.

em correspondéncia com um numero real. Isto quer dizer que podemos pensar na derivada
como uma aplicacdo linear e nio como um nimero. E isso que vamos fazer agora.

Para estender a definicdo de derivada de uma fungdo real no caso geral, sdo essenciais
algumas adaptacdes. Para tanto, considere f : (a,b) — R uma funcdo diferencidvel em
r = xy € (a,b), onde (a,b) € um intervalo aberto. Definimos, inicialmente, uma transformagao
linear 7' : R — R colocando T'(x) = f'(x¢)-x, e escrevemos E(x) = f(x)— f(xo) =T (x—1x0).
Entao,

b JE@L _ o 1F @) = fw) = T = o)

T—To |:L'—{L‘O| —x—m’o |CC'—[E0|

= 0.

Fazendo x — xy = h, esta relacdo pode ser reescrita como

lim |f(zo +h) — f(xo) —T(h)|

hs0 1| =0

Essa igualdade é usualmente interpretada da seguinte maneira: para pequenos valores de h,
o acréscimo f(xg + h) — f(zo) é, aproximadamente, uma aplicagdo linear de h.

Agora, vamos generalizar a ideia de aproximar uma funcio f : X C RY — RM numa
vizinhanca de um ponto z de seu dominio por uma funcéo afim g : RY — R™ para formular
o conceito de diferenciabilidade para funcdes vetoriais.

Empregando o raciocinio utilizado para conceituar diferenciabilidade de fungdes reais de
uma varidvel, devemos ter, inicialmente, numa vizinhanga de xg, f(x¢) = g(zo). Como g(z) =

T(x)+be f(xg) = g(xg) = T(x0) + b, temos

g(x) = f(wo) = T(x) = T(w0) = g(x) = T(x) = T(x0) + f(0).
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Como 7'(x) € linear, segue que

g(x) =T(x = x0) + f(o).

Como fizemos para fungdes reais de varidvel real, é natural impormos a condi¢do de que
lim (f(z) — g(z)) = 0, pois queremos aproximar f pela fun¢do g numa vizinhanca de .
f’;rﬁ) tanto, é necessdrio garantir que f é continua no ponto z,. De fato, como T'(x) é continua
(consequéncia do Teorema 2.22) para todo x € R”, tem-se

lim T'(z — z9) =T(0) = 0.

T—T0

Portanto,

lim (f(z) — g(z)) = lim (f(z) — f(zo) — T'(x — x0)) = lim (f(z) — f(x0)).

T—T0 T—rT0 T—rT0

lim f(z) = f(zo).

T—TQ
No caso de dimensdo 1, exigimos que (f(x) — g(x)) tendesse a zero mais rapido do que x
tendesse a x, ou seja,

lim |f(z) = f(z0) — alz — x0)|

T—T0 |x — x0|

=0,

em que a = f'(x).

E natural que facamos o mesmo para fungdes vetoriais. Assim, exigeremos que

1/ () = f(xo) = T — o)l

lim =0.
= o — ol

Noutros termos,
Lo W@+ h) = flao) = T _

h—0 IRl

Podemos, entdo, formular a seguinte definicao:

Definicao 2.32. Uma funcdo f : X C RY — RM, com X aberto, serd denominada dife-
rencidvel em xoy € X, se existe uma funcdo afim que aproxima f numa vizinhanca de x, isto €,
existe uma fungdo linear T : RN — RM tal que:

S0+ 1) = flzo) = T(h)]]

o T

= 0. (2.2)

Ou, equivalentemente

f(xo+h) — f(xo) = T(h) + E(h), (2.3)
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onde

ClEm

h—0 HhH
Exemplo 2.33. Seja [ : (a,b) — R, dada por f(x) = x*. Se xy € (a,b) sabemos que
f'(z0) = 3x0% Se T(h) = f'(xo)h = 3x¢?h, podemos verificar diretamente que a defini¢do de

derivada é satisfeita.

Com efeito,
lim |f(zo +h) — f(xo) — T(h)| ~ lim (o + h)* — 20* — 3x0?h| _
h—0 |h| h—0 |h|
— lim |Z’03 + 3.1'02h + 3$0h2 —+ h3 — .ﬁEog — 3$02h‘ — lim ‘3[[’0}1,2 -+ h3| _
h—0 |h| h—0 |h|
h 2h + h?
iy |PERCRA DT 3zo2h + h? = 0.
h—0 h h—0

O]
A fungdo linear 7' é denominada derivada de f e escrevemos T" = f'(xy). Dizemos sim-

plesmente que a fungdo f € diferencidvel se ela for diferencidvel em todo ponto de seu dominio.

Teorema 2.34. Sejam X um conjunto aberto e f : X C RY — RM. Se f é diferencidvel em

xo € X, entdo [ é continua em x.

Demonstracao: Desde que xyp € X e como X € um conjunto aberto, existe 6 > 0 tal que

zo + h € X paratodo h € RY com ||h| < 6. Dai,
1f (zo + 1) = f(zo)ll = 1f (o +h) = f(z0) = f'(zo)h + f'(wo) ]| <
< |[f (o + h) = f(xo) = f'(wo)hll + [Lf (o) hl| < [[f (w0 + h) = f(x0) — f'(xo) [l + C]lR]|

onde C = || f'(z0)]].
Pela diferenciabilidade de f em xy, dado ¢y > 0, seja dy > 0 tal que 0 < J§y < 9, entdo

1/ (2o + ) = (o) — (o)
il

1Al < o = < &9

Assim,
1/ (w0 + h) = f (o) = ['(wo) || < eol[R]
Somando C'||h|| em ambos os lados da desigualdade temos

1/ (o + 1) = f (o) — f'(xo) bl + ClIAll < (0 + C)|A]



CAPITULO 2. ALGUNS CONCEITOS DA ANALISE NO RY 28

Mas sabemos que,

1f (2o + 1) = fwo) | < [f(x0 +h) = flzo) = f'(xo)h]l + CIAl]
Portanto, existe o, > 0 tal que

Vh, ||hl] < 80 = [If(xo + 1) = f(x0) = f'(z0)hll < (20 + C)|[R]l

o que implica a continuidade de f em z. 0

Vamos agora caracterizar a aplicacio linear 7' da Defini¢do 2.32. Para tanto, € mister de-
finir o conceito de derivada direcional. Como o préprio nome designa, a derivada direcional
nada mais € que a derivada numa determinada dire¢cdo. Com essa defini¢do e resultados dela

decorrentes, podemos estabelecer de maneira mais prética a continuidade de uma funcao.

Definicdo 2.35. Sejam X C RY aberto, f : X — RM uma fungdo, vy € X e v um vetor

o . o , 0
unitdrio em RY. A derivada direcional de f no ponto x e na direcdo v, denotada por —f(xo),

ov

é definida como:

se o limite existe.

A derivada direcional € a generalizagcdo natural das derivadas parciais. De fato, se v = ¢; =
(0,0,...,1,...,0) (onde 1 <i < n,)entdo, a derivada direcional de f em z( na direcao de v é
a i-ésima derivada parcial de f em relacdo a x;:

0 i) —
ai. (z0) = P_r)% f (o + tet) f (o)

b

quando tal limite existe.
O Teorema a seguir diz que a existéncia de derivada para uma funcio f implica a existéncia
das derivadas direcionais de f em qualquer dire¢do. A reciproca desse resultado nem sempre é

verdadeira, como se pode ver no seguinte exemplo:
Ty

2 .2 5S¢ (fL’, y)
Exemplo 2.36. A funcdo f : R — R dada por f(z,y) = { **+¥°
0, se(x,y)=1(0,0)

N
~~
(=

o
S~—

admite derivadas parciais em (0, 0), mas ndo é derivdvel neste ponto.

De fato,

af 1 f(ZL’,O)—f(0,0)_
%«)’0) _}:13(1) x =0
91 0,0) = 1y L0V = SO0 _

dy y—0 x
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Embora f possua derivadas parciais em (0, 0), f ndo é continua neste ponto, pois lir% f(t,0)=0
%

1 . >
e ling f(t,t) = 3" Como f ndo é continuaem (0, 0), entdo f ndo é diferenciavel neste ponto. [
—
O exemplo anterior mostra que, se desejarmos garantir algo melhor, como continuidade por

exemplo, devemos exigir algo mais que simplesmente a existéncia de derivadas parciais.

Teorema 2.37. Se f ¢ diferencidvel em x = x, entdo a derivada direcional de f neste ponto
existe qualquer que seja a direcdo tomada. Em particular, existem todas as derivadas parciais

de f neste ponto.

Demonstracao: Veja [6], paginas 244 e 245. [

De modo geral, uma aplicagcdo f : X C RN — RM diferencidvel, tem como derivada
uma matriz da forma M x N, mesmo para fungdes de uma unica varidvel, cuja matriz € do tipo
1x 1. Tal matriz é denominada matriz jocobiana. Assim, o que precisamos fazer € determinar os
coeficientes (a;;) dessa matriz. Veremos a seguir que esses coeficientes podem ser determinados
em termos das derivadas parciais de f.

Da Algebra Linear (veja [2], capitulo 5), sabemos que a transformagdo linear 7 : RY — RM
pode ser representada por uma matriz M x N. Assim, para determinar a matriz f'(z), que é
a derivada de f em zo, em que f : X C RY — RM ¢ uma fungio diferencidvel em 2y € X
tomamos os vetores da base candnica {ey, s, -+ , ey} do espago RY. Como zy € um ponto

interior do dominio de f, os pontos
l’o—i-te]',j = 1,2,"' 7]\/v

para t suficientemente pequeno, x( + te; estdo todos no dominio de f. Da Defini¢do 2.32,
tem-se
G tey) = £ o) = (o) (0 + te;) = m)l|

=0 e

iy I (0 + teg) — [(w0) = ['(wo) (tey)|

=0 lIte; |

=0 (2.4)

paraj =1,2,..., N.

Como f’(x¢) € linear, tem-se

f'(@o)(te;) = tf (wo)(e).
Dai, o limite (2.4) fica

lim 1/ (o + te;) — flxo) — tf (o) (e;)]] = lim

t—0 ||tej || t—0

fwo +teg) — flwo)
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o qual resulta, finalmente, em

lim [z +te;) — f(wo)
t—0 t

= f'(z0)(e5) (2.5)

paraj =1,2,--- , N.

Note que f’(zo)(e;) € a j-ésima coluna da matriz f'(x),

- - 0 - -
ap 0 Q1 v AIN . ayj
a21 DT a2 . DY a2N : a2 .
o)) = | ; Sl =
apr - Qpmy ot QMN 0 Qg

Observe o primeiro membro da equagdo (2.5). O ponto z( + te; difere de xy apenas na j-

ésima coordenada, e esta diferenga € justamente o vetor te;, de comprimento ¢. Portanto, esta

) . . . of

expressdo ¢ precisamente a derivada parcial de f em relacdo a x; no ponto x, isto é, ——(zo).
! ox;
J

De fato, se fi, fo, -+, far s@o as fungdes coordenadas de f, entdo

i f (@0 +tej) = flwo) - _ (hmfl(l‘oﬂej)—fl(fffo)’,__Jime(ﬂCoth@j)—fM(xo))
t—0 t t—0 t t—0 t
(52w P )
0
- Srw)

Dessas consideragdes, obtemos a seguinte igualdade entre vetores:

) | =@,

Dai,

df1 B
8—%( 0) = ay
af.

8_3:?(%) = Qg
of

8.77]]\4( 0) = aMJ

comj=1,2,--- N.

Assim, temos que a matriz de f'(x() tem a forma
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Esse resultado que acabamos de mostrar pode ser resumido no seguinte teorema:

Teorema 2.38. Sejam X um aberto, f : X C RN — RM uma funcdo diferencidvel e xy, € X.

Entdo, a derivada f'(x¢) é univocamente determinada, e a sua matriz é dada por f'(xq)

0fi
&xj

(1), 1<i<Mel<j<N

[ 0 0 0
Dw) L) o )
0 0 0
L) Ly o Ly
0 0 0

NORYN

31

Vejamos um exemplo onde determinaremos a matriz que representa a transformacgao linear

da Defini¢do 2.32 e, em seguida, mostraremos que a funcdo é diferencidvel no ponto dado

usando a defini¢do.

Exemplo 2.39. Seja f : R® — R? definida por f(x,y,2) = (z* + y?, 2z + 3yz). Pede-se para

encontrar a derivada de f no ponto xo = (1,0, 2).

As fungdes coordenadas de f sdo fi(x,y, z) = 22 + y* e fo(x,y, 2) = 22 + 3yz, e a matriz

jocobianada em (z,y, z) é dada por:

O 9h ofy

ox oy

dfa dfa dfa

ox oy

—($,y,z) _(xayv Z) %(Jf,y,Z)

—(I,y,Z) _(x7y7 Z) %(I,ZJ,Z)

Portanto, a derivada de f em (1,0, 2) é a fung@o linear cuja matriz é

, [20
f@um_[26

A transformacao linear, portanto, existe e € dada por

200]

ﬂ%%@=[260

)

22 2y O
2 3z 3y
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Usando a Defini¢ao 2.32 e tomando h = (hy, hs, h3), temos

h
F(1thy, h2,2+h3)—(1,2)—[ z 2 8 ] h,
1 £((1,0,24h)—f(1,0,2)-T(h)|| hs

17| T
1
= m” (1 + h1)?+ h3,2(1 + hy) + 3ha(2 + h3)) — (1,2) — (2hy, 2hy + 6hs)||

1 1
= — h2+h2,3h h ==
gl ey 3haha)ll = e

(h? + h2 + |3hihs))

_ hi N s 3| | s
|ha| + [ho| 4 |hs| — |ha| + ho| + R3] [ha] + [ho| + |Rs]

_ a7 Y 3|hal|hs]
|ha| + [ho| 4 |hs| — |ho| + ho| + R3] [ha] + [ho| + |Rs]

< |h1| + |he| + 3|hs]-

1/((1,0,2) +h) — f(1,0,2) = T(h)]|
17l

Logo, quando h — 0, — 0 mostrando que f é dife-

rencidvel em (1,0, 2).

2.5 Regra da Cadeia

A regra da cadeia é um valioso resultado do cédlculo que consiste num método de derivar
funcdes compostas. Do célculo de funcdes de uma varidvel, dados f e g duas fungdes, cujo
conjunto imagem de f estd contido no dominio de g, podemos formar a funcdo composta g o f

aplicando primeiro f e depois g. Assim,

gof=g(f(z))

para todo z tal que x esteja no dominio de f e f(z) esteja no dominio de g. Se supormos que
f é diferenciavel em x e g em f(x), a derivada dessa fung¢do, segundo a regra da cadeia, ¢ dada

por:

lg(f(@))]" = g'(f (@) f'(x).

Vamos, agora, generalizar tal resultado para fun¢des onde o dominio e a imagem extendem-

se para qualquer dimensdo. Para determinar a derivada de go f em termos das derivadas parciais
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de f e g, considere f : RY — RM diferencidvel em zg e g : RM — RY diferencidvel em f(xg).
Entdo, f’'(z() é uma matriz do tipo M x N e ¢'(f(zo)) é uma matriz do tipo P x M. O produto
g (f(z0))f'(xo) estd definido e consiste numa matriz P x N. A regra da cadeia estabelece que

a derivada de g o f é a matriz proveniente desse produto.

Teorema 2.40. (Regra da Cadeia) Sejam f : X — RM uma aplicacdo diferencidvel no ponto
v € Xeg:Y — RF uma aplicagdo diferencidvel no ponto f(x) € Y, onde supomos que
X c RN e Y c RM sdo abertos, com f(X) C Y. Entdo, a composta go f : X — RF ¢

diferencidvel no ponto x, e vale a regra:

l9(f (@) = g'(f(2)) [ (x)
onde o produto acima é o produto das matrizes g' e f' nos pontos f(x) e x, respectivamente.

A demonstracdo deste resultado pode ser encontrada, por exemplo, em [5], capitulo 35,

pagina 265.

Exemplo 2.41. Sejam f(z,y) = (3zy + 2°,2% + ¢*) e g(u,v) = (w,u — v). Calcular
[9(f (L, 3))]"

Pela regra da cadeia,

l9(f(1,3))] = ¢'(f(1,3))f'(1,3).

Temos que
2 L 32 2
v u — xr —T
g'(u,v) = [ ] e fl(zy) = | 3 3
I -1 2x 2y
Como f(1,3) = (3, 10), segue que
10 3 2
g'(3, 10) = [ ] e f’(1,3) = 3
—1 2 6
Logo,
74
9 56 —
10 03 5 = 3
[9(f(1,3))] = 3| =
I -1 2 6 ; —16



CAPITULO 2. ALGUNS CONCEITOS DA ANALISE NO RY 34
2.6 Teorema do Ponto Fixo de Banach

Existem varios teoremas sobre o ponto fixo. O que vamos precisar aqui € o teorema do
ponto fixo de Banach ou o principio da contragdo. Mas o que € um ponto fixo? Um ponto fixo
¢ um ponto que ndo € alterado por uma aplica¢do. Por exemplo, a aplicagdao f : R — R dada

por f(z) = x? possui exatamente dois pontos fixos, a saber z = 0 e z = 1. De fato,
flx)=zer*=z&zr—1)=0&xr=00uzx=1.

E ficil ver que na aplicagdo identidade 1 d(xz) = x todos os pontos do dominio sdo pontos
fixos. Antes de enunciarmos o teorema para o caso geral, vejamos o significado geométrico do
ponto fixo.

Como observamos antes, a aplicacdo identidade possui pontos fixos em toda reta, se con-
siderarmos no mesmo grafico a aplicacdo identidade e uma outra aplicacdo de R em R por

exemplo, obtemos a seguinte figura:

Figura 2.9: Ponto fixo

k4

Fonte: Arquivo pessoal.
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Assim, geometricamente falando, os pontos fixos de uma fungdo f sdo os pontos do seu
grafico que interceptam o grafico da aplicagdo identidade.

Podemos pensar nos pontos fixos como um ponto de equilibrio em uma certa situagdo. Por
exemplo, em Economia, um Equilibrio de Nash de um jogo € um ponto onde nio hd perda e

nem ganhos.

Definicao 2.42. Seja V' um conjunto qualquer. Um ponto fixo de uma aplicagdo f :' V — V é
um ponto x € V tal que f(x) = x.

Nesse momento, serd util falar um pouco mais sobre espagos métricos, cuja defini¢do foi
dada na secdo 2.1 (veja Defini¢do 2.4). Vamos apresentar algumas de suas caracteristicas que
serdo importantes para introduzir o Teorema do Ponto Fixo de Banach. Como veremos, um
espaco métrico pode provir de um espaco vetorial normado, ou seja, qualquer espago vetorial

normado € um espago métrico, bastando, para isso, definir a norma

lz = yll = d(z, y).

Do ponto de vista da exposicdo do contetddo, isso € 6timo, porquanto ja vimos espagos
normados, bem como suas propriedades nas se¢oes 2.1 e 2.2, respectivamente. Dai, serd mais
facil para o leitor compreender os novos conceitos explanados aqui. Podemos, entdo, ser mais
breves e diretos ndo necessitando muitas vezes de exemplo.

No exemplo que segue, mostramos que a reta dos nimeros reais € um espaco métrico. Mais

adiante, faremos alusdo a ele.

Exemplo 2.43. Considere M = R o conjuntos dos niimeros reais e a funcdo d : M x M — R

definida por
Usando as propriedades de modulo de um niimero real, segue que d é uma métrica sobre R.

De fato, sejam x,y, z € R quaisquer. Se = = y, é imediato que |x — y| = 0, o que implica
em d(z,y) = 0. Além disso, se = # y, temos x — y # 0 0 que implica em |z — y| > 0, ou seja,

que d(z,y) > 0. Também, temos que
d(a,y) = v —yl == (z —y)| = |y — z[ = d(y, z)
Por fim, temos que

v —zl=|x—y) +(y—2)| < |z —y|+|y— 2|
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Logo, d(z, z) < d(z,y) + d(y, z). Portanto, d € uma métrica a qual ¢ chamada de métrica usal
de R. ]

Considere (M, d) e (N, d) espagos métricos. Diz-se que a aplica¢do f : M — N é continua
no ponto a € M quando, para todo € > 0 dado, € possivel obter § > 0 tal que

Ve e M,d(z,a) <d=d(f(x), f(a)) <e.

Diz-se que f : M — N é continua quando ela é continua em todos os pontos a € M.
Seja também (M, d) um espago métrico. Diz-se que a fungdo f : M — M é uma contragdo

se existir uma constante 0 < k < 1 tal que
Vay, xo € M, d(f(x1), f(22)) < kd(zq, x2).

Uma sequéncia num conjunto M ¢é uma funcdo x : N — M, definida no conjunto N
dos nimeros naturais e tomando valores no conjunto M. O valor x(n), para n € N, serd
denotado por (z,) e a notagdo {x,;n € N} usaremos para representar o conjunto dos termos
da sequéncia.

Uma subsequéncia de (x,,) é uma restri¢do da aplicagdo z : N — M a um subconjunto
infinito & = {ny,na, ..., ng, ... \ny <ng <...<ng <...}deNaqual denotamos por (z,, ).

Uma sequéncia (z,) no espago métrico M chama-se limitada quando o conjunto de seus
termos € limitado, isto é, quando existe k > 0 tal que d(x,,,x,) < k, para quaisquer m,n € N.

Seja (x,,) uma sequéncia num espago métrico M. Diz-se que o ponto a € M € o limite da
sequéncia (z,,), denotado por @ = lim z,,, quando, para todo nimero ¢ > 0 dado arbitraria-
mente, pode-se obeter ng € N tal que n > ng = d(x,,a) < €.

Quando existe ¢ = limx,,a € M, dizemos que a sequéncia x, € convergente em M e

converge paraa € M.

Proposicao 2.44. Seja (M, d) um espaco métrico. Se uma sequéncia (x,) de pontos de M

converge para a, entdo toda subsequéncia de (x,,) também converge para a.

Demonstracao: Sejam (x,,, ) uma subsequéncia de x,, e € > 0 dado. Como lim z,, = a, existe
no € N tal que para todo n > ny = d(x,,a) < . Como o conjunto de indices da subsequéncia
{ni1,n9,...,ng, ...} éinfinito, existe kq tal que ny, > ng. Para k > ko temos ny, > ng, > ny e,
assim, d(z,,,a) < €. Logo, x,, converge para a. O

Uma sequéncia (z,,) em um espago métrico M chama-se uma sequéncia de Cauchy quando
qualquer que seja € > 0, € possivel encontrar ng € N tal que, escolhidos quaisquer dois indices
a partir de ng, digamos n e m, teremos d(x,,, x,,) < €.

Uma forma equivalente de mostrar que uma sequéncia, nas mesmas condigdes acima, €
de Cauchy € escrevermos o indice m = n + p,p € N e mostrarmos que nh_}rg) d(zp, Tpip) =
0. Isso significa que quando os termos de uma sequéncia se aproximam de um ponto fixado,

necessariamente aproximam-se uns dos outros.
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Proposicao 2.45. Num espago métrico (M, d) toda sequéncia de Cauchy é limitada.

Demonstracao: Seja (r,) uma sequéncia de Cauchy em M. Tome ¢ = 1. Para este ¢ existe
no € Ntal que d(z,,z,) < 1,Yn,m > ny . Assim, o conjunto A = {x,,, Tpyt1,...} €
limitado e tem seu didmetro menor do que 1. Seja B = {x1,z9,...,2,,_1}. Como B é finito,

B é limitado. Logo, {z1, %2, ..., 2, ...} = AU B é limitado. O

Proposicao 2.46. (Unicidade do limite) Uma sequéncia num espaco métrico (M, d) ndo pode

convergir para dois limites diferentes.

Demonstracdo: Seja x,, uma sequéncia convergente em M. Suponhamos que limz,, = a e
limz, = b, coma # b. Como limz, = a entdo dado £ > 0 existe n; tal que n > n; =
d(x,,a) < e. Como limz, = bentdo dado ¢ > 0 existe ny tal que n > ny = d(z,,b) < e.

d(a,b)
2

d(zp,a) + d(x,,b) < ¢ +¢e = d(a,b). O que é absurdo. Portanto, a = b, ou seja, lim x,,

Em particular, para ¢ = , tomando ny =max{ni,ns} temos que Vn > ng,d(a,b) <
é

dnico. O]

Definicao 2.47. Diz-se que um espaco métrico M é completo quando toda sequéncia de Cauchy

em M é convergente.
Exemplo 2.48. A reta é um espagco métrico completo.

De fato, j4 mostramos no Exemplo 2.43 que R é um espaco métrico. Mostremos agora que
R é completo. Para isto, considere (z) uma sequéncia de Cauchy em R e, para cada k € N,

considere

Xk = {$k, Lkt - - }

Note que X; D X5... D X D ... e, como toda sequéncia de Cauchy € limitada, temos que os
conjuntos X} sdo limitados e, assim, possuem infimo e supremo. Definamos a; = inf X, k =
1,2,.... Como X; D Xy D ... D X D ..., segue das propriedades de infimo (ver Lema 4.2
no Capitulo 4) que

inf X <inf Xpo <...<infX,<..,

ouseja, a1 < ag < ... < ap < .... Sendo X, limitado por b = sup X;, Vk € N, temos que
inf X < b. Portanto, a; < as < ... < a; < ... <b=supX;. Isto mostra que (a;) é uma
sequéncia mondtona e limitada de ndmeros reais e, assim, (a) é convergente (ver Proposi¢do
4.3 no Capitulo 4). Portanto, existe a € R tal que lim a;, = a. A partir deste ponto, deixamos ao
leitor a tarefa de mostrar que a existe uma subsequéncia de (z) que converge para a. Invocamos
o Teorema 4.4 no Capitulo 4 para concluir que, de fato, a sequéncia (xy) é convergente. Isso

mostra que R é um espaco métrico completo. 0
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O exemplo a seguir €, provavelmente, o exemplo mais importante para este trabalho, tendo
em vista o seu elo na formacgao da corrente de argumentos 16gicos que provam a veracidade do

Teorema da Funcgao Inversa.
Exemplo 2.49. A bola fechada no espaco R é um espaco métrico completo.

Com efeito, seja a bola fechada Bla;r] C RY com centro em a raio 7 > 0. Pelo Exemplo
2.18, a Bla;r| € um conjunto fechado. Tomemos em B[a; 7] uma sequéncia de Cauchy (z,).
Para mostrar que Bla;r| é um espago métrico completo, devemos mostrar que limx,, = b €
Bla; r] para algum b. Note que (z,,) € uma sequéncia de Cauchy contida em RY. Ora, RY ¢
um espago métrico completo, pois € o produto cartesiano de /V fatores iguais a R, onde R € um
espaco métrico completo (veja Exemplo 2.48). Assim, existe b € R" tal que lim x,, = b. Pela

observagdo ap6s a Defini¢do 2.17, segue que b € Bla; ). O

Teorema 2.50. (Teorema do ponto fixo de Banach) Considere (M, d) um espago métrico com-

pleto e uma contragdo f : M — M. Entdo, f possui um tinico ponto fixo.

Demonstracao: Sejam x( € M e a sequéncia (z,,) em M definida por z,.1 = f(z,), ou seja,

r1 = f(xo), 22 = f(21),...,2n41 = f(z,). Como f é uma contragdo,

d(l’l, l’g) = d(f(Io), f(.Tl)) < kd([ﬁo, Il) = d(l’l,.IQ) < kd(l‘o, Il)

d(l’g,l’g) = d(f(l’l),f(l’g)) S kd(l’l,l’g) S k2d($0,$1) = d(l’g,l’g) S de(l'o,iIZ'l).

Continuando o processo, usando um argumento indutivo, chegamos a conclusdo que d(x,,, T, 11) <
k"d(xo, z1). Queremos mostrar que (x,,) é uma sequéncia de Cauchy. Da Desigualdade Trian-

gular, tem-se

d(xm xn-i—p) S d(xnu In+1> + d<$n+17 an+2) + e+ d<$n+p—lu xn-‘rp)‘ (26)

Por outro lado,

d(xp, Tpat) k"d(xo, z1)

d(xn+17 xn+2) < kn+1d(x07$1>

IN

ATrsp 1, Tnyp) = K77 (3o, 21).

Somando membro a membro as desigualdades e usando a distributividade da multiplicacdo,

temos
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d(ﬂfn, xn-l—l) + d<xn+la xn+2) +---+ d(xn—i-p—la xn-l—p) S
(kn + kn-l—l + -+ kn—'_p_l)d(l'o, Il) = k'n(l +k+---+ kp_l)d(xo, 1'1).

Mas, observe que, (1 + & + - - - + kP~1) é a soma dos termos de uma progressdo geométrica de

razdo k e, lembrando que essa soma é dada pela expressao 7 onde R € razdo da progressao,

temos que (1 +k +--- + kP71) = % e, assim,

n

—k

A(Tp, Tntp) < . d(xg,x1).

Tomando o limite quando n — oo, chegamos a

: . k"
S i) = Ji (o)

n

S ) = dan ) Jiy 7

Como 0 < k < 1, k™ — 0. Portanto, vale

i K
1m
n—oo 1 — k

= 0’
ou seja,

lim d(zp, zpyp) =0,
n—oo

donde concluimos que, de fato, a sequéncia (z,) é de Cauchy em M. Como M é um espaco
métrico completo, (x,) converge em ). Admitamos que (x,,) convirja para o ponto a € M.

Assim, tomando o limite na equagio x,,1 = f(z,), teremos
lim z,.1 = lim f(x,).
n—oo n—oo

Como lim z,, = a, e, como a aplicacdo f é continua, usando propriedade de limites em espagos

n—oo
métricos (ver Proposicdo 4.5 no Capitulo 4), obtemos que

lim f(z,) = f (lim @) = f(a).

n—o0

Como lim z, = lim z,,; = lim f(z,) = a, temos a igualdade desejada
n—oo n—oo n—oo

f(a) = a.

Assim, provamos a existéncia do ponto fixo. Agora, provemos a unicidade. Sejam a e b em V'

tais que f(a) = ae f(b) = b. Tem-se

d(a,b) = (f(a), f(b)) < kd(a,b).
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Isso leva a desigualdade
d(a,b) < kd(a,b) = d(a,b) — kd(a,b) <0 = (1 — k)d(a,b) < 0.

Como k < 1, entdo 1 — k > 0, donde concluimos que d(a,b) < 0. Como d(a, b) é um niimero
real ndo negativo, segue que d(a,b) = 0, e isso s6 ocorre se, e somente se, a = b. Assim, f s6

possui um Unico ponto fixo, o que completa a demonstragdao do teorema. [

Exemplo 2.51. Considere a fungdo f : R — R dada por f(x) = Acos(x), onde 0 < X < 1
dada pelo Exemplo 2.28. Como [ é uma contracdo e R é um espaco métrico completo (veja
Exemplo 2.48), segue que f tem um tvnico ponto fixo, isto é, existe um tinico x € R tal que

Acos(z) = .



Capitulo 3
Teorema da Funcao Inversa

Neste topico, estudaremos um dos teoremas mais importantes do calculo, o Teorema da
Funcio Inversa. Abordaremos o caso geral deste teorema, isto &, para fun¢des de RY em RY.
Comecaremos relambrando o que ¢ uma funcdo inversa e exporemos mais alguns resultados

preliminares necessarios.

3.1 Regularidade e Func¢ao Inversa

Se pensarmos numa fungdo que associa a cada vetor x um vetor y da imagem de f, podemos
comegar tomando y e perguntar que vetor ou vetores x sdo levados por f em y. Para ser mais
exato, podemos perguntar se existe uma fungio que inverte a agdo de f. Se existir uma fungao

f~1 com a propriedade
f~Yy) = x se, e somente se, f(r) =y

entdo f~! é denominada fungdo inversa de f. Decorre-se que o dominio de f~! é a imagem de

f, e que aimagem de f~! é o dominio de f.

Dada uma fungio f : U C RY — RM, podemos perguntar: (1) Ela tem uma inversa? e
(2) Se tiver, quais sdo as suas propriedades? Em geral, ndo € fécil responder a estas perguntas.
Por outro lado, se f € diferencidavel num ponto x, ela pode ser aproximada numa vizinhanca
deste ponto por uma tranformagao afim A. Por esta razao, poder-se-ia conjecturar que, se o
dominio de f for restrito aos pontos préximos de z(, entdo f terd uma inversa se A tiver. Além
disso, poder-se-ia pensar que A~! ¢ a transformac@o afim que aproxima f~! numa vizinhanca
de f(zo). Exceto pelos detalhes, estas afirmagdes estdo corretas e constituem o teorema da

funcgdo inversa.

Definicao 3.1. Seja U C RY um aberto. Dizemos que f : U C RN — RM ¢ de classe C* em

afi . ,
U se as derivadas parciais P 1=1,2,...,Mej=1,2,... N existem e sdo continuas em
x .
j
U.

41



CAPITULO 3. TEOREMA DA FUNCAO INVERSA 42

Exemplo 3.2. As funcées definidas por polindmios de vdrias varidveis sdo de classe C*.

Note que a matriz jacobiana ou derivada de uma fungdo f : RY — RY vista na secio
2.4 é uma matriz quadrada e, portanto, tem determinante. Este determinante, denotado por
det f'(x), é uma funcdo real de x denominada determinante jocobiano de f. Uma das hipéteses
que consideraremos para a demonstragdo do Teorema da Fungdo Inversa € que o determinante
jacobiano em um determinado ponto seja diferente de zero.

Vamos precisar também das seguintes proposicoes:

Proposicao 3.3. Desigualdade do valor médio: Seja U uma bola aberta do RN e f : U — RY
diferencidvel tal que || f'(z)|| < M, Vx € U, entdo

1£(6) = f(@)l < M]lb = all,Va,b e U.

Proposicao 3.4. (Continuidade da aplicagdo matriz inversa) Se A € L(RN RY) é inversivel e
B € L(RN,RY) tal que | B — Al|||[A7Y]| < 1, entdo B é inversivel. Além disso, a aplicagdo

A — A~Y é continua.

A demonstragdo da Desigualdade do Valor Médio pode ser observada, por exemplo, em
[5], capitulo 5, pagina 263, e a prova da continuidade da aplicagdo matriz inversa acha-se no
Capitulo 4.

Veja também a Definicdo 4.6 de norma de uma transformacao linear, que aparece na Proposi¢cao

3.4, e suas propriedades no Teorema 4.7.

3.2 O Teorema da Funcao Inversa e sua Demonstracao

Até aqui, construimos o corpo tedrico suficiente para demonstrar o Teorema da Funcao
Inversa. O leitor deve ficar ciente de que ndo existe um dnico modo de prova-lo. O caminho
que escolhemos para isso nos permite usar uma linguagem matematica menos rebuscada. Para
ser mais didético, optamos por dividir a demonstracao em duas partes. Eis seu enunciado e sua

demonstracao.

Teorema 3.5. (Fungdo Inversa) Sejam W C RY um aberto, f : W — RY uma aplicacdo de
classe C' e a € W. Se det f'(a) # 0 e b= f(a), entdo

a) existem abertos U > aeV 3 bdo RY tal que f : U — V é bijetora.

b) f~1:V — U éde classe C.
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Demonstracao: Seja f'(a) = Ae A > 0 tal que

2M[A7Y| = 1. (3.1

Como f é de classe C, f': U — L(RY,RY) € continua e, portanto, existe § > 0 tal que

|z —al <d=|f(z)— Al <A (3.2)

Isso é o mesmo que dizer que existe uma bola aberta U de centro a e raio 6 > 0, que denotare-

mos Uy, tal que

IF'(z) — Al < A Va € Us. (3.3)

Seja y € RY um vetor qualquer e considere ¢ : U — R a funcdo definida por
dx)=x+ Ay — f(x)),Vo e U.
Note que
flz) =y & ¢(z) =
De fato, se f(x) = y, temos que
¢)=x+ A (y—y) =2+ A70) = ¢(z) =z
Reciprocamente, se ¢(z) = z, entdo
v=x+A"(y— f(x)) = 0=A"(y - f(z)) = A0) = AA™(y — f(2)) = y = f(=).

Neste ponto, transformamos nosso problema de inverter a fun¢do f em um problema de encon-

trar pontos fixos da funcio ¢. Por defini¢cao, ¢ € diferencidvel e

¢'(x) =1 — A~ f'(x) = A7A = f'(2)]

Usando o Teorema 4.7 do Capitulo 4 e tomando a norma em ambos os lados da igualdade,
tem-se por (3.1)
19/ @) = 14714 = £@) = 1A 1A = £ @)l = 5514 - F@)l < A= 5.
2\ 2\ 2

Ou seja,

1
|lo' ()| < 5> para todo z € U.
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Agora, usando a desigualdade do valor médio, concluimos que para todos =1, x5 € U

1
19(22) = Pzl < Fllzz — 2. (3.4)
Assim, para mostrar que ¢ € uma contragdo, basta provar que o dominio e o contradominio de
¢ sa0 0 mesmo conjunto.

Temos também que, pela continuidade de f, para ¢ = > 0, existe & > 0 (que vamos

4]
_ 2| A1
supor sem perda de generalidade 0 < ¢) tal que

le—all <3 = IIf(x) - fla)] < =2

2/ A=
Feito isso, seja Us a bola aberta de centro em a e raio 6 > 0. Note que a bola Us estd contida

em Us, pois § < 6, e, paraz € Usey € f(Us), isto é, y = f(xo) para algum o € Us, tem-se

o(z) —all = ll6(x) = ole) + b(a) —al
< J6(r) — 6@l + l6(a) — al
< glle—al + 147 Iy - f(@)]
o 9
< 3 52(5. 3.5)

Ou seja, ¢(z) € Us sempre que € Us. Assim, ¢ : Us — Us é uma contragdo. Ainda sem
perder a generalidade, podemos considerar Uy a bola fechada de centro a e raio § > 0, para a
qual ¢ : Us — Uj é uma contracio definida em um espaco métrico completo U s (veja Exemplo
2.49). Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe um tinico = € U tal que ¢(z) = x para
caday € f(Us). Isto é o mesmo que dizer que, se y € f(Us), existe um tnico elemento = € Us
tal que f(z) = y. Com isso, necessariamente, x € Us. Noutras palavras, f : Uy — f(Us) é
bijegdo. Agora, mostraremos que V' = f(U;) € um conjunto aberto. Seja yo € V. Temos que
mostrar que 3r > 0 tal que B(yo; ) C V. Temos que yo = f(zo), para algum z, € Us. Como
Us € um conjunto aberto (veja Exemplo 2.11), existe p > 0 tal que a bola aberta de centro z,
e raio p > 0, que denotaremos Bj(zo; p), estd contida inteiramente em Us. Sejar := \p > 0,

onde A\ > 0 esta definida em (3.1). Se ||y — yo|| < r, vamos mostrar que y € V. Temos que

_ _ _ _ P
[6(0) — @oll = [[A™ (y — vo) | < A7 Iy — woll < [A7Hlr = [[A7Y[Ap = 5"
Assim, como fizemos em (3.5), se x € B temos

[6(z) —zoll = [[¢(x) — ¢(x0) + d(z,) — 2ol
< lo(z) — ¢(@o)[| + [[¢(zo) — 2ol
< Y-zl 42
= 2 oY
< PLP_ (3.6)
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ou seja, ¢ : By — B; também é uma contragiio definida em B; que é um espago métrico
completo. Pelo Teorema do Ponto Fixo de Banach, existe um tnico ponto fixo de ¢, digamos
x. Entdo, ¢(z) = x, o que implica que existe um tinico z € B, tal que f(z) = ¥, ou seja,
y € f(By) C f(Us). Isto mostra que V é um conjunto aberto, como haviamos afirmado.
Vamos, agora, mostrar a segunda parte do teorema, isto €, que g = f~' : V — Us; é de classe
C'. Para isso, sejay € V. Como V é aberto, vamos supor que y + k € V ( onde k é um vetor

com norma suficientemente pequena). Assim, existem x € Uz e 7, € Us tais que

fx) =y e f(Th) =y +k

Escrevemos =, = x + h, onde h := ¥}, — x. Vamos mostrar que h — 0 quando & — 0. Com

efeito, pela defini¢do ¢ em y = f(x), temos

dle+h)—d(x) = (z+h)—z+ A7 [f(z) - f(z+h)]
= h—Ay—(y+k)]=h—A""k]. (3.7)

Pela desigualdade (3.4), segue que

1
Ih = AZk| = llé(e + h) = d(@)]| < 5l
que pela desigualdade triangular, implica em

1
2] = AT K] < [|A = AR < SR
ou seja,
1 1

IAT RN = S Al

assim,

L]
2
e isto mostra que h — 0 quando k£ — 0. Por (3.1) e (3.2), segue que

< [|A7YE < A&, (3.8)

1
1//(@) = AJAT < MAT = 5 < 1.
Pela Proposi¢do 3.4, temos que f’(z) € inversivel, com inversa 7. Como 2)||A~!|| = 1, por
(3.8) vale que
1 1
— <

&I Al
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Além disso,

9y +k)—gly) =Tk = g(f(x+h))—g(f(x)) - Tk
= rv+h—ax—-Tk
= h—Tk
= h=T(f(z+h)— f(z))
= —T(-T'h+ f(z+h)— f(x))
= —T(f(x+h) = f(z) = f(2)h). (3.9)

Assim, segue de (3.9) que

lgCy +F) —gly) = Tkl _ T [|f(z+R) = f(z) = f(2)h]
1&] A 7] '

Quando £k — 0, h — 0 e, portanto, o lado direito da desiguldade acima vai a zero, mostrando

que

lg(y + k) — g(y) — Tk|
%]l

quando k£ — 0. Segue da Regra da Cadeia (veja Teorema 2.40) que

floWw) =y=49@) =T=1[f(x)]"

A continuidade da funcdo ¢’ segue da igualdade

g'y) = [flgw))

e da Proposicdo 3.4 que diz que A — A~! € continua e do fato de que f e g sdo continuas. Isso

conclui a demonstracao do Teorema. [

Exemplo 3.6. Muitas vezes, em modelagem matemadtica, deseja-se encontrar solu¢cdo de um
sistema de equacoes ndo lineares. O Teorema da Fun¢do Inversa pode ser uma pode ser uma

boa ferramenta para isso. Considere, por exemplo, o seguinte sitema

3x2 +y23 =3
2t + P+ In(z) = -1 , (3.10)
r+y+22=5

e note que o ponto (x,y,z) = (1,0,2) é solugdo de (3.10). Vamos mostrar que esta é a vinica
solugdo de (3.10) localmente, isto é, existe um aberto U C R3 que contém (1,0,2) que, em U,

a unica solugdo é (1,0, 2).
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Com efeito, considere f : R® — R3 dada por f(z,y, 2) = (322 +yz3, —z* +y* +In(z), x +
y + 2%). Temos que f(1,0,2) = (3,—1,5). E possivel mostrar que f é diferencidvel. Além
disso, f € Cle

f(1,0,2)=| =3 0

Assim,
det f'(1,0,2) = 96 # 0.

Logo, pelo Teorema da Fung¢do Inversa, existem dois abertos U > (1,0,2) e V' 3 (3, —1, 5) tais
que f : U — V é uma bijec¢do. Portanto, em U, o dnico ponto cuja imagem é (3,—1,5) é o
ponto (1,0, 2).



Capitulo 4
Resultados Complementares

Neste capitulo, apresentamos os resultados complementares ao texto que dardo uma melhor
compreensao dele. Sao algumas proposi¢cdes e resultados que entremearam algumas demonstra-
coes e constituem passos imprescindiveis para a conclusdao dos mesmos. Ao nosso entender, um
capitulo a parte para esses conceitos foi necessario para encurtar o texto dessas demonstracoes,
a fim de que ndo se estendessem tanto.

: L
Para mostrar que a sequéncia z,, = — é de Cauchy em R no Exemplo 2.16, usamos a

3

Propriedade Arquimediana.

Proposicao 4.1. (Propriedade Arquimediana) Dados a,b € R e sendo a > 0, existe n € N tal
que na > .

Demonstracao: Primeiro, mostra-se que o conjunto N € ilimitado. De fato, se N for limitado,
entdo, como o conjunto R € completo pelo Exemplo 2.48, existe s = sup N. Pela defini¢ao de
supremo, s — 1 ndo é cota superior de N, existindo, assim, um natural m tal que m > s — 1.
Isto implica que o numero natural m + 1 satisfaz m + 1 > s, contrariamente ao fato de que
s = sup N. Logo, N ¢ ilimitado e, desta forma, existe um n > 9, levando a que na > b. O]

Para mostrar que a reta € um espaco métrico completo nanxemplo 2.48, usamos os trés

seguintes resultados.

Lema 4.2. Sejam A e B subconjuntos da reta limitados inferiormente. Se A C B, entdo
inf A > inf B.

Demonstracao: Deixaremos a cargo do leitor. Para sugestdo, veja [5], capitulo III, exercicio
33, pagina 92. [

Proposicao 4.3. Toda sequéncia mondtona limitada de niimeros reais é convergente.

Antes de demonstrar a Proposicao 4.3, relembremos o que € uma sequéncia monétona. Seja

(x,,) uma sequéncia. Dizemos que (z,,) é crescente se

48
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T < T < .. < Ty < ...,

isto é, se x,, < x,1 para todo n. Se, por outro lado,
T >Xy> ... >Ty >,

isto é, se x,, > 7,41 para todo n, dizemos que a sequéncia € decrescente.

A sequéncia (x,,) é ndo-crescente se

T <29 < <z

S e e > n

<...
e nao-decrescente se

Se uma sequéncia satisfaz qualquer uma dessas propriedades € dita monétona.

Demonstracao da Proposicao 4.3: Seja, sem perda de generalidade, z; < 25 < ... < 1z, <
... uma sequéncia ndo decrescente limitada, com z,, € R. Do fato da sequéncia ser limitada,
sup{z,;n € N} < +o00. Seja a = sup{z, }. Afirmamos que a = lim x,,. Com efeito, dado
€ > 0, o nimero a — ¢ ndo € cota superior do conjunto dos termos de x,,, pois € menor do que
a. Logo, existe ng talque a — ¢ < z,, < a. Comoz; < 2y < ... < x, < ..., temos que
a—e<xy, <z, <a<a+eousejaa—c<x, <a+ e Vn > ng. Portanto, a = lim z,,.

Analogamente, prova-se a proposi¢ao para os outros tipos de sequéncias monotonas. [

Teorema 4.4. Se (x,) C R é uma sequéncia de Cauchy que possui uma subsequéncia que

converge para a € R, entdo (x,,) converge para a.

Demonstracao: Deixaremos a cargo do leitor. Como sugestdo, veja [5], capitulo IV, Lema 2,
pagina 127. [
Para provar a existéncia do ponto fixo do Teorema 2.50 (Ponto Fixo de Banach), foi mister

a seguinte proposicao:

Proposicao 4.5. Sejam (M,d) e (N,d) espacos métricos, f : M — N ea € M. A fungcdo
[ € continua em a se, e somente se, para toda sequéncia (x,) em M que converge para a, a
sequéncia (f(x,)) converge para f(a) (em simbolos, f é continua em a < ¥(x,) : limx,, = q,
temos lim f(x,) = f(a)).

Demonstracao: Primeiro, vamos supor que f é continua em a. Seja (x,,) uma sequéncia em
M tal que lim z,, = a. Vamos mostrar que lim f(z,) = f(a). D& ¢ > 0. Como f é continua
em a, existe d > 0 tal que, se d(z,a) < 6, entdo d(f(x), f(a)) < €. Uma vez que lim x,, = a,
existe ng € N tal que, se n > ng, entdo d(z,,a) < 0. Logo, se n > ng, entdo d(x,,a) < d e

d(f(z,), f(a)) < e. Portanto, lim f(x,) = f(a). Reciprocamente, vamos assumir que V(x,,)
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tal que limx, = a, temos lim f(x,) = f(a) e provar que f é continua em a. Para isso,
vamos supor que ela ndo é continua em a e chegar a uma contradi¢do. Supor que f ndo é
continua em a significa dizer que Je > 0 tal que V§ > 0, Jz5 € M tal que d(zs5,a) < 6 mas
d(f(x;), f(a)) > . Tomando 6 = 1/n com n natural, temos que Vn € N,3z,, € M tal que
d(zp,a) < % com d(f(x,), f(a)) > e. Mas, entdo, limz, = a, porém lim f(z,) # f(a), 0
que contradiz nossa hipdtese. Logo, necessariamente, f € continua em a. [

Na secao 3.2, usamos a propriedade da continuidade da aplicacdo matriz inversa. Antes de

demonstrar essa proposicao, vejamos o que € a norma de uma transformacao linear.

Definicao 4.6. Sejam X e Y espacos normados e'T' : X — Y uma aplicagdo linear continua.
Definimos

1T = sup [[T"- x]|.

[l=]I<1

A definigdo mostra que ||T" - z|| < ||T'||||z|| para todo 2 € X. E possivel mostrar que

|17 = sup |T"-z|.
lzll=1
O proximo resultado garante que || - || é realmente uma norma no espago vetorial L(X,Y)

de todas as aplicagdes lineares continuas de X em Y.

Teorema 4.7. Sejam X,Y espacos normados e T' : X — Y uma aplicagcdo linear continua.
Entao,

() || - || € uma norma;

(@) 15T < I SINIT-

Demonstracao: Claramente || 7| > 0 e ||T|| = 0 se, e somente se, 7" - © = 0 para todo = # 0.

Vale também

VAR AT - x T -x
) = sup T2 gy Py E 22y,
w0 ||| T (P w40 |7
Além disso,
S+T g . T.
547 o NS Tl 1S ol 47 ]
w0 ] 20 ]
IS - ] |7 - |
< Fu — 1Sl + 7.
a0 |zl w0 ]

(@) N(ST)zl| = ST - )| < WSTNT -2l < [LSHNT[I]A]- O
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Lema 4.8. Sejam X e A matrizes quadradas inversiveis. Entdo, sempre que o termo da direita

existir e for positivo,
IA~H]

X —AffA~

Demonstracao: Observe que a desigualdade requerida € equivalente a desigualdade

X <
1—|

X = IX X = AJJATH < A7)
Segue do Teorema 4.7 e da desigualdade triangular que

I = XX = AfAT < X = XN - A)ATY|

= X7 - AT - X7

< X=X = 1A

= A7 O
Proposicao 3.4. (Continuidade da aplicagdo matriz inversa) Se A € L(RY /R”Y) é inversivel e

B € L(RY,RY) tal que || B — A||||A™*|| < 1, entdo B é inversivel. Além disso, a aplicagdo

A — A~! é continua.

Demonstracio: Afirmamos que B ¢ injetiva. De fato, seja x € R tal que Bx = 0. Vamos

mostrar que v = 0. Sendo A uma bijecio, existe um tinico y € R" tal que A~'y = . Assim,
BA'w=Br=0=BA'Yy—y=—-y=(BA ' - )ly=—-y= (B-A)Aly=—y.
Se y # 0, desta ultima igualdade, vem que

1B = Ay =yl = [[(B — )4~ (ﬁ) =1

Assim, segundo a Definicdo 4.6 e o Teorema 4.7, segue do fato de

iH = 1que
Iyl
B —AlA > I(B—-A)A > 1,

o que contradiz a hipétese. Logo, necessariamente, y = 0. Isso implica que z = A~ 'y = 0,
mostrando que B € injetiva. Pelo Teorema do Nucleo e da Imagem, segue que 53 € bijecdao, como
queriamos demonstrar. Para mostrar que A — A~! é continua, considere I C L(RN ,RYN )o
conjunto das aplicagdes inversiveis e F' : [ — L(RY RY) dada por F(A) = A~!. Vamos
mostrar que F € continua. Para isso, seja A € [. Antes disso, observe que, se r = m >0
e ||z — A|| < r, segue do resultado anterior que = € I, isto é, I é um conjunto aberto. Agora,

seja e > 0 dado. Devemos mostrar que existe 6 > 0 tal que

|z — Al <d=||F(x) — F(A)| <e.
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O que € o mesmo que
|z — Al <d=|z7' - A7 <e.

Temos que

o™t = A7Y = [la™ Nz — A)ATY] < [l |z — A A7Y). (4.1)
Ora, pelo Lema 4.8, tem-se
Hmfln < HA71||
1 [lz = Afl[A]

sempre que o lado direito for positivo. Como ||z — A|| < §, segue que 1 — ||z — A||[|A7Y| >

1 —4]|A~!|| > 0 quando escolhemos 0 < § < Dessa maneira,

1A=

A At
2 = AAT] = 1= 34T

o < 7
Aplicando esta ultima desigualdade em (4.1), obtemos

AL

-1 _ A_l < H—5 A_l .

|« I < T amgola

Precisamos que o lado direito da desigualdade acima seja menor que . Ora, isolando ¢ para

1 £ }
, > (), segue que
A= [[A=H]? 4 el A=)

este fim, basta escolhermos ¢ = min {
|z — Al <d=|z7! - A7 <e

Ou seja, F' é continua em A. ]



Capitulo 5
Consideracoes Finais

O Teorema da Fungao Inversa € um dos mais importantes resultados da Analise. Ele admite
vdrias versoes desde fungdes reais de uma varidvel até funcdes vetoriais, e todas referem-se
basicamente sobre a eventualidade de inverter uma fungdo numa determinada regiio em torno de
um ponto. Essencialmente, o Teorema da Fungdo Inversa diz que, se f’(z) é inversivel, entdo
f é inversivel numa regido que contém z. Noutras palavras, existe uma bola aberta U de centro
x tal que arestricdo de f a U € inversivel. Além disso, o Teorema garante também que a fungcao
f~! possui a mesma regularidade (ser diferencidvel) da funciio f. Esta regra usa o determinante
da matriz jacobiana da fun¢do. Na linguagem da Andlise, sempre que isso acontece, dizemos
que f €é um difeomorfismo local. Para a demonstracdo do Teorema aqui apresentada, uma das
hipéteses que admitimos é f ser de classe C'. Isso nos garante a diferenciabilidade da fungdo
no ponto zg.

O Teorema da Funcao Inversa é muito ttil no que diz respeito a fornecer informagdes sobre
uma funcao que, no sentido préatico, seria muito complicado de efetuar manipulacdes algébricas,
a fim de verificar se ela possui inversa ou nao.

Existem indmeras aplicacdes do Teorema da Funcdo Inversa, dentre elas, designar solugcdes
Unicas para sistemas de equacdes nao lineares. Ela também serve de base para demonstrar o
Teorema da Funcao Implicita, um dos teoremas centrais da Andlise, que, por sua vez, pode
ser aplicado para estabelecer um conjunto infinito de solugdes para sistemas de equacdes nao
lineares.

Uma das utilidades do Teorema, foi, pra mim, no campo pessoal. Através dele, revelou-se
um mundo de novidades que, até entdo, eu desconhecia e que me deixaram fascinado. Isso
despertou em mim o desejo de aprofundar meus conhecimentos na matematica e, em particular,
na Andlise. Acredito que esse trabalho me deixou mais preparado para um eventual mestrado.
Como efeito pratico, também espero que esse trabalho sirva de fundamentacdo tedrica para
outras monografias que seguirdo essa linha de pesquisa no Campus da UFT de Araguaina, To-

cantins.
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