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RESUMO

Uma equacao diofantina é uma equacao polinomial para a qual procuramos solugdes inteiras ou
racionais. E mister destacar que neste trabalho abordamos estas equacdes somente no universo
dos niimeros inteiros. Neste trabalho, tratamos das equagdes diofantinas lineares a n incognitas
e suas solucdes, estudamos também vdrias outras equacdes diofantinas elementares ndo linea-
res, comecando com 22 4 y? = 22 (ternas pitagéricas), passando por varios outros polindmios

particulares e concluindo com um caso particular da equacdo de Pell, a saber, 22 — 2% = 1.

Palavras-chaves: Teoria dos Numeros. Numeros Inteiros. Maximo Divisor Comum. Teorema

de Pitagoras.



ABSTRACT

A Diophantine equation is a polynomial equation to which we search integer or rational soluti-
ons, it is important to highlight in this project we only approach these equations in the universe
of integer number. In this paper we talk from linear Diophantine equations to n unknowns and
its solutions, along with the study of other elementary non-linear Diaphontine equations, star-
ting with 22 + y? = 2? (Pythagorean triples), then looking into other specific polynomials and

concluding with a special case of Pell’s equation 2% — 2y = 1.

Keywords: Number theory. Integer numbers. Maximum common divisor. Pythagoras’s Theo-

rem.
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Capitulo 1

Introducao

A busca por solugdes inteiras de equacdes permeiam a matemdtica ha milénios, e até hoje
continua sendo um problema de grande interesse para os matematicos.

Neste trabalho, direcionaremos nossa atengao as equacdes diofantinas lineares e nao line-
ares, neste ultimo caso, abordaremos as ternas pitagdricas € um caso particular da equacao de
Pell. “Os trios pitagdricos sdo combinagdes de trés nlimeros inteiros que se ajustam perfeita-
mente A equacgdo de Pitdgoras: x* + y? = 22 [10]”. Devido a Aritmética', hoje sdo chamadas
equacdes diofantinas as equagdes polinomiais (ndo importa o nimero de incégnitas) com coe-
ficientes inteiros, sempre que seu estudo seja feito tomando como universo das varidveis o con-
junto dos numeros inteiros ou dos racionais. Apesar de Diofanto sé ter trabalhado com alguns
poucos casos particulares dessas equacdes e seu universo numérico ter sido o dos ndmeros raci-
onais estritamente positivos [2], neste trabalho, nos empenharemos em explorar estas equacoes
no universo dos nimeros inteiros.

Para os objetivos que este trabalho se destina, faz-se necessaria uma apresentagdo sis-
temdtica dos pré-requisitos para compreensdo das solucdes destas equagdes, ou melhor, das
ferramentas matematicas que fundamentam tais técnicas de resolucdo. Faremos uma breve
apresentacdo da teoria elementar dos niimeros, tais como os conceitos de divisibilidade, o algo-
ritmo da divisdo, maximo divisor comum, fatoracdo e congruéncias. Os teoremas, corolarios,
lemas e proposi¢des quando necessario serdo demonstrados com todo o rigor matemaético, mas
buscaremos fazé-lo da forma mais acessivel possivel aos leitores.

A motivacdo para este trabalho surgiu a partir de experiéncias como monitor do Programa
de Iniciacdo Cientifica da OBMEP — PIC OBMEP, em 2013. Neste programa, tive o primeiro
contato com as equagdes diofantinas lineares a duas incdgnitas e com problemas de aritmética
que usam recursos simples para solu¢do de problemas aparentemente dificeis.

Nosso trabalho estd delineado conforme segue.

! Aritmética é considerado o primeiro manual de dlgebra que usa simbolos para indicar incégnitas e poténcias,

e resolve as equacdes indeterminadas, hoje denominadas equacgdes diofantinas.
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No capitulo 2, enunciamos e demonstramos alguns resultados da Teoria Elementar dos
Numeros, como a divisibilidade, maximo divisor comum, algoritmo de Euclides, teorema de
Bezout, nimeros primos e congruéncia e outros temas fulcrais para compreensao do tema em
tela.

No Capitulo 3, buscamos apresentar a solucao geral da equagdo diofantina linear a n incégnitas,
tomando como referéncia a técnica apresentada por [1] e [11].

No capitulo 4, apresentamos um breve apanhado historico acerca de Pitdgoras e do famoso
teorema que leva seu nome, o teorema de Pitdgoras. Logo em seguida, passamos a discutir
acerca de algumas equagdes diofantinas elementares nao lineares, como as ternas pitagoricas
e a equacgdo de Pell. Discutiremos também acerca da solubilidade de alguns exemplos destas

equacgoes.



Capitulo 2
Fundamentos

O presente capitulo visa apresentar informagoes e resultados que possibilitardo alcancgar
nosso objetivo maior, a solucdo de Equacéoes Diofantinas Elementares, em particular, as linea-
res e as ternas Pitagdricas. Apresentaremos, inicialmente, alguns resultados preliminares, sem
demonstrarmos. Logo em seguida, os elementos tedricos e, sempre que acharmos pertinente,

apresentaremos exemplos, visando a criacdo de possibilidade de entendimento para o leitor.

2.1 Preliminares

2.1.1 Principio de Inducao Finita (PIF)

Seja P(n) uma propriedade do nimero natural n, por exemplo:

n pode ser fatorado em um produto de nimeros primos;

14243+ +n= "0

2

a equacdo 2x + 3y = n adminte solu¢do com x e y inteiros positivos.

Uma maneira de porvar que P(n) é verdadeira para todo natural n > ng € utilizar o chamado
Principio da Indugdo Finita (PIF), que é um dos axiomas que caracterizam o conjunto dos
nimeros naturais. O PIF consiste em verificar duas coisas:

1. (Base da Indugdo) P(ng) é verdadeira e

2. (Passo Indutivo) Se P(n) é verdadeira para algum nimero natural n > ng, entdo P(n+1)
também ¢ verdadeira.

Vejamos alguns exemplos de demonstragdes na qual utilizamos este principio.
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Exemplo 2.1. Para cada n € N, a soma dos n primeiros quadrados perfeitos é igual a

1

én(n +1)(2n+1).

Resolu¢io: Como o k-ésimo quadrado perfeito é o nimero k2, a propriedade P(n) €, neste

caso,

P(n) : Zj2 = %n(n—i— 1)(2n+1).

Agora, temos que verificar que:
i. P(1) é verdadeira.
ii. P(k) verdadeira = P(k + 1) verdadeira.

Verificar (i) é imediato. De fato, veja que: 12 = Q@141

6
que P(k) é verdadeira, isto é, que a igualdade valha para n = k (hipétese de indugio):

. Agora, para verificar (i7) supomos

d = %k(k; +1)(2k + 1),

j=1
e queremos deduzir que P(k + 1) também ¢é verdadeira, isto €, que

k+1
S %(k [+ 1) + 120k + 1) + 1],

Jj=1

Mas como estamos supondo a validez de P(k), segue que

k+1 k
Y2 =Y P+ (k+1)?
j=1 Jj=1
1
= 6/<:(/<: +1)(2k+ 1) + (k+1)°
1
= é(k + 1)[k(2k+ 1)+ 6(k +1)]
1
= 6(k: + 1)(k +2)(2k + 3).
Logo,
kt1 1
d = G+ DI+ 1) + 120k + 1) + 1],
j=1
Portanto, por indug¢do P(n) é verdadeira para todo n € N. O

Observacao 2.2. Hd um resultado implicito no PIF chamado Principio da Boa Ordenagdo
(PBO) dos niimeros naturais que revela-se como uma ferramenta poderosa na resolucdo de
problemas, bem como numa série de demonstragoes. Vejamos o enunciado deste principio:

Todo conjunto ndo-vazio de inteiros positivos contém um elemento minimo.
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2.1.2 Numeros Binomiais

Definicao 2.3. Dado um inteiro ndo negativo n, o fatorial de n é o niimero

| 1, sen =0
n! =
[[_,J, sen>1

Definicao 2.4. Dados inteiros n e k, com 0 < k < n, definimos o niimero binomial (Z) por

(v) = wosmr

Para todo n € N, tem-se

() =1.(3) = . (3) = 22

Exemplo 2.5. Demonstre que, para quaisquer naturais n > m, o coeficiente binomial
ny n!
m m!(n —m)!’

Resolucao: Procederemos por indugdo sobre asomam +n. Sem +n =0,entdom =n =0

é inteiro.

e (8) = 1 € inteiro (base de indu¢do). Para o passo indutivo, observe primeiramente que, para

0 < m < n, temos a seguinte identidade de binomiais

= + )
m m m—1
De fato, vejamos:

(nn_@ 1) * <:@_—11> - m!(r(zn—_rri)i Dl m —(711)!_(71)i )]

_ (n—1)!(n—m) m(n —1)!
ml(n—m)(n—m—1)!  m(m—1)l(n—m)!
_ (n—m)(n—1)!  m(n—1)!
m!(n —m)! m!(n —m)!
_ (n=m)+m)(n—1)
ml(n —m)!

- m!<nni m)l (Z)

Agora, suponhamos que (TZ) ¢ inteiro para m + n < k (hip6tese de indugdo). Note que

podemos supor também que 0 < m < n, jd que se m = n ou m = 0 temos (7’;) =1leo

(¢

resultado segue trivialmente. Assim, se m + n = k + 1, temos que (") = ("T;l) + (::;_11)

inteiro também, pois cada parcela da direita € inteiro pela hipétese de indugdo. O

Teorema 2.6. (Bind6mio de Newton) Para n € N, temos
n n .
(@+y) =) ( .)fC"”yJ-
=0 \J

Demonstracao: Encontra-se em [7], pagina 149. O
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2.2 Divisibilidade

b, se existir um

Definicao 2.7. Se a e b sdo inteiros, dizemos que a divide b, denotamos por a

inteiro c tal que b = ac.

Se a ndo divide b escrevemos a 1 b.

Assim, por exemplo,
1/8,218,4(8,818,—8|8,—4|8,—-2]8,—1]8.

Isto significa que, se d & {—8,—4,—2,—1,1,2,4,8}, entdo d 1 8.

Proposicao 2.8. Se a,b e c sdo inteiros, a | be b | ¢, entdo a | c.

Demonstracdo: Como a | be b | ¢, por hipitese, existem inteiros k; e ko com b = kja e

¢ = kob. Dai, substituindo b em ¢ = kyb, tem-se ¢ = ky(kya) = (k1k2)a, o que implicaa | c. O
Exemplo 2.9. Como 3 | 12 e 12 | 48, entdo 3 | 48.

Resolucao: De fato, 12 =4 x 3e 48 =4 x 12, de sorte que, 48 =4 x (4 x3) = (4 x4) x 3 =
16 x 3 e, portanto, 3 | 48. O

Proposicao 2.10. Se a,b, c,m e n sdo inteiros, ¢ | a e ¢ | b entdo ¢ | (ma + nb).

Demonstracao: De fato, se ¢ | a e ¢ | b, segue imediatamente da defini¢do que existem inteiros
ki e ko coma = kice b = koc. Assim, ma + nb = m(kic) + n(kac) = (mky)c + (nka)c =
(mky + nks)c, onde mky + nky € Z. Logo, ¢ | (ma + nb). O

Teorema 2.11. Temos as seguintes propriedades vdlidas para a,d,n € Z:
(i)n | ny

(ii)d | n = ad | an;

(iii)ad | anea #0=d | n;

(iv) 1| n;

(v)n|O0;

(vi)d|nen#0=|d <|n|;

(vii)d |nen |d=1|d = |n|;
(viii)d | ned # 0= (n/d) | n.

Demonstracao: (i) Observe que n = 1 - n. Entdo, segue da defini¢do que n | n. (i7)
Se d|n entdo existe k inteiro de modo que n = kd. Agora, multiplicando por a a igualdade
n = kd, temos an = a(kd) = k(ad) e, portanto, ad|an. (iii) Se ad|an, entdo an = k(ad) =

a(kd) para algum inteiro k. Por outro lado, sabemos que, se a # 0, entdo (1/a).a = 1.
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Assim, multiplicando an = a(kd) por 1/a teremos (1/a)(an) = (1/a)[a(kd)] < [(1/a)aln =
[(1/a)a](kd) < n = kd e, portanto, d|n. (iv) Comon = 1-n = n-1 segue da defini¢cdo que 1|n.
(v) Como 0 = 0 - n, segue da definicdo que n|0. (vi) Se d|n e n # 0, entdo n = kd para algum
k| > 1. Assim, |n| = |kd| = |k||d| > |d|.
(vii) Se d|n e n|d, entdo existem inteiros ky e ko comn = kyd e d = kon. Agora, substituindo n
em d = kon temos que d = ky(k1d) = (k1ko)d < kiko =1 k) = kg = 1ouky = ko = —1,
ja que ki, ky € Z e, portanto, |d| = |n|. (viii) Se d|n e d # 0, entdo n = kd, k € Z ,e segue
que n/d é um inteiro. De fato, (1/d)n = (1/d)kd < n/d = k[(1/d)d] = k. Doravante,
n = (n/d) - d segue da defini¢do que (n/d)|n. O

inteiro k. Por outro lado, n # 0 = k # 0 e, dai,

Observacao 2.12. i. A Proposicdo 2.10 pode ser facilmente generalizada para provar que, se
clay, ..., an, entdo clayxy + - - - + anx,, para todo y, ..., x, € 7.
ii. Segue do item (vi) do Teorema 2.11 que todo inteiro ndo nulo tem somente um niimero finito

de divisores.

Teorema 2.13. (Teorema de Eudoxius). Dados a e b inteiros com b # 0, entdo a é um muiiltiplo
de b ou se encontra entre dois miiltiplos consecutivos de b, isto é, correspondendo a cada par

de inteiros a e b # 0, existe um inteiro q tal que, para b > 0,

gp<a<(¢g+1)b

eparab < 0,

gb<a<(qg—1)0b.

Demonstracao: Sem perda de generalidade, considere a > 0 e b > 0 (os casos em que a < 0
ou b < 0 podem ser demonstrados de maneira andloga). Segue que
i. Se a = gb, para algum ¢ € Z, nao ha o que provar, e o resultado segue;
ii. Se a # gbVq € Z, pelo (PBO) existe um inteiro k£, minimo, que satisfaz a condi¢ao:
a < kb
Afirmamos que
(k—1)b < a.

De fato, caso a < (k — 1)b terfamos uma contradi¢do, uma vez que a < kb e k é o menor inteiro

que isso ocorre. Deste modo, devemos ter que (k—1)b < a < kb. Tomando g = k — 1, obtemos
gb <a<(¢+1)b.

Como queriamos demonstrar. O
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Exemplo 2.14. Se a = 17 e b = 8, devemos tomar q = 2.
2x8=16<17T<3x8=24.
Para a = —17 e b = 8, devemos tomar ¢ = —3.
—3x8=-24<-17T<[(-341)=-2] x8=—16.

Sea=17e b= —8, tomamos ¢ = —2.

(=2) x (=8) =16 <17 < [(-2—1) = =3] x (—8) = 24.
Paraa = —17 e b = —8, tomamos q = 3.

Ix(=8)=-24<-17<[(3—-1)=2] x (=8) = —16.

Apresentaremos, agora, o algoritmo euclidiano ou algoritmo da divisdo, que, segundo [2],
€ a base da aritmética tedrica (teoria dos numeros). Esse resultado aparece no livro V' I/ dos

Elementos de Euclides, escrito por volta do ano 300 a.C.
Teorema 2.15. Dados dois inteiros a e b, b # 0, existe um tinico par de inteiros q e 1 tais que
a=gb+rcom0<r<|b(r=0<« bla)

Donde q é chamado de quociente e r de resto da divisdo de a por b.

Demonstracao: Este é¢ um teorema tipico de existéncia e unicidade. Assim, primeiro mostra-
remos que existem tais ¢ e r satisfazendo as condi¢des dadas. Suponha primeiro b > 0. Pelo
Teorema de Eudoxius, existe ¢ satisfazendo: ¢b < a < (¢ + 1)b, de modo que 0 < a — ¢b < b.
Dai, basta definirmos » = a — ¢b, para que seja garantida a existéncia de ¢ e . Agora, se b < 0,
entdo —b > 0, e pelo Teorema de Eudoxius, tem-se que existe ¢ satisfazendo: ¢b < a < (¢—1)b,
donde 0 <a—qgb< (¢q—1)b—qb= (¢b—b) —qb = (¢b— gb) — b = —b, de sorte que, —b > 0
e, portanto 0 < a — gb < |b|, pois condicionamos b < 0. Logo, basta definirmos r = a — ¢b,
para que seja garantida a existéncia de g e r. Portanto, mostramos que existem os inteiros g e
r. Mostraremos agora que estes inteiros sdo unicos. Para tal, vamos supor a existéncia de outro

par ¢; e r, de modo que
a=qb+mr com0 <r; <|bl.

Entdo, teremos que ¢b+ 1 = ¢1b+ 1y e, assim, gb — ¢1b =11 — 1 < b(q — ¢1) = r1 —r. Agora,
suponhamos por contradi¢do que r # r1, sem perda de generalidade, digamos » > 7. Logo,

r1 —r < 0, por outro lado, caso b > 0, entdo ¢ — ¢; < 0 e, portanto, ¢ — ¢ > 0, ou melhor,
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q1 —q > 1. Agora, caso b < 0, entdo ¢ — ¢; > O e, portanto, ¢; — g < 0,1isto é, ¢ —q < —1.

Outrossim, de b(q¢ — ¢1) = 1 — r, seque que

T:Tl—f—b(ql—q).

Dai, tem-se

(I) Levando-se em conta que b > 0,7, > 0e ¢ —q > 1, da tltima igualdade, segue que r > |b],
o que é um absurdo, ja que 0 < r < |b];

(II) Agora, levando-se em conta que b < 0, 7; > 0 e ¢; — ¢ < —1, da ultima igualdade segue
que r > |b|, pois (b < 0,q1 — ¢ < —1 = b(q1 — q) > 0), o que é um absurdo, haja vista que
0<r<lbl.

Portanto, de (I) e (1), temos r = ry e, assim, ¢gb = ¢;b, de sorte que logo ¢ = ¢;, como

queriamos. O

Exemplo 2.16. Vamos determinar o quociente e o resto da divisdo de 43 por 5.

Resolucao: Usaremos o raciocinio da demonstracdo. Assim, os multiplos estritamente positi-

vos de 5 sdo:

9, 10,15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, ...

observe que, o nimero 43 estd entre 40 e 45, de sorte que 40 = 8- 5e 45 = 9 - 5. Logo, o
quociente é 8. De fato, 8 - 5 < 43 < (8 + 1) - 5. Agora, seja r o resto nesta divisdo. Entdo
r=43—-8-5=3. O

Exemplo 2.17. Determine o quociente e o resto da divisdo de —171 por —33.

Resolucao: Pelo Teorema de Eudoxius, como b = —33 < 0, segue que

q(—33) < =171 < (¢ — 1)(—33).

Por outro lado, pelo algoritmo da divisdo, temos que existe um tnico » € Z de modo que
0<r=—-171 —q(—33) < | — 33| = 33, donde g e r sdo, respectivamente, quociente e resto.
Das condigoes de r, devemos ter —g(—33) > 0, entdo basta tomarmos ¢ > 0. Por outro lado,
estamos interessados na menor diferenca possivel de —171 — g(—33) (positiva ou nula). Entao,
devemos tomar o menor multiplo de 33 maior que 171, que neste caso € o 198 = 6 - 33. Logo,
r=—171—-6(—33) = —171+198 = 27, ou seja, ¢ = 6 e r = 27. De fato, 6-(—33) = —198 <
—171 < (6—1)(—33) = 5:(=33) = —165e¢ 0 < 27 = —171—6-(—33) = —171+198 < |—33|.
O
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2.3 Maximo Divisor Comum

Esta secdo muito nos auxiliard no decorrer deste trabalho, em particular, na resolugdo de
equagoes diofantinas lineares, pois nos fornecerd subsidios para tal finalidade.

Nesta secao, usaremos [8] como referéncia fundamental, pois diferentemente de [2], [3], [5]
e [6], que abordam o tema em epigrafe partindo de casos particulares ou até mesmo restringido-
se a abordagem a estes, [8] parte de casos gerais para, posteriormente, explorar os casos parti-
culares, citamos, por exemplo, a definicdo de mdc que segue logo abaixo.

Se ay,as, ..., a, sio inteiros ndo nulos dados, dizemos que um inteiro d € um divisor co-
mum de aq, as, . .., a, quando d|ay, as, ..., d|a,. Note que ay,as . .., a, sempre tém divisores
comuns: 1 e —1, por exemplo. Ademais, desde que qualquer inteiro nao nulo tem apenas um
ndmero finito de divisores, aq, as, ..., a, t€tm apenas um nimero finito de divisores comuns.

Assim, a defini¢@o a seguir tem sentido.

Definicao 2.18. O mdximo divisor comum dos inteiros ndo nulos ay,as, ..., a,, denotado
por mdc(ay, as, ..., a,), é o maior dentre os divisores comuns de ay,as, ..., a,. Os inteiros
ay, as, . . ., a, SGo primos entre si, ou relativamente primos, se mdc(ay, as, ..., a,) = 1.

Apresentaremos agora um dos resultados mais importante desta secdo, para este trabalho,
porque, a partir, dele decorrerd uma série de resultados que nos viabilizard solucionar equacoes
diofantinas lineares, caso tenham solu¢des, como ja delineamos acima. Mas, antes, apresenta-
remos uma notacao que serd introduzida neste trabalho, a saber, dado n € Z denotemos por nZ

o conjunto dos multiplos inteiros de n, isto &,

nZ = {0,4+n,£2n,+3n,...}.

Teorema 2.19. (Bézout'). Sejam a, as, ..., a,, inteiros ndo nulos dados. Se

S = Zaixi;xieZ,‘v’lgign ,

1<i<n
entdo S = dZ, onde d = mdc(ay, as, ..., a,). Em particular, existem niimeros inteiros uy, ...,

tais que
mde(ay, ag, ..., ap) = a1uy + aglg + - -+ + aply.

A demonstracdo aqui apresentada serd a mesma de [8], porém com alguns ensejos dos au-
tores, para facilitar a compreensao dos leitores.

Demonstracdo: Primeiro, observe que S = dZ & S C dZ e dZ C S. Assim, é ime-

Etienne Bézout, matématico francés do século XVIII, um dos precursores da drea da Matematica hoje conhe-

cida como Geometria Algébrica.
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diato que todo multiplo de um elemento de S pertence a S. Por outro lado, como d divide
a1x1 + agxs + - -+ + a,x, para todos xq, s, ..., x,, temos que S C dZ. Para estabelecer a
inclusdo contrdria, note primeiro que .S contém inteiros positivos; de fato, escolhendo x; = a;e

T9 = -+ = x, = 0, por exemplo, concluimos que

2
a; = a1 + axs + - -+ apx, € 5.

Como S contém inteiros positivos, pelo PBO, existe um menor inteiro positivo d’ em S. Se
mostrarmos que d’ = d, seguird que d € S e nossa observagao inicial garantird que dZ C S.
Afirmamos, inicialmente, que d'|ay, as, ..., |a,. De fato, como d’ € S, existem uy, us, ..., u, € Z
tais que d' = ajuy + asus + -+ - + a,u,. Agora, pelo Teorema 2.15 seja a; = d'q + r, com

q,r € Ze0O<r <d.Entio

r = a —dq
= a1 — (aquy + agug + - -+ + anuy,)q

= a1(1 —u1q) + az(—u2q) + - - + an(—unq),

de sorte que r € S. Se 0 < r < d', teriamos uma contradi¢do ao fato de ser d’ 0 menor inteiro
positivo pertencente a S. Logo, r = 0 e d'|a;. Analogamente, d’|ay, ..., |a,. Para concluir, como
d' é um divisor comum de a1, as, ..., a,, para mostrarmos que d’ = d, basta que d’ > d, pois por

hipétese d > 0. Mas, se a; = dqy, as = dqo, ..., a, = dg,, com q1, qa, ..., ¢, € Z, entdo
d = ajup + asug + - + anu,
= dquy + dgaug + - - - dgnuy,

= d(q1u1 + goUo + o4 qnun),

ou seja, 0 < d|d’. Logo, pelo item (vi) do Teorema 2.11, temos que d < d'. O

Observacao 2.20. Na demonstracdo deste teorema provou-se ndo apenas que o mdximo divisor
comumde ay, as, ..., a, pode ser expresso como uma combinagdo linear destes niimeros mas que

este niimero é o menor valor positivo dentre todas estas combinagades lineares.
Apresentaremos, a seguir, alguns coroldrios decorrentes deste teorema, que nos serao uteis.

Corolario 2.21. Sejam ay,as, ..., a, inteiros ndo nulos e d seu (mdc). Se d € N, entdo

d'lay, as, ..., a, se, e so se, d'|d.

Demonstracao: Do Teorema 2.19, segue que podemos tomar inteiros uy, us, ..., U,, de modo
que d = aju; + agug + -+ + ayu,. Por outro lado, uma vez que d'|ay, as, ..., a,, o item (7)

da Observagédo 2.12 garante que d’|d. Reciprocamente, como d = mdc(ay, as, ..., a,), entdo
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pela defini¢do de maximo divisor comum, segue que d|ay, d|as, ..., d|a,. Dai, se d'|d, segue da

Proposi¢do 2.8 que d'|aq, ag, ..., . O

Corolario 2.22. Sejam ay, ..., a,, inteiros ndo nulos dados e d seu mdximo divisor comum.
(i) d = 1 se, e sO se, existirem inteiros Uy, Us, ..., U, tais que a1u; + - - - + au, = 1.

(ii) mde(%, %, ..., %) = 1.

Demonstracdo: (i) Se d = 1, segue imediatamente do Teorema 2.19 (Teorema de Bezout) a
existéncia de inteiros uq, us, ..., u,, de modo que ayuy + asus + - - - + ayu, = 1, conforme
pede o enunciado. Reciprocamente, sejam ui, us, ..., U, inteiros como no enunciado. Como
d = mdec(ay, as, ..., a,), entdo d|ay, as, ..., a,, dai, pelo intem (i) da Observagdo 2.12, segue
que d|(ajuy + agug + - - - + anuy), isto é, d|1 e, portanto, d = 1.

(73) Sendo d = ajuy + asug + - - - + a,uy,, como d > 0, facamos (1/d)d = (1/d)(ajuy + asus +
s aguy) & (F)ur 4+ (B)ug + -+ (% )u, = 1, logo, pelo item (i) o resultado segue
imediatamente. O

Corolario 2.23. Para a1, as, ..., a,, k inteiros ndo nulos, temos:
(i) mdc (kay, ..., ka,) = |klmdc(ay, ag, ..., ay,),

(ii) mdc (ay, az, ..., a,) = mdc(mdc(ay, as..., an_1), a,).

Demonstracao: (i) Denotemos d = mdc(ay, as, ..., a,) e d = mde(kay, kas, ..., ka,). Assim,

provaremos que d' = |k|d. Como d|ay, ..., a,, temos que |k|d | kai, ..., ka,. Isto significa

7z

que, |k|d é um divisor comum positivo de kay, ..., ka,. Por outro lado, como d' é o maior

dentre tais divisores comuns, segue que |k|d < d’. Reciprocamente, como k divide d’' e d’

d/
||

/ d | k k i s d g o
d'\kay, ..., ka, = i | TRTAL; o5 57 s 11O €, m|a1,a2, - G, OU SEJ2, 77 € UM divisor comum

divide kay, ..., ka,, temos que € um inteiro positivo que divide aq, ..., a,; de fato, como

de ay,...,a,. Logo < d, pois d = mdc(ay,as...,a,) o que é o mesmo que d' < |k|d.

dl
> Tkl
Finalmente, d’ = |k|d. Como queriamos.

(7i) Com efeito, pelo Teorema 2.19, temos que existem u e v inteiros tais que
mdc(mde(ay, ag, ..., an_1), an) = mdc(ay, Gg..., An_1)u + apv.
€, Como existem inteiros vy, yo, ..., Yp_1 COM
a1yy + asys + -+ 4 ap_1Yn—1 = mde(ay, ag, ..., Gp_1).

Denotemos d = mdc(ay, ...,a,) e d = mde(mdc(ay, ..., an-1), an). Provaremos que d = d'.
Pela Observagdo 2.20 segue que d’ > d. Por outro lado, d | a1, as, ..., a,, entdo pelo item (7) da
Observacdo 2.12 d | a1yy + asys + ... + @p_1Yn—1 + anv, assim d | mdc(ay, ..., a,—1) e d | a,.
Logo, pelo Corolario 2.21 d | d’, donde segue que d < d'. Portanto, d = d'. a
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Até agora apresentamos alguns resultados importantes a respeito do maximo divisor co-
mum de 7 inteiros, todos decorrentes da defini¢do de (mdc), e do Teorema de Bezout. Agora,
com esses resultados, vamos tentar calcular mdc(82, 719, 3021). Pela defini¢do de maximo di-
visor comum poderiamos listar todos os divisores comuns de 82, 719 e 3021 e decidir qual o
maior dentre eles. Por outro lado, o Teorema de Bezout garante que existem u, v € w inteiros,
de modo que mdc(82,719,3021) = 82u + 719v + 3021w.

No entanto, listar os divisores comuns de 82, 719 e 3021 pode ser uma tarefa trabalhosa
e, portanto, impraticdvel do nosso ponto de vista. Observe também que mdc(82,719,3021) =
mde(mdc(82,719),3021), conforme Coroldrio 2.23 item (ii). Por esses motivos, a partir de
agora, especializaremos nossa discussao ao maximo divisor comum de dois inteiros ndo nulos,
para que possamos subsidiar um algoritmo til para encontrarmos efetivamente o (mdc) de dois
inteiros de maneira razodvel e eficiente. Mas, antes, veja que: dados a, b inteiros ndo nulos, com

d = mdc(a, b), o Teorema de Bézout garante a existéncia de inteiros u e v tais que d = au + bv.

Proposicao 2.24. Para a, b e c inteiros ndo nulos, temos que:

(i) Se clab e mde(b, c) = 1, entdo ¢

a:
(ii) Se a + be # 0, entdo mdc(a + be, b) = mdce(a, b);
(iii) Se mdc(a, c¢) = 1, entdo mdc(a, bc) = mdc(a, b);
(iv) Se c|b e mdc(a,b) = 1, entdo mdc(a, c) = 1.

Demonstracao: (i) De mdc(b, c) = 1, segue que existem inteiros u, v, de modo que
bu+cv=1% albu+cv) =a < (ab)u + c(av) = a,

Uma vez que c|ab, segue da Proposi¢do 2.10 que ca.
(ii) Sejam d = mdc(a+be, b) e d = mdc(a, b). Dai, segue que d’|a, b, o que implica d'|a, a+bc.

b, temos

Portanto, pelo Corolério 2.21, tem-se que d'|d. Reciprocamente, como d|(a + bc) e d
que d|[(a + bc) — be] = a. Isso implica que d|a, b. Portanto, pelo Coroldrio 2.21, temos que d|d’
e, assim, d = d'.

(iii) Sejam d = mdc(a,b) e d = mdc(a,bc). Como d|b, segue que d|bc. Donde, d|a e d|be,
entdo d|mdc(a, bc) = d'. Agora, precisamos mostrar que d'|d, para que tenhamos d = d’. Como
mdc(a, c) = 1, segue do Teorema de Bezout que existem inteiros u, v tais que au + cv = 1 &
b(au+ cv) = be, assim, a(bu) 4 (be)v = b; mas d’'|a e d'|be, logo d'|b e, portanto, d’|a, b. Segue
que d’'|mdc(a,b) = d, o que resultaem d = d'.

(iv) Como c|b, segue que Ik € Z, de modo que b = ck. Por outro lado, como mdc(a,b) = 1,
pelo Teorema de Bézout, existem u, v € Z tais que au+bv = 1. Agora, Substituindo b = ck em
au + bv = 1, temos au + c¢(kv) = 1 e segue do item (i) do Coroldrio 2.22 que mdc(a,c) = 1.
O
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2.3.1 Algoritmo de Euclides

E chegada a hora de podermos calcular o (mdc) de dois inteiros ndo nulos a, b com eficiéncia,
mas como ja dissemos, até o momento, sabemos apenas que é possivel escrever mdc(a,b) =
au + bv, para algum par de inteiros u, v e, por outro lado, que podemos listar os divisores co-
muns de a, b e decidir qual é o maior, como faziamos nas séries iniciais. Entretanto, se a,b
forem nimeros grandes esse método se torna muito trabalhoso e, portanto, impraticavel ou até
impossivel. Por exemplo, encontre mdc(2'%° — 1,220 — 1), Mas antes de apresentarmos o

algoritmo propriamente, vejamos o seguinte lema:

Lema 2.25. Se a = gb + r, entdo mdc(a,b) = mde(b, 7).

Demonstracdo: Sejam d = mdc(a,b) e d = mdc(b,r). Como d|a, b, segue da Proposi¢do
2.10 que d|(a — ¢gb) = r. Logo, pelo Coroldrio 2.21, tem-se que d|d’. Reciprocamente, como
d'|b,r segue que d'|[(a — ¢qb) + gb] = a, conforme Proposi¢do 2.10 e, assim, novamente pelo

Coroldrio 2.21, temos que d'|d e, portanto, d = d'. O

Veja que, empregando esse lema uma sucessao de vezes, poderemos diminuir a lista dos
divisores comuns de a, b a lista dos divisores comuns de 7;_;,7; em que r; | 7;_; ao ponto de

decidirmos com precisdo o mdc(a, b). Vejamos um exempo:

Exemplo 2.26. Vamos calcular mdc(a, b), onde a = 372 e b = 162, utilizando os argumentos

acima, ou seja, empregando o Lema 2.25 uma sucessdo de vezes.

Pelo algoritmo da divisdo temos que
372 =2 x 162448 & 48 = 372 — 2 x 162.

Assim,
mdc(372,162) = mdc(162, 48).

Apliquemos o0 mesmo argumento ao par b = 162 e r; = 48:
162 =3 x 48+ 18 & 18 = 162 — 3 x 48.

Desse modo,
mdc(162,48) = mdc(48, 18)

Aplicando novamente o mesmo argumento ao par r; = 48 e ry = 18, tem-se
48 =2x18+12 12 =48 -2 x 18.

Logo,
mdc(48,18) = mdc(18,12).
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Novamente, 0 mesmo argumento para o par o = 18 e r3 = 12, assim:
18=1x1246=6=18—-1x12.
Portanto, temos que
mdc(372,162) = mdc(48, 18) = mdc(18,12) = mdc(12,6).

Agora, listemos os divisores comuns positivos, jd que estamos interessados no maior divisor
comum de 12 e 6, que sdo:
1,2,3,6.

Portanto, reduzimos a lista dos divisores comuns de 372 ¢ 162 a {1, 2, 3, 6}. E, finalmente
mdc(372,162) = 6.

Veja que r4 = 6. Agora, observe que r4|r3, de fato 12 = 2 x 6. Dali, caso fizéssemos mais uma
sucessdo, terifamos 75 = (. Agora, vamos fundamentar o algoritmo do qual viemos falando.

Esse algoritmo consiste na aplicacao reiterada do lema acima. Vejamos!

Teorema 2.27. (Algoritmo de Euclides) Dados a e b inteiros tais que a,b > 0 e a > b. Se
queremos calcular mdc(a, b), entdo dividimos a por b, achamos o resto 1. Se r1 # 0, dividimos
b por 11, achamos o resto ro. Se 1o # 0, dividimos 1 por rs, achamos o resto r3. E assim
sucessivamente. O ultimo resto, diferente de zero, desta sequéncia é o mdximo divisor comum

entre a e b.

Demonstracao: Tendo em mente o exemplo anterior, fica facil a vizualizagdo e compreesao

do enunciado do teorema. Repetindo esse processo e fazendo divisdes sucessivas, teremos:

Passol:a = qgb+r, 0<ri<b
Passo2:b = qri+r 0<ry<nr
Passo3:ri = qrao+1r3 0<r3<mry
Passoj:rj_o = qirjoi+r; 0<r; <rj

Passoj+1:1;.1 = qjar; +0.

Note que a execucao do algoritmo para, apds um numero finito de passos. De fato, os restos
diminuem a cada passo e, por outro lado, 1,79, ... s30 inteiros para os quais b > r; > ry >

rg > --- > 0, e, portanto, deve existir natural j tal que 7; € o ultimo resto ndo nulo no processo
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de divisdes acima. Doravante, pelo Lema 2.25, temos sucessivamente

mdec(a,b) =

mdec(a — q1b,b) = mdc(ry, b)

= mdc(ri,b — qor1) = mdc(ry,r2)

= mdec(ry — qare,re) = mdc(rs, o)

= mdc(rj_1,7rj) =15

Donde utilizamos, na tltima igualdade, o fato de que 7 |r;_;.

Exemplo 2.28. Calcule mdc(1001,109).

Resolucao: Realizando as divisdes sucessivas, conforme acima, temos

1001
109
20

9

= 9x109+ 20
= Hx20+9
= 2x942
= 4x24+1.

22

Assim, temos mdc(1001, 109) = mdc(109,20) = mdc(20,9) = mde(9,2) = mde(2,1) = 1.

O

Exemplo 2.29. Encontre mdc(2'?° — 1,

2100 _ 1)

Resolucao: Realizando as divisdes sucessivas, temos

9120 _ 1 _
9100 _ 1 _
20 1 =
20 -1 =
20 -1 =

Logo, temos que

mde(2'? —1,2'% — 1) =
= m

= m

920 o (2100 — 1)+ (220 —1)
980 (220 — 1)+ (280 —1)
960 (220 — 1)+ (260 —1)
240 % (220 — 1)+ (2% — 1)
220 5 (220 — 1) 4 (2% —1).

mdc(2'% — 1,22 — 1) = mdc(2* — 1,2% — 1)

de(2%0 — 1,2 — 1) = mde(2* — 1,220 — 1)
de(2?® —1,2% — 1) =2% — 1.
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O Teorema de Beézout garante que existem u, v tais que mdc(a,b) = au + bv, como ja
vimos. Agora, ja temos condi¢des de encontrarmos esses inteiros u, v, porque estd embutido
no algoritmo de Euclides um método para tal finalidade. Esse método consite em utilizar o
algoritmo de Euclides de tras para frente. Vejamos como proceder através do Exemplo 2.28.

Das igualdades apresentadas na solu¢ao do Exemplo 2.28 podemos escrever:

1 = 9-4x%x2

2 = 20—-2x%x9

9 = 109 —-5x20
20 = 1001 —9 x 109.

Agora, faremos algumas substitui¢des com o objetivo de escrever o resultado 1 como combinacao
linear de 1001 e 109. Substituiremos os resto de cima para baixo, tomando o cuidado de manter
0 préximo, ou seja, substituiremos primeiro o 2, organizaremos os resultados e depois substi-

tuiremos o 9 e assim sucessivamente. Veja:

1=9—-4x2 = 9—-4(20—2x9)
= 9x9—-4x20
= 9(109 — 5 x 20) — 4 x 20
= 9x109—49 x 20
= 9 x 109 — 49(1001 — 9 x 109)
— 1001 x (—49) + 109 x 450.

Concluimos ao final desse processo que © = —49 e v = 450.
Esse método nos permitird encontrar solugdes particulares de equagdes diofantinas lineares,

caso tenham solugdes.

2.4 Numeros Primos

Esta se¢@o nos ajudard muito neste trabalho, pois nos fornecerd alguns subsidios para resolu¢ao

de exercicios, bem como para fundamentacao de algumas demonstragdes.

Definicao 2.30. Um niimero inteiro p é chamado niimero primo se as seguintes condicoes se
verificam:

(i)p #0;

(i) p # £1;

(iii) Os tnicos divisores de p sdo +1, +p.
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Um niimero inteiro a # 0, £1 é chamado niimero composto se tem outros divisores, além

dos triviais?.
Exemplo 2.31. Determine todos os niimeros primos que podem ser expressos na forma n?> — 1.

Resolucdo: Seja p um primo tal que p = n*> — 1 < p = (n — 1)(n + 1). Entdo, pela Defini¢io
2.30, segue que os unicos divisores de p sao 1, +p.

Dai, temos que
(i)ln—1)=len+1l=p=>n=2e,assimyp=3ou(n—1)=pen+l=1=n=0=
p=—1.

(i) (n—1)=—pen+1l=—-1=n=—-2¢assimjp=3ou(n—1)=—-len+1=—-p=
n=0=p=-—1.

Portanto, de (7) e (i7), temos que p = 3, ja que por defini¢do p # +1. O

Proposicao 2.32. Sejam a,b,p € 7. Se p é primo e p | ab, entdo p | a oup | b.

Demonstracao: Se p 1 a, entdo mdc(a,p) = 1. De fato, os divisores de p s3o £1 e £p e assim,
os divisores comuns de a e p sdo apenas +1 e, portanto, pelo item () da Proposicao 2.24, segue
que p|b. Agora, se p { b, entdo mdc(b,p) = 1, donde segue imediatamente que pla. Como

queriamos. O

Teorema 2.33. (Teorema Fundamental da Aritmética). Todo inteiro maior do que 1 pode ser

representado de maneira tinica (a menos da ordem) como um produto de fatores primos.

Demonstracao: Caso o leitor esteja interessado na demonstragdo deste Teorema, veja [6],

pagina 26. O
Teorema 2.34. Existem infinitos primos.

Demonstracao: Vamos supor que a sequéncia dos primos seja finita. Sejam, pois, p1, po, ..., Pn
a lista de todos os primos positivos. Consideramos o nimero R = p; - ps - ... - pn + 1. E claro
que R nao € divisivel por nenhum dos p; de nossa lista e que 12 € maior do que qualquer p;.
Mas, pelo Teorema Fundamental da Aritmética, ou R € primo ou possui algum fator primo, e
isto implica na existéncia de um primo que ndo pertence a nossa lista. Portanto, a sequéncia dos

ndmeros primos nao pode ser finita. o

Lema 2.35. Se ay,...,a, € N e p é um primo tal que p | ajas...a,, entdo existe 1 < i < n

tal que p | a;. Em particular, se ay, ..., a, forem todos primos, entdo existe 1 < i < n tal que

P = a.

Demonstracao: Veja [8], pagina 39. O

2Um ndmero inteiro a # 0, -1 tem pelo menos quatro divisores: 4-1 e +a. Esses sdo os divisores triviais de a.
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2.5 Congruéncia

Definicao 2.36. Sejam a,b e n inteiros dados, sendo n > 1. Dizemos que a é congruente a b,
mddulo n, e denotamos a = b (mod n), se n|(a — b). Se a ndo for congruente a b médulo n,

denotamos a #Z b (mod n).

Exemplo 2.37. 9 =5 (mod 2), pois 2|(9 — 5). Como 7116 e 16 = 29 — 13 temos que
29 # 13 (mod 7).

Proposicao 2.38. Sejam a e n inteiros dados, comn > 1.
(a) Se a deixa resto r na divisdo por n, entdo a = r (mod n). Em particular, todo inteiro é
congruente, modulo n, a exatamente um dos niimeros 0,1,2,...n —2,n — 1.

(b) a = b (mod n) < a e b deixam um mesmo resto na divisdo por n.

Demonstracao: (a) Suponhamos que a deixa resto r quando dividido por n. Assim, pelo
algoritmo da divisdo, segue que a = gn + r para algum inteiro ¢q. Dai, a — r = ¢n, ou seja,
n | (a —r). Logo, pela defini¢do de congruécia, tem-se a = r (mod n). O restante é imediato.
(b) Se a = b (mod n), entdo n | (a — b). Por outro lado, pelo algoritmo da divisdo, segue que
existem qi, g2, 71,72 € Z e 0 < 71,79 < n, unicamente determinados, tais que a = ¢1n + 11 €

b = gan + r9. Entdo,

a—b= (q1n+r1)—(q2n+r2) = (ql—Q2)n+(7“1—7‘2),

ecomon | (a—>b)en | (1 — g2)n, segue da Proposicdo 2.10 que n divide r; — ry =
(a — b) — (¢1 — g2)n. Por outro lado, 0 < ry,79 < n = |r; — re| < n e, portanto, a tnica
possibilidade é |r; — ro| = 0, isto é, 1 = 75.

Reciprocamente, se a, b deixam um mesmo resto r na divisdo por n, entdo podemos escrever
a=qn+reb=qgn+r,comqy,q € Z. Logo,a—b= (gun+r) — (ggn+71) = (@1 — ¢2)n,
donde n | (a — b) e, portanto, a = b (mod n). O

Proposicao 2.39. Dados inteiros a,b, c e n, sendo n > 1, temos:
(a) a = a (mod n);

(b)a=b (mod n) = b=a (mod n);

(c)a=b (mod n)eb=c (modn)=a=c (mod n).

Demonstracao: (a) Esse resultado é imediato, pois, como n | 0, entdon | (a—a), o que resulta
pela defini¢do de congruéncia em a = a (mod n). (b) Se a = b (mod n), entdo n | (a — b).
Por outro lado, b — a = —a + b = —(a — b), assim, pela Defini¢éo 2.7, temos que n | (b — a),
o que implicaem b = a (mod n). (¢)Sen | (a—b),n | (b—c),entdoa =b (mod n),b=c
(mod n), respectivamente. Pela Proposicao 2.10, segue que n | (a —b) + (b—c¢) =a—c, 0

que implica em a = ¢ (mod n). O
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Proposicao 2.40. Sejam a,b, c,d, m e n inteiros dados, com m,n > 1.

(a) Sea =b (mod n) e c=d (mod n), entdo a+c = b+ d (mod n) e ac = bd (mod n).
Em particular, ac = be (mod n);

(b) Se a = b (mod n), entdo a* = b* (mod n), para todo k € N;

(c)Seco,cry....cm € Ze f(T) = cpa™+ -+ c1x + ¢, entdo
a=b (modn)= f(a)=f(b) (modn);

(d) Se a = b (mod n), entdo mde(a,n) = mde(b, n);

(e)Sea+c=b+c (mod n), entdoa = b (mod n);

(f) Se ac = bc (mod n) e mdc(c,n) = d, entdo a = b (mod %5). Em particular, se mdc(c,n) =
1, entdo a = b (mod n);

(g) Se a = b (mod mn), entdo a = b (mod n).

Demonstracao: (a) Comoa =b (mod n)ec=d (mod n),entdon | (a —b)en | (c —d).
Segue da Proposi¢ao 2.10 que n | [(a—b)+ (¢—d) = (a+c¢)— (b+d)], mas isso € o mesmo que
a4+ c¢=0b+ c (mod n). Por outro lado, segue da Observagdo 2.12 item (i), que n | (a — b)d e
n | (¢—d)a, de sorte que, pela Proposicao 2.10, tem-se que n | [(a—b)d+ (c—d)a = ac—bd], o
que implica ac = bd (mod n). Por fim, como ¢ = ¢ (mod n), conforme item (a)da Proposi¢do
2.39, segue do resultado anterior que ac = bc (mod n). (b) Se a = b (mod n), assim, para
k = 1, o resultado é imediato. Agora, veja que, fazendo ¢ = a e d = b na segunda parte do
item (a), obtemos a*> = b* (mod n). Assumimos, agora, a validade da mesma para k = ¢ e
utilizando a segunda parte do item (a) mostraremos que a congruéncia em epigrafe também se

verifica para k = t + 1. Com efeito, tomemos ¢ = a’ e d = !, dai
at'=a-a'=b-0" =0 (mod n).

Logo, pelo Principio de Inducdo Finita, podemos concluir que esta proposi¢ao é verdaderia
para todo k € N. (¢) Se a = b (mod n), temos, a partir dos itens (a) e (b), que cya® = ¢ b*

(mod n), para 0 < k < m. Portanto, segue da Observagio 2.41 que
fla) = Z cpa® = Z cxb” = f(b)  (mod n).
0<k<m 0<k<m
(d) Como a = b (mod n), existe g € Z tal que @ = b+nq. De fato, poisn | (a —b) = Jq € Z,
de modo que @ — b = ng = a = b + ng. Queremos, pois, mostrar que

mdc(b+ ng,n) = mdc(b,n).

Mas isso € imediato a partir do item (7i) da Proposi¢do 2.24. (e) Se a+c = b+c¢ (mod n), entdo
n | [(a+¢)—(b+¢) = a—b], masisto é implicaa = b (mod n). (f) Sejamn = dn’ e c = dc/,

com ¢ e ' inteiros primos entre si. De ac = be (mod n), segue que n | (ac — be = ¢(a — b)),
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ou seja, (dn') | [dc/(a — b)], ou, ainda, que n’ | ¢/(a — b). Mas, como mdc(n', ') = 1, segue do
intem (7) da Proposi¢do 2.24 que n’ | (a — b). Note que n’ = %, dai, segue que a = b (mod %).
O resto é imediato. (¢g) Se a = b (mod mn), entdo mn | (a — b), e dai, m | (a — b). Mas essa

tltima relagdo equivale a a = b (mod m); analogamente, a = b (mod n). O

Observacao 2.41. O item (a) da proposi¢do acima pode ser generalizado para provar que, se
m,n > 1 sdo naturais e ay,. .., 0y, by, ..., by sdo inteiros tais que a = by (mod n) para

1 <k < m, entdo

Z ap = Z by (modn) e H ay = H by (mod n).

1<k<m 1<k<m 1<k<m 1<k<m

Exemplo 2.42. Mostre que todo niimero da forma 19%" — 1 é divisivel por 17.

Resolucdo: Isto equivale a demonstrar que 17 | (195" — 1), de sorte que isto € equivalente a

1987 =1 (mod 17). Para isso, observemos que
19=2 (mod 17)

e, assim, 19* = 2* (mod 17) & 19* = 16 (mod 17). De sorte que 16 = —1 (mod 17).

Temos
19*=—1 (mod 17).

Elevando ambos os membros ao quadrado, temos que 19° = 1 (mod 17) e, portanto, 19" =

1" =1 (mod 17), como querfamos mostrar. g

Exemplo 2.43. Para N € N, mostremos, utilizando congruéncia, que o resto da divisdo de N

por 9 é igual ao resto da divisdo da soma dos algarismos da representagdo decimal de N por
9.

Resolucdo: Se N = (a,a,_1---ajag)io € a representacdo decimal do natural N, podemos
escrever
N =a,10" + a, 110" ' 4+ -+ + ago + ap = Z ar10".

0<k<n

Como 10 = 1 (mod 9), aplicando as propriedades da Proposi¢io 2.40, temos que 10* = 1

(mod 9), donde
N = Z ap10F = Z ap (mod 9).

0<k<n 0<k<n
Portanto, segue que N e a soma de seus digitos na base 10 possuem o mesmo resto na divisao

por 9. O
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Teorema 2.44. (Fermat). Para a,p € Z, com p primo, temos o = a (mod p). Em particular,
se mdc(a,p) = 1, entdo
a?'=1 (mod p). (2.1)

Demonstra¢io: Se a? = a (mod p), entdo p divide a”? — a = a(a’~! — 1); portanto, se
mdc(a, p) = 1, segue do item (a) da Proposi¢do 2.24 que p | (a?~! — 1) e segue (2.1). Assim,
basta, pois, mostrarmos que a” = a (mod p), para todo a € Z. Se p = 2 o resultado é 6bvio,
uma vez que a’> — a = a(a — 1), sendo o produto de dois inteiros consecutivos e, portanto,
par. Suponhamos, que p > 2 e provaremos o resultado, primeiramente para a > 0, por induc¢ao
sobre a. Para ¢ = 1 nada h4 a fazer. Suponha por hipétese de inducio, o teorema valido para
um certo valor natural de a, isto é, suponha que k” = k (mod p), para algum k& € N. Para

a =k + 1, temos

(k1P —(k+1) = [ Y <p.>kpf>—(k+1>

0<j<p J

[ e e G-
— :k”+ <11’>kp—1+---+ (pfl>k+1] —(k+1)

- :(k”+1)— (k+1)] + [(?)k”‘l%—---%— (pﬁl)k}

= R+ > (f,)kp—f.

1<j<p—1

Mas, como p | (k? — k) (pela hipdtese de indugdo) e p | (f) para 1 < j < p — 1, de fato, uma

vez que 0 nimero

(p) _ o plp=1)... G+
i) M=) (»—J)!
¢ um inteiro, temos que (p — j)! | (p(p —1)...(j + 1)). Como p é primo, segue que p {
1,2,3,...,p—7, de sorte que o Lema 2.35 garante que p { (p — j)!, assim mdc(p, (p—7)!) = 1.
Portanto, pelo item (z) da Proposicao 2.24, concluimos que (p — 7)! divide p(p — 1)... (5 + 1)
e, dai, (7;) ¢ um muiltiplo de p. Logo, deste resultado, segue que p divide (k+ 1)? — (k+ 1), ou
seja, que (k+ 1)? = (k+ 1) (mod p).

Analisaremos, agora, o caso a < 0: se a = 0, nada h4 a fazer; se a < 0, entdo, uma vez que

p € impar, segue do que fizemos acima que

a’ = —(—a)’ = —(—a) =a (mod p).

25379249

Exemplo 2.45. Determine o resto da divisdo de por 11.
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Resolucao: Utilizando os resultados ja apresentados e o teorema acima, vamos calcular o resto
da divisdo de 2°37%49 por 11. Primeiramente, note que, sem a utilizacdo do teorema acima,
deviamos efetuar uma quantidade enorme de poténcias médulo 11 para encontrarmos o resto
em questdo. De sorte que, pelo resultado anterior, tem-se 2!1° = 1 (mod 11). De fato, veja que:
11| [(2"° — 1) = 1024 — 1 = 1023 = 93 - 11]. Por outro lado, 13 = 2 (mod 11), entdo

135979249 — 95370249 _ (910)337924 99 — 15T 99 (104 11).
Mas, 2° =6 (mod 11) = 2537249 = 6 (mod 11). Portanto, o resto em questio é 6. O

Exemplo 2.46. Mostre que 2222°5°5 + 55552222 ¢ muiltiplo de 7.

Resolucdo: De sorte que isto equivale a mostrar que 2222°5%5 + 55552222 = () (mod 7), de
fato, isto € 0 mesmo que 7 | (22225%5° 4 5555%222), Como 7 é primo e mdc(2222,7) = 1 e

mde(5555,7) = 1, pelo Teorema de Fermat, temos que
2222°=1 (mod 7) e 5555°=1 (mod 7).
Por outro lado, pelo algoritmo da divisao, tem-se:
5505 =920 X 6+5H e 2222=370x 6+ 2

Entao,
22225 = 1 (mod 7) =

(22226)92° = 1 (mod 7) =
(22226)9%5 . 92995 = 92295 (mod 7) =
2222%5% = 3> (mod 7) =
22225%% = 243 (mod 7) =

2222595 = 5 (mod 7).

A dltima equagio nos diz que o resto da divisdo de 22225%5° por 7 é 5. Outrossim:

5555 = 1 (mod 7) =
(55556)3° = 1 (mod 7) =
55552220 . 5555 = 5555 (mod 7) =
55552205555 = 4 (mod 7) =
5555220 . 55552 = 42 (mod 7) =

5555%222 = 2 (mod T).

A dltima equagdo nos diz que o resto da divisdo de 55552222 por 7 é 2. Donde segue que
2222%95% 4 5555222 = 5 4+ 2 =7  (mod 7) & 2222°%%° 4 5555?22 = (0 (mod 7).

Portanto, 22225%%° + 55552222 ¢ miltiplo de 7. O



Capitulo 3
Equacoes Diofantinas Lineares

Neste capitulo, tomando como base [1] , [2], [3], [4] e [11], mostraremos como encontrar
uma solugdo particular e a solucao geral de equagdes diofantinas lineares com n incégnitas. Para
tal finalidade, iniciaremos abordando acerca das equacgdes diofantinas lineares a duas incégnitas,
logo em seguida, a trés incognitas, e finalmente as equagdes a n incdgnitas. Buscamos, desta
forma, compreender melhor como se da o processo de resolucdo de equacgdes diofantinas li-
neares, a partir da técnica apresentada por [1], bem como possibilitar uma compreensao mais

consistente por parte do leitor.

3.1 Equacoes Diofantinas Lineares a duas Incognitas

Esse tipo de equagdo com duas incdgnitas se apresenta da seguinte forma: ax + by = ¢ com
a,b,c € Z,onde a e b sdo inteiros ndo nulos simultaneamente.

Para determinar uma solucdo da equacdo ax + by = ¢, devemos procurar inteiros z € ¥,
de forma que axg + byy = c seja verdadeira.

Dada uma equagdo, as perguntas naturais que se colocam sdo as seguintes:
e Quais sdo as condi¢des para que a equagdo possua solugao?
e Quantas sdo as solugdes?
e Como calcular as solugdes, caso existam?
No que segue, buscaremos responder a estes questionamentos.

Proposicao 3.1. Uma equacdo diofantina linear ax + by = ¢, em que a # 0 ou b # 0, tem

solugdo se, e somente se, d = mdc(a, b) é um divisor de c.
Demonstracdo: Se (o, yo) é uma solugdo, vale a igualdade
axg + by = c.

30
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Como d | aed | b, entdo d | ¢, este resultado segue da Proposi¢do 2.10. Reciprocamente, se
d = mdc(a,b), entdo pelo Teorema de Bezout, podem-se determinar xg, o € Z, de modo que,

axo + byo = d. Por hipétese, por hipdtese, d | ¢ e, portanto, ¢ = gd para algum inteiro ¢, tem-se

c=dq = (axo + byo)q = (axo)q + (byo)g = a(xoq) + b(yoq),

Portanto, o par (zoq, yoq) € solugdo da equacdo em epigrafe. O

Proposicao 3.2. Seja (g, yo) uma solucdo particular da equagdo diofantina linear ax+by = c,

onde a # 0eb # 0. Entdo, essa equacdo admite infinitas solugdes, e o conjunto dessas solucoes
b a
S = “tyo——t||teZ,
{0 G =)iee2)

Demonstracao: Primeiramente, mostraremos que, todo par (zo+(b/d)t, yo—(a/d)t) € solugdo

,-

onde d = mdc(a,b).

da equacao considerada. De fato,

a(zo + (b/d)t) +b(yo — (a/d)t) = (axo+ a(b/d)t) + (byo — ba/d)t)
(azo + byo) + (a(b/d)t — b(a/d)t)
= (axo+ byo) + [(ab — ba)/d]t

= aro+ byO = ¢,

jaque (zg, yo) € solucdo, por hipétese. Agora, seja (z’,y’) uma solugdo genérica da equagio em
tela. Entdo,
ax’' + by = ¢ = axy + byo,
donde
a(z’ — xo) = blyo — ).
Por outro lado, como d | a e d | b, existem inteiros 7 e s tais que a = dr e b = ds, de modo que
mde(r, s) = 1. Assim,
dr(z’ — xo) = ds(yo — v'),
e, portanto,
r(z' —x0) = s(yo — ).
Dessa tltima igualdade, segue que 7 | s(yo — 3'). De sorte que r e s sdo primos entre si,

pelo item (z) da Proposi¢ao 2.24, r | yo — v'. Logo, para algum ¢ € 7Z, tem-se
yo—y =rt &y =yg—rt. (3.1)
Agora, note que, em consequéncia,

r(z' —xo) = s(yo — y') = srt,
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donde
r(x’ — xy) = srt,
€, portanto,

¥ — 1wy = st < a' =z + st. (3.2)

Por fim, fagamos r = a/d e s = b/d. Logo, de (3.1) e (3.2), obtemos

, a

Yy =Y — (a)tu
, b

r =x9+ <a>t

Exemplo 3.3. Vejamos como achar as solucoes de 172z + 20y = 1000.

Resolucao: Dividindo os coeficientes da equacao 172x + 20y = 1000 por 4, obtemos a equagao
equivalente 43z 4+ 5y = 250. Como mdc(43,5) = 1, esta ultima equag@o é compativel, isto é,
tem solugdo portanto, 0 mesmo ocorrendo com a equacgao dada. Por outro lado, notemos que se
(20, yo) € solugdo de 43z + 5y = 1, entdo o par (250z, 250y,) € solugdo de 43x + by = 250,
de fato, basta multiplicar 43z + 5y = 1 por 250. Mas uma solu¢do de 43x + 5y = 1 pode ser
achada, conforme ja pontuamos na subsec@o 2.3.1, basta utilizarmos o algoritmo de Euclides

de trds para frente. Vejamos!

43=5-843
0=3-1+4+2
3=2-1+1.

Das divisoes sucessivas, obtém-se

1=3-2-1 = 3-(5-3-1)

= 3-2+45-(-1)
= (43-5-8)-245-(—1)
= 43-245-(—17). (3.3)

Segue que (zg,yo) = (2, —17) € solucdo da equagdo 43z + 5y = 1. Logo, (250x, 250y,) =
(500, —4250) é uma solugdo particular da equacdo dada.

Consequentemente, sua solucao geral é expressa da seguinte forma:

z = 500+ 5t,
y = —4250 — 43¢,



CAPITULO 3. EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES 33

onde t € Z.

Por fim, o conjunto dessas solugdes é:
S = {(500 + 5¢, —4250 — 43t)|t € Z}.

|

Conforme pontua [4], o Unico verdadeiro trabalho que se tem para resolver uma equacao
diofantina linear ax + by = ¢ é calcular mdc(a, b) para verificar se divide ou no ¢ e descobrir

uma solugao particular xg, 9. Vejamos mais exemplos.

Exemplo 3.4. Decomponha o niimero 100 em duas parcelas positivas tais que uma é miiltiplo
de 7 e a outra de 11. (Problema do matemdtico L. Euler [1707-1738].)

Resolucao: A equagio a ser resolvida é 7z + 11y = 100, que possui solugdo, pois mdc(7,11) =
1 e 1| 100. Por outro lado, notemos que, se (g, yo) € solu¢do de 7x + 11y = 1, entdo o par
(100z¢, 100yq) € solugdo de 7z + 11y = 100. Para encontrarmos o par (g, 3o), procederemos

conforme exercicio anterior. Assim, segue-se:

11=7-144
7T=4-143
4=3-1+1.

Das divisdes sucessivas, temos que

1l=4—(3-1) = 4—(T—4-1)

= 4.2-7
= (11-7-1)-2-7
- 11-2-7-3

— 7-(=3)+11-2.

Logo, (x¢,y0) = (—3,2). Assim, (100x¢, 100y,) = (—300,200) é uma solugdo particular da
equacao dada. Portanto, a solugdo geral é da forma: x = —300+ 11t ey = 200 -7t com t € Z.

No entanto, note que, estamos interessados em solugdes positivas, isto é, x, y > 0. Entdo,

300
—300+ 11t >0t > TR (3.4)
200
200—7t>0<:)t<7. (3.5
Desde que 300 = 27 - 11 + 3 e 200 = 28 - 7+ 4. Assim, de (3.4) e (3.5), segue que
300 3 200 4
=T <t < —— =28+ —. (3.6)

11 11 7 7
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Logo, de (3.6), devemos ter ¢ = 28. Portanto, x = —300 + 11 - 28 = —300 + 308 = 8 e
y = 200 —7-28 = 200 — 196 = 4. Finalmente, 7 -8 = 56 e 11 - 4 = 44 sao as parcelas

procuradas. O

Exemplo 3.5. Mostre que nenhum inteiro pode deixar resto 5 quando dividido por 12 e resto 4

quando dividido por 15.

Resolucao: Por absurdo, suponha que exista um inteiro positivo n satisfazendo tais condicde.
Entdo, n = 12y + 5 e n = 15z + 4, o que nos conduz a equagdo 15z — 12y = 1. Dai,
mde(15,12) | 1, isto é, 3 | 1. Absurdo! Portanto, ndo existe nenhum inteiro positivo satisfa-

zendo tais condigdes. O

3.2 Equacoes Diofantinas Lineares a trés Incognitas

Consideremos agora a equacdo a;x + asy + asz = b, onde cada a;, com 7 = 1,2, 3, sejam
inteiros ndo nulos simultaneamente. A mesma argumentacao usada para provar a Proposi¢ao 3.1
garante que essa equacgdo admite solugdes se, e somente se, d = mdc(ay, as, az) divide b. Com
efeito, pelo item (i7) do Coroldrio 2.23, tem-se que mdc(ay, ag, az) = mde(mde(ay, as), as).
Assim, se mdc(ay,as) = di, entdo existem uj,uy € Z para os quais aju; + agus = dy,
conforme Teorema de Beézout. Como d = mdc(ay, as, a3) = mde(dy, as), existem v, zy € Z

tais que d = dyv + agzp. Dai,
d = dyv + azzy = (a1ug + agus)v + azzy = a1(uiv) + as(ugv) + aszo.
Fazendo au; = xg € asus = 1o, temos que
a1To + asyo + azzo = d.
Assim, se a;x + asy + azz = b admite solugdo, como b = dq para algum ¢ € Z, entdo:
ai(zoq) + az(yoq) + az(20q) = dg = b.
O que mostra que (zoq, Yoq, z0q) é uma de suas solugdes particulares.

Exemplo 3.6. Vejamos como encontrar uma solucdo particular de

120z + 84y + 1442 = 60.

Resolu¢ao: Como mdc(120,84,144) = 12 e 12 | 60, entdo essa equagdo é compativel, ou seja,

admite solug@o. Consideremos sua forma equivalente:

10z + 7y + 122 = 5.
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Seja d; = mdc(10,7), pelo Algoritmo de Euclides, temos que

10=7-1+3
7T=3-2+1
3=1-3+0.
Entdo, d; = 1.
Dai,

1=7-3-2=7—-(10-7-1)-2=10-(—-2)+7-3.
Agora, veja que o mdc(1,12) = 1. Entdo, tomando 2z, = 0, teremos que:
10-(-2)+7-3+12-0=1.

Logo o terno (—10, 15, 0) é uma solugdo da equacdo dada. De fato, 120-(—10)+84-15+144-0 =
—1200 + 1260 + 0 = 60. O

3.2.1 Solucao Geral

Para encontrar a solugdo geral de uma equacgao diofantina linear a trés incognitas, caso seja
compativel, utilizaremos os seguintes passos:

(i) Por meio de uma substitui¢io, reduziremos a equacao original a uma equacdo com duas
incognitas e resolveremos essa equacao.

(ii) A partir dessa solucdo, retornaremos na substituicao feita inicialmente e resolveremos mais
uma equacgao a duas incégnitas, obtendo, assim, a solugdo geral.

Considere a equacdo a,x + asy + azz = b, onde ay, as, a3 € Z e os trés sdo direfentes de
zero. Se a equagdo possui solucdo, entdo d = mdc(ay, as, agz) | b. Considerando, ayz+asy = k,
temos

k+azz =D, 3.7

Que, evidendimente, a Equacdo (3.7) possui solugdo. Uma vez que d; = mdc(l,a3) = 1e

1 | b. Pela Proposi¢do 3.2, segue que a solugdo geral da Equacéo (3.7) é dada por

a 1
S = {(k‘o+ d—jcho — d—1t1)|t1 € Z},

como mdc(1,az) = 1, segue que
S = {(ko + asty, 20 — tl‘ t] € Z)}

Agora, vejamos que a;x + axy = k = ko + ast; e, sendo assim, devemos escolher valores

convenientes para t;, que satisfaca

dg = mdc(al, CLQ) ’ (k?o + agtl).
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Pela Proposicao 3.2, segue que a solugado geral de a,x + asy = k €é da forma

a a
Sy = {(%‘F d—zt2,yo — d—:t2>| ty € Z}'

Por fim, podemos concluir que o conjunto solu¢do da equagao a;x + asy + azz = b é dado por

a a
S = (m0+—2t2,y0——1t2,zo—t1 |t to €Zp.
do do

Exemplo 3.7. Determinemos todas as solugoes inteiras da equagdo 120z 4 84y + 144z = 60.

Resolucao: Ja vimos no Exemplo 3.6 que a equacdo acima possui solucdo. Por outro lado,
vimos também que, a equacdo 120z + 84y + 144z = 60 equivale a 10x + Ty + 12z = 5.
Vamos agora encontrar a solucdo geral da equacdo em epigrafe a partir da equacado equivalente
10x + 7y + 12z = 5. Para isso, tomamos k = 10x + 7y. Dai teremos k + 12z = 5 que, também,
possui solugdo, pois mdc(1,12) = 1 | 5. Pelo Teorema de Bézout, segue que existem u,v € Z
de modo que mdc(1,12) = u + 12v, ou seja, podemos escrever 1 como combinagao linear de 1
e 12. Para tal, observe que

1=1-(-11)+ 12. (3.8)

Multiplicando por 5 ambos os lados de (3.8), teremos
5=1-(=55)+12-(5).

Sendo, pois, (—55,5) uma solugdo particular de k + 12z = 5, segue da Proposi¢do 3.2 que a
solucdo geral de k + 12z = 5 é dada por

Sy = {(=55 + 12,5 — t;)|t; € Z}. (3.9)

Analisaremos agora 10x 47y = k = —55+ 12¢;. Note que, mdc(10,7) = 1e 1| (—=55+12ty).

Assim, t; pode assumir qualquer valor inteiro. No Exemplo (3.6), vimos que
1=10-(=2)+7-(3). (3.10)
Dai, multiplicando ambos os lados de (3.10) por (—55 + 12t; ), teremos

(=55 +12t1) -1 = 10-(=2)- (=55 + 12t;) + 7+ (3) - (=55 + 12t,)
—55+12t; = 10- (110 — 24t;) + 7 (=165 + 36t,).

Pela Proposicao 3.2, segue que a solugado geral de 10x + 7y = —55 + 12¢; é dada por
So = {((110 — 24t1) + Tta, (—165 + 36t1) — 10t5)| t1,ts € Z}. (3.11)

Portanto, de (3.9) e (3.11), segue que o conjunto de todas as solu¢des da equacao 10x + 7y +
122 =5¢

S = {(110 — 24t; + Tty, —165 + 36t; — 10t5,5 — t1)| t1, £y € Z}. (3.12)

Finalmente, os elementos de S sdo as solucdes gerais da equacao dada. O



CAPITULO 3. EQUACOES DIOFANTINAS LINEARES 37
Exemplo 3.8. Encontre todas as solucoes inteiras de 8x + 18y + 20z = 1034.

Resolucao: Como mdc(8,18,20) = 2 e 2 | 1034, entdo a equacdo possui solu¢do. Por outro
lado, observe que, a equagdo 8x + 18y + 20z = 1034 equivale a 4z + 9y 4+ 10z = 517 e
mdc(4,9,10) = 1 | 517, como esperado, e a equagdo equivalente é compativel. Faremos agora
a reducdo da equagdo 4x + 9y + 10z = 517 em duas novas equagdes, sendo elas 4z + 9y = k
e k 4+ 10z = 517. Para a equac@o k + 10z = 517 temos que mdc(1,10) = 1e 1 | 517. Agora,

vamos escrever 1 como combinacdo linear de 1 e 10. Temos
1=1-(-9)+10-(1). (3.13)
Multiplicando por 517 ambos os lados de (3.13), temos que
517 =1-(—4653) + 10 - (517).

Logo, (—4653,517) é uma solucdo particular da equagdo k + 10z = 517 e, portanto, pela

Proposicdo 3.2, segue que a solucao geral € da forma

Agora, precisamos encontrar a solu¢do da segunda equagao, ou seja, de 4r+9y = k. Mas, antes,
vejaque 4z +9y = k = —4653+10¢;. Desde que mdc(4,9) = 1e 1 | (—4653+10t1), Vt; € Z,
de fato, 1 | —4653 e 1 | 10. Como fizemos em (3.13), vamos escrever mdc(4,9) = 1 como

combinacdo linear de 4 € 9. Assim, segue-se:
1=4-(-2)+9-(1). (3.15)
Multiplicando ambos os lados de (3.15) por —4653 + 10¢;, teremos
—4653 + 10t; =4 - (9306 — 20t1) + 9 - (—4653 + 10t,). (3.16)

Logo, de (3.16), segue que (9306 — 20t;, —4653 + 10¢;) é uma solucdo particular da equagio
4x + 9y = k, e portanto, pela Proposi¢do 3.2, temos que a solugdo geral desta equacdo € da
forma

So = {((9306 — 20t1) + 9to, (—4653 + 10ty) — 4ts| ty € Z}. (3.17)

Portanto, de (3.14) e (3.17), tem-se que a solu¢do geral da equagdo 4x + 9y + 10z = 517 é dada
por
S = {(9306 — 20ty + 9ty, —4653 + 10ty — 4to, 517 — t1| t1, 19 € Z}.
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3.3 Equacoes Diofantinas Lineares a n Incognitas

Mostraremos nesta secao um método que nos permite encontar tadas as solucdes de uma
equacao diofantina linear a n incognitas. Para tal, consideremos a equagao diofantina linear a n
incognitas

a1r1 + asxe + - + p_1Tp_1 + apx, = b, (3.18)
onde nos interessa encontrar um conjunto de n-uplas (z1, s, ...,x,) de inteiros em que a
condicdo (3.18) € verificada. Este método consiste em reduzir a equacdo diofantina linear com
mais de duas incégnitas em uma equagao diofantina linear de duas incégnitas, conforme fizemos
na secdo anterior. Por outro lado, a mesma argumentacdo usada para provar a Proposicao 3.1
garante que a Equacao (3.18) admite solug@o inteira se, e somente se, d = mdc(ay, as, ..., a,) €

d | b. Os resultados que se seguem tém como base [1] e [11].

3.3.1 Solucao Particular

Para obter uma solugdo particular para (3.18), observemos que, se d; = mdc(ay, as), entdo
pelo Teorema de Bezout segue que existem uy, us € Z para os quais au; + asus = d;. Tome-
mos agora ds = mdc(dy, az). Novamente pelo Teorema de Bézout, existem us, uy € Z de modo
que dius + azug = dy. Vejaque dy | ay, as, as, pois mdc(ay, as, ag) = mde(mde(ay, as), az) =
mdc(dy, a3) = dy, conforme item (ii) do Corolério 2.23. Procedendo de forma andloga n — 1
vezes, chegaremos em d = mdc(d,_1,a,), ou seja, podemos escrever d como combinagdo

linear dos a; s da seguinte forma
/ / / " —d
a1T7 + asxy + - + a1, + apx, = a.

Vide Teorema de Bézout. E como d | b, entdo existe g € 7Z tal que, b = dgq.
Donde,
a1(71q) + a2(759) + -+ + an1(2,19) + an(,9) = d - g =b.
Portanto,
(10,254, -+, 010, T3,9),

€ uma solucao particular da Equagao (3.18).

3.3.2 Solucao Geral

Para encontrar a solucdo geral da Equacdo (3.18), devemos utilizar o processo de reduzi-
la a uma equacdo diofantina linear a duas incégnitas. Conforme segue, ayx; + asxrs + - -+ +
ap_1Tn—1 = ki e ky + apz, = b, de modo que d; = mde(1l,a,) = 1, e 1 | b. Assim, pela

Proposi¢do 3.2, a solucdo geral de k; + a,x,, = b é da forma

a 1
k?l = k’i + d—"tl,xn = Ifn — d—tl,com tl € 7.
1 1
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Repetido o mesmo argumento, agora para a,xy + asxs + - - - + @p_1T,_1 = k1, teremos a;x; +
Aoxg + *++ + Ap_9Tp_o = k'Q € kz +Qp_1Tp_1 = ]{71. Note que d1 = de(l, CLn,1> =1lel ’ kl.

Logo, pela Proposicdo 3.2, a solucdo geral de ks + a,,_12,—1 = k; € da forma

Ap—1
! n /
]CQ = k‘2 + d—tg, Tp—1 =T,
2

Faremos o mesmo para a equagdo a,x; + asxs + - - - + G, _2x,_o = ko, entdo facamos, a,x; +

1
— —t9,comty € Z.
dy

aoxo + +++ + Qp_3Tp_3 = k3 € ]{?3 + Qp_9oTp_o = k’g, de modo que d3 = de(l, an_z) =1le

1 | k. Dai, da Proposi¢do 3.2, segue que a solugdo geral de k3 + a,,_2x,_2 = ko é da forma

Ay 1
k’g = ké + d—2t3, Tp—o = 1'2172 — d—tg,COI’H t3 € 7.
3 3

Seguindo estes argumentos, podemos concluir que a solugao geral da Equacgdo (3.18) é dada por

a2

/
r = :c1+—d tn-1,
n—1
ai
/
Ty = Ty = g tn-1,
n—1
/
x3 = X3—tp_o,
T, = 1z, —t,

Paraty, ty,...,t,_1 € Z que pode ser representada da seguinte forma

S = (@t -ty =ty Tty gy~ ) [ € i =1,2,3, - n—1},
dn—l dn—l

sendo d,,_1 = mdc(ay, as).

Exemplo 3.9. Determine todas as solucoes da equacdo diofantina 8x+18y+20z+80w = 648.

Resoluc¢ao: Note que a equagdo dada possui solugdo, pois mdc(8, 18,20,80) = 2e 2 | 648. Por
outro lado, a equagdo 8x + 18y + 20z 4+ 80w = 648 equivale a 4z + 9y + 10z + 40w = 324,
veja que mdc(4,9,10,40) = 1 e 1 | 324 como esperado. Agora, fagamos a reduco da equagio
4r + 9y + 10z + 40w = 324 em duas novas equagdes. Assim, teremos 4x + 9y + 10z = ky e
k1 +40w = 324. E evidente que a equacio k; +40w = 324 possui solucio, pois, mde(1,40) =1
e 1 | 324. Portanto, conseguimos encontrar uma solugdo particular e geral, conforme fizemos
na secdo anterior. Para encontrarmos uma soluc¢do particular de k; + 40w = 324, basta, pois,
escrevermos 1 como combinagao linear de 1 e 40, de sorte que o Teorema de Bézout garante a

existéncia de u, v € Z, taisque 1 = 1 - v + 40 - v. Com efeito, vejamos:
1=1-(=39)+40-(1). (3.19)
Multiplicando por 324 ambos os lados de (3.19), resulta

324 = 1. (—12636) + 40 - (324). (3.20)
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De (3.20) temos que (—12636,324) é uma solucd@o particular de k; + 40w = 324. Segue,

portanto, da Proposido 3.2 que a solugao geral desta equagdo € da forma
S1 = {(—12636 + 40t1,324 — t1)| t; € Z}. (3.21)

Veja que 4z + 9y + 10z = k; = —12636 + 40t; e como mdc(4,9,10) = 1 | (—12636 +
40t1),V t; € Z, assim, podemos tomar ¢ arbritario. Resolvemos agora 4x + 9y + 10z = k; =
—126364-40t,, fazendo uma nova reducao. Para tal, tome 4249y = ko. Logo, temos ky+10z =
—12636 + 40t;, que também possui solugdo, pois mdc(1,10) = 1e 1 | (—12636 + 40t;).

Portanto, escrevendo como combinag@o linear mdc(1, 10) = 1, tem-se
1=1-(-9)+10-(1). (3.22)
Multiplicando ambos os lados de (3.22) por (—12636 + 40¢;), temos que

(—12636 4+ 40t;) -1 = 1-(—=9)-(—12636+ 40¢,) + 10 - (1) - (—12636 + 40¢,)
—12636 4+ 40¢; = 1- (113724 — 360t;) + 10 - (—12636 + 40t,),

donde concluimos que a solucao particular de ks + 102 = —12636 + 40t, é
(113724 — 360t;, —12636 + 40t,),
de modo que sua solucao geral é dada por
Sy = {(113724 — 360t; + 10to, —12636 + 40ty — to| t1,t2 € Z}. (3.23)

Falta, portanto, encotrarmos a solu¢do geral de 4x + 9y = ko = 113724 — 360t; + 10t,,
que possui solugdo para quaisquer valores de ¢; e t5. De fato, temos que mdc(4,9) = 1 e
1| (113724 — 360t; + 10t2). De (3.15), segue que

1=4-(=2)+9-(1). (3.24)
Multiplicando ambos os lados de (3.24) por 113724 — 360¢; + 10%,, obtemos

113724 — 360t, + 10t, = 4-(—2)- (113724 — 360t; + 10t,) + 9 - (113724 — 360¢; + 10t,)

4 .
4 (—227448 + 720t; — 20t5) + 9 - (113724 — 360¢; + 10¢5).

Logo,
(—227448 + 720t; — 20t5, 113724 — 360t; + 10ts)

¢ uma solugdo particular de 4x + 9y = ky = 113724 — 360t; + 10%,, e a solugdo geral é dada

por

S5 = {(—227448 + 720t; — 20t5 + Ot3, 113724 — 360t + 10ts — 4t3)| t1, ta, t5 € Z}. (3.25)
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Portanto, de (3.21), (3.23) e (3.25), segue que a solugdo geral de 4x + 9y + 10z + 40w = 324 ¢

da forma
S = {(—227448 + 720t; — 20ty + 9t3, 113724 — 360t + 10ty — 4t3, —12636 + 40t — to,324 — 1)},

com tq,ty, t3 € Z.

Finalmente,o conjunto S € a solucdo geral da equagdo dada. O



Capitulo 4

Equacoes Diofantinas Elementares nao

Lineares

4.1 As Ternas Pitagoricas

4.1.1 Um Pouco da Historia

Pitdgoras nasceu na ilha de Samos por volta do ano 560 a.C.. Quando jovem, visitou demo-
radamente o Egito, a India e a Mesopotimia, onde, a par da Matemitica, certamente absorveu
muito do misticismo desses lugares. Voltando ao mundo greto, fundou em Crotona (sudeste da
Itdlia de hoje) uma escola, na verdade uma sociedade secreta, dedicada ao estudo da Matematica
e Filosofia, principalmente.

O Teorema de Pitagoras € um dos mais belos e importantes teoremas da Matematica de todos
0s tempos e ocupa uma posi¢ao especial na histéria do nosso conhecimento matematico. Foi
onde tudo comecou. Desde o século 5 a.C. até o século 20 d.C., inimeras demonstrac¢des do Te-
orema de Pitdgoras apareceram. Por outro lado, € importante destacar que, antes de Pitdgoras, os
babildnios antigos conheciam o Teorema de Pitdgoras. Temos provas concretas deste fato, mas
os matematicos da época nio estavam preocupados com demonstragdes, na verdade, eles conhe-
ciam receitas que davam certo e, com elas, resolviam intiimeros problemas. Ja para Pitagoras,
a ideia da prova matemdtica era sagrada, e foi esse tipo de demonstracdo que permitiu que
a Irmandade, escola pitagdrica, descobrisse varias coisa. Segue o enunciado do Teorema de
Pitdgoras: em qualquer triangulo retangulo, a area do quadrado cujo lado é a hipotenusa
¢ igual a soma das areas dos quadrados que tém como lado cada um dos catetos.

Se a é amedida da hipotenusa e se b e ¢ sdo as medidas dos catetos, o enunciado do Teorema
de Pitdgoras equivale a afirmar que

a® =b + A 4.1)

Nao resta divida que os pitagéricos viam o papel dos nimeros no mundo de uma ma-

42
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neira muito especial. Dai ndo ser surpresa que a aritmética tedrica tenha nascido entre eles.
Como a escola tratava a matemdtica de maneira muito filoséfica e abstrata, desvinculada das
exigéncias da vida prética, era natural que separassem o estudo tedrico dos niumeros, que cha-
mavam aritmética, dos célculos praticos, que denominavam logistica, preocupando-se essen-
cialmente apenas com o primeiro desses aspectos. Considerando o grau de preocupacdo dos
pitagéricos no sentido de ligar os nimeros (naturais) as coisas, especialmente a geometria, era
natural esperar que procurassem determinar todos os tridngulos retangulos de lados inteiros.
Este problema consiste em resolver no conjunto das ternas ordenadas de nimeros naturais nao

nulos a equagdo 22 + y? = 22

Uma terna (a,b,c) de nimeros naturais nao nulos tal que
a® + b = ¢ chama-se terna pitagdrica.

Com isso, a escola pitagdrica inaugurou o estudo de problemas indeterminados envolvendo
nimeros naturais, algo que seria retomado posteriormente, com grande folego, por Diofanto

de Alexandria (séc. III, d.C.). E importante destacar que os préprios pitagdricos chegaram 2

m2—1 m?2+1
m7 ) )
2 2

que, para m impar, fornece infinitas solucdes dessa equagdo (embora nao todas).

férmula

Vejamos alguns exemplos:

e Para m = 3, obtém-se a terna (3,4,5), que satisfaz (4.1). De fato, veja: 3% + 4> =
9+ 16 = 25 = 5%

e Para m = 7, obtém-se a terna (7,24, 25), que satisfaz (4.1). De fato, veja: 7% + 242 =
49 + 576 = 625 = 25%;

e Param = 13, obtém-se a terna (13,84, 85), que satisfaz (4.1). De fato, veja: 13% + 842 =
169 + 7056 = 7225 = 852;

e Para m = 101, obtém-se a terna (101,5100,5101), que satisfaz (4.1). De fato, veja:
1012 4+ 5100% = 10201 + 26010000 = 26020201 = 51012.

Utilizamos como referéncia basica para o exposto acima [2], [10] e [12].

4.1.2 Ternas Pitagoricas

Nesta secdo, apresentamos alguns resultados que nos permitem encontrar todas as ternas
pitagoricas. Conforme vimos na se¢ao anterior, os pitagoricos conheciam uma férmula para ge-
rar infinitas ternas pitagoricas (a, b, ¢). De modo geral, nesta se¢@o, apresentamos as solugdes
(z,y, 2) da equagdo diofantina 72 + y*> = 22, com z,y, 2z € Z e diferentes de zero. Posterior-
mente, utilizaremos estes resultados para resolver outras equagdes em nimeros inteiros. Para o

que segue, tomamos como referéncia [6], [8] e [11].
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Definicao 4.1. Uma terna de niimeros naturais (x,y, z) chama-se terna pitagdorica se

Além disso, a terna (x,vy, z) chama-se primitiva se mdc(z,y, z) = 1.

Como vimos acima (3,4,5), (13,84,85) e (101,5100,5101) sdo exemplos de ternas pi-

tagoricas.

Proposicao 4.2. Se (x,y, z) é uma terna pitagdrica, e k > 1 é um inteiro, entdo (kx,ky, kz)

também serd uma terna pitagorica.
Demonstracdao: Com efeito, tomando nos lugares de = e y os valores kx e ky, temos que
(kz)? + (ky)* = K*2* + K*y* = k*(2® + %), 4.2)

de sorte que, por hipétese (z,y, z) € uma terna pitagérica, isto €, 2% + y*> = 2% Assim, das

igualdades em (4.2) segue que:
(k2)? + (ky)* = k2 + Ky = k2 (a® + %) = k°2°,
a

Exemplo 4.3. Tomemos a terna pitagorica (3,4,5). Note que, para k = 5 teremos (15,20, 25),

que também é uma terna pitagorica. De fato, vejamos:
15% + 20 = 225 + 400 = 625 = 25°.
Proposicao 4.4. Os ternos (x,vy, z) de inteiros ndo nulos tais que ¥* + y* = 2* sdo dados por:
r=2uvd, y = (u® —v*)d, z = (u* +v*)d

ou

r = (u? —v*)d,y = 2uvd, z = (u? +v?)d,
onde k,u e v sdo inteiros ndo nulos, com u e v de paridades distintas e primos entre si.

Demonstracao: Sem perda de generalidade, podemos supor x,y,z > 0. Se d = mdc(z,y),
entdo d* | (2% + y?), de fato, veja: d | x e d | y, dai d* | % e d* | y*. Pela Proposigdo 2.10,
segue que d* | (2? + y?), donde segue que d* | 22, assim 2% = d?] com [ inteiro, como 22 é
um quadrado perfeito, entdo d*/ também deve ser um quadrado perfeito, desta forma [ = m?29,
com m inteiro e ¢ € N. Existem, portanto, inteiros nao nulos a, b e ¢ tais que mdc(a,b) = 1 e

(x,y,z) = (da,db, dc). Ademais, como

=2 e d+ b=
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Dai, basta, pois, encontrarmos as solugdes inteiras ndo nulas a,b e ¢ da equacdo acima,
sujeitas a condi¢do mdc(a,b) = 1.

As condigdes a’+b* = ¢? e mdc(a, b) = 1 nos fornecem os seguintes resultados mdc(a, ¢) =
mdc(b, c) = 1. De fato, como a € b sdo primos entre si, entdo a? e b? também sdo, assim segue
o resultado. Agora, vejamos que o quadrado de um inteiro ¢ deixa resto 0 ou 1 quando divi-
dido por 4, conforme ¢ seja respectivamente impar ou par. De fato, sejat = 2k + 1,k € Z.
Dai t* = (2k + 1) = 4k* + 4k + 1 = 1 (mod 4). Agora, se t = 2k, k € Z, entdo
t? = (2k)? = 4k* = 0 (mod 4). Portanto, se a e b forem impares, entdo ¢* = a® + b? = 2
(mod 4), ou seja, ¢? deixard resto 2 quando dividido por 4, uma contradigdo, ja que ¢ = 0
(mod 4) ou ¢ = 1 (mod 4). Como mdc(a,b) = 1, restam dois casos a considerar: a impar
e b par ou a par e b impar. Analisando o primeiro, temos: Sendo a impar e b par, segue de

c? = a® + b? que ¢ também é impar. Por outro lado,

V' =c®—a?=(c—a)(c+a). (4.3)
Agora, se d = mdc(c — a, c + a), entdo, pela Proposi¢do 2.10, segue que d’ divide
(c+a)+ (c—a)=2ce(c+a)—(c—a)=2a,

e, dai, d' | mdc(2a,2c). Mas mdc(2a,2c) = 2 - mdc(a,b) = 2-1 = 2; entdo d’ | 2. Uma

vez que, ¢ — a e ¢ + a sdo ambos pares, pois a € ¢ tém a mesma paridade, segue que d’ = 2 e

é 2 _[(c—a c+a
2/) 2 A
c—a c+a c+a c—

Pelo item (i) do Coroldrio 2.22, temos que mdc(T, T) = 1. Logo <* e <“ sdo primos

entre si e seu produto € um quadrado perfeito. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, cada

podemos escrever (4.3) como

um destes fatores deve ser o quadrado de um ndmero natural. Assim,

c+a
5 =u? < c+a=2
c—a
5 =’ & c—a= "7

b = 4u*0® o b= 2uv,

com mdc(u,v) = 1, pois mdc(5%, <5 = 1. Escrevendo a, b e c em termos de u ¢ v, obtemos:
a=u®—v%b=2uv,c=u*+v 4.4)

Ademais, como ¢ = u? + v? é impar, u e v tém paridades distintas.
Analisaremos, agora, o segundo caso, sendo, pois, a par e b impar, segue novamente de

c? = a? + b? que ¢ também é impar. Escrevamos agora
a® = (c—b)(c+b); 4.5)

dai, se " = mdc(c — b, ¢+ b), entdo d” divide



CAPITULO 4. EQUACOES DIOFANTINAS ELEMENTARES NAO LINEARES 46

(c+b)+(c—b)=2ce(c+b)—(c—b)=2b,

donde segue que d” | mdc(2b,2¢) = 2. Mas como ¢ — b e ¢ + b sdo ambos pares, segue que

d" = 2, e podemos escrever (4.5) como

a\’ _fc—=b\[c+b
2) 2 2 )
com mdc(%b, %b) = 1. Logo, %b e %b s@o primos entre si e seu produto € um quadrado

perfeito. Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, cada um destes fatores deve ser o quadrado

de um ndmero natural. Assim,

b
C;L —u? < c+b=2u>
—b
62 =’ o c—b="?

> = 4 & a=2uw,
com mdc(u,v) = 1. Escrevendo a, b e ¢ em termos de u e v, obtemos:
a=2uv,b=u®>—1v%c=nu*+% (4.6)

Por outro lado, como ¢ = u? + v? é fmpar, u e v tém paridades distintas.

Finalmente, substituindo (4.4) na equag¢do original, tem-se:

(u* —v*)? + 2uwv)? = (u?)? - 2u*v* + (v*)* + du*v®
— (u2)2 —{—2’&21)2 + (,02>2
= (u?+ 0%~

agora, substituindo (4.6), tem-se:

(2uv)? + (u? —v?)? = 4u®v® + (u?)? — 20 + (v?)?
= (u*)? + 2u*® + (v?)?
= (V¥ +0v°)>

Portanto, concluimos que as ternas acima s@o realmente solu¢des da equacdo em epigrafe. O

Exemplo 4.5. Tomemos u = 3 e v = 2. Assim, encontramos as ternas pitagdricas (5,12,13) e
(12,5,13).

Veja que:
e (5,12,13),(10,24,26),...,(5k, 12k, 13k), ...

o (12,5,13),(24,10,26), . .., (12k, 5k, 13k), ...
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todas sdo ternas pitagéricas, sendo que mdc(5,12,13) = mdc(12,5,13) = 1.
Agora, vejamos como aplicar o resultado da Proposi¢ao 4.4 para encontrar as solucdes in-

teiras de outras equacOes diofantinas.

Exemplo 4.6. Ache todas as solugdes inteiras ndo nulas da equagdo x° + y* = 22% com
x # ty.

Resolucao: Em uma qualquer dessas solucoes, x e y devem ter a mesma paridade, ou seja,
devemos ter = e y ambos pares ou ambos {mpares, pois, caso contrario, x> + 2 seria {mpar.
Note que existem inteiros a e b tais que x = a + b e y = a — b. De fato, € s6 fazer a = %ﬂ e
b= %% coma,be Z\ {0}, pois v # £y. Substituindo tais expressdes para e y na equacio

original, temos que
P+ y*=(a+0)*+ (a—b)?*=2(*+b) =2 a® +b* =22

Uma vez que essa ultima equagao € correspondente a Equacao de Pitagoras, segue da Proposi¢ao
4.4 a existéncia de inteiros nao nulos &, u € v, com u e v primos entre si e de paridades distintas,
tais que

a = 2uvk,b = (u® —v*)k,z = (u® +v*)k
ou

a= (u* — vk, b= 2uvk,z = (u® +v*)k.

Portanto, as solugdes (z, y, z) da equacdo original, com = # +y, sdo de um dos tipos abaixo,

onde k, u, v satisfazem as condi¢des acima descritas:
r = (u? —v® 4+ 2u)k,y = (—u® +v* + 2uv)k, z = (u* + vk

ou

r=(u? — v+ 2wk, y = (v — v* — 2uv)k, z = (v + v?)k.

Exemplo 4.7. Ache todas as solucées inteiras ndo nulas da equagdo x* + y? = 52>
Resolucao: Primeiramente, note que podemos tomar x = 2z e y = 2z. Dai, segue que
2?4y’ =27+ (22)7 = 52%

A igualdade acima fornece uma infinidade de solu¢des da equac@o em tela, mas ndo todas. De
fato, a terna (76, 82, 50) € solu¢do da equagdo dada, veja: 76% + 822 = 5776 + 6724 = 12500 =
5-50% = 5 - 2500. No entanto, nio obedece a regra acima.

Por outro lado, tomando = e y com paridades distintas, teremos z impar. Assim, podemos

utilizar o resultado da Proposi¢do 4.4 na solucdo da equacdo em epigrafe. De sorte que existem
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inteiros a € b ndo nulos, de modo que x = 2a + be y = a — 2b. De fato, é s6 fazer a = 2“”% e

b= x_;y’ de modo que 2z +y = 5me x — 2y = bn, com m,n € Z \ {0}. Substituindo temos

que
22+ y® = (20 +b)* + (a — 2b)* =5(a* + b*) = 52° & a® + b* = 22

Observemos que a ultima equagdo € correspondente a Equagdo de Pitdgoras se a,b € Z.
Dai, segue da Proposicao 4.4 a existéncia de inteiros nao nulos k, v € v, com u € v primos entre

si e de paridades distintas, tais que
a = 2uvk,b = (u® —v*)k,z = (u® +v*)k

ou

a= (u?—v?)k,b=2uvk,z = (u® + v?)k.

Portanto, conseguimos novamente uma infinidade de ternas (z, y, z), ndo todas, da equag@o
original que podem ser dadas de um dos tipos abaixo, onde k,u, v satisfazem as condi¢des

acima descritas:
= (u? — v+ duv)k,y = (—2u* + 20° + 2wk, 2z = (u® +v*)k

ou

r = (2u? — 20 + 2wk, y = (u* — v? — dwv)k, z = (u* + v*)k.

Deixamos como desafio ao leitor encontrar uma féormula que gere todas as solucdes da

equacao dada, a partir da equacdo de Pitdgoras. O

4.1.3 Outras Equacoes Diofantinas nao Lineares

Nesta se¢ao, discutiremos acerca da solubilidade de algumas equagdes diofantinas elemen-

tares nao lineares, para tal, utilizaremos as propriedades das congruéncia.
Exemplo 4.8. Mostre que a equagdo x>+y? = 22-+3 possui infinitas solucédes inteiras positivas.
Resolucao: Primeiramente, veja que:

P =22+3 2% +9° —22=3.

Observe que como 2 € um multiplo de 2, qualquer solucao inteira positiva da equagdo dada deve
satisfazer
4y’ —22=3 (mod2) <2’ +y*=1 (mod 2). 4.7)



CAPITULO 4. EQUACOES DIOFANTINAS ELEMENTARES NAO LINEARES 49

De (4.7), segue que x e y devem ter paridades distintas, pois, caso contrério, z2 + y? seria par,
e terfamos 22 + 32 = 0 (mod 2). Considere o caso em que x = 2g € y = 2q + 1, com ¢ inteiro

positivo. Agora, substituindo esses valores na equacao, original temos que

(202 +(2¢+1)>=2:43 < 4> +4¢>+4¢g+1-3=2z
& z=4¢+2¢—1.

Portanto, as ternas (2¢,2q + 1,4¢* + 2q — 1) sdo solugdes de 22 + y*> = 2z + 3, para todo ¢

inteiro positivo. O

Exemplo 4.9. Mostre que a equacdo x> + y* = 4z + 3 ndo possui solugdes inteiras x e y.
Resolucao: Observe que como 4 € multiplo de 4, qualquer solugo inteira deve satisfazer
2?4192 =42+3=3 (mod4) < 2>+4>=3 (mod 4).

Por outro lado, vejamos que:

r=0 (mod4) = 2*°=0 (mod 4),
=1 (mod4) = 2°=1 (mod 4),
r=2 (mod4) = 2°=4=0 (mod 4),
r=3 (mod4) = 2°=9=1 (mod 4).

o mesmo € valido para y. Logo, x* + 3 s6 pode deixar resto 0, 1 ou 2 na divisdo por 4. Assim,

2?4+ y* = 3 (mod 4) é impossivel, e a equagio ndo possui solugdes inteiras. O
Exemplo 4.10. Mostre que a equacdo x> = 3y* + 8 ndo possui solugdes inteiras x e y.

Resolucao: De fato, olhando médulo 3, temos que

2> =3y 4+8=8 (mod3) e 22=3y>+8=2 (mod 3). (4.8)
Por outro lado,
=0 (mod3) = 2°=0 (mod 3),
=1 (mod3) = 2°=1 (mod 3),
r=2 (mod3) = 2°=4=1 (mod 3).

Portanto, conforme acima, vemos que a aquacdo dada ndo possui solucgdes inteiras. O
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4.2 Equacao de Pell

Nesta se¢do, discutimos um caso das equacdes diofantinas do tipo
22 —dy? =1, (4.9)

no caso em que d € um inteiro positivo, com x e y inteiros. Veja que, se d € um quadrado
perfeito, digamos d = k?, temos que 2% — dy? = (22 — k*y*) = (v + ky)(xr —ky) = 1 a

equagdo (4.9) admite apenas as solugdes y = 0, x = +1, pois teriamos
r—ky=x+ky==+1.
Neste caso,

x:(varky)-g(x—ky):ﬂ’y:O'

Portanto, o caso interessante é quando d ndo é um quadrado perfeito, desta forma v/d é um

irracional. De fato, se vVd = §, com mdc(p,q) = 1 e q > 1, terfamos d = 2’—; o que € um
absurdo, porque por hipétese mdc(p,q) = 1 = mdc(p?,¢*) = 1, donde segue que z—z nao
pode ser inteiro. Nesse caso, a equagio 22 — dy? = 1 corresponde a pontos inteiros sobre uma
hipérbole.

Segue, abaixo, o exemplo da qual nos referimos acima.

Exemplo 4.11. A equacdo x> — 2y* = 1 possui uma infinidade de solugées inteiras positivas.

Resolucao: Primeiramente, note que z = 3,y = 2 e x = 17,y = 12 s@o solugdes da equagao

em tela. De fato,

r=3y=2 = 3*-2.22=9-8=1,
r=17, y=12 = 177 —-2.122 =289 — 288 = 1.

Agora, seja (a,b) uma solugdo ndo nula da equagdo dada, ou seja, a® — 20* = 1. Dai,
(a+bV2)(a —bV2) = 1. (4.10)
e, assim, elevando ao quadrado ambos os membros de (4.10), temos
(a4 0v2)*(a — bV2)% = 1.
Desenvolvendo os bindmios, chegamos a
(a% 4 2> + 2abV/2)(a® + 20% — 2abV/2) = 1

ou, ainda, a
(a® + 2b%)% — 2(2ab)* = 1.
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Portanto, (a® + 2b?, 2ab) também serd solu¢do da equagio.

Agora, vamos elevar ao cubo ambos 0os membros de (4.10). Obtemos
(a+bvV2)3(a —bv2)% = 1.
Desenvolvendo os bindmios, temos
(a® 4 3a2bV/2 + 6ab® + 2b°v/2)(a® — 3a2bV/2 + 6ab® — 2b°V/2) = 1
)
(a® + 6ab® + 3a®bV/2 + 20°V2) (a® + 6ab® — 3a*bvV2 — 20°V/2) = 1

donde
(a® + 6ab*)?* — 2(3a%b + 20%)* = 1.

Logo, (a® + 6ab?, 3a?b + 2b®) também € solugdo da equagio.

Seguindo este raciocinio, vamos elevar a 4 ambos os membros de (4.10). Tem-se:

(a+bvV2)4(a —bvV2)* = 1.

Veja que

(a4 bvV2)* = ng_: (?) a7 (bV/2)!
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= (3) a' + (T) a*(bV/2) + (;l) a’(bv2)® + (g) a(bv2)® + CD (bv/2)"*

= o' +4a°0V2 + 124%0? + 8ab>V/2 + 4b*,

n=4

(a —bV2)* = Z(?)an-j(—b\/ﬁ)ﬂ'

=0

(4.11)

= (o) = () eovar+ () arevar - (;)awvar + () ovar

0
= a' — 4a®bV/2 + 12a2h? — Sab’V/2 + 4b*.

De (4.11) e (4.12), temos que

(4.12)

(a* 4 4a>bV/2 + 12a°* + 8ab®V2 + 4b*)(a* — 4a’bV/2 + 1242 — 8ab®V2 + 4b*) = 1

I

(a* 4 12a%0% + 4b* + 4a°bV/2 4 8ab®V/2)(a* + 1242V + 4b* — 4a°bV/2 — 8ab®V/2) = 1,

0 que é 0 mesmo que

(a* + 12ab* + 4b*)? — 2(4a”b + 8ab®)? = 1.
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Portanto, (a* + 12ab* + 4b*, 4a®b + 8ab®) também é uma solugdo da equagdo dada.

Finalmente,vamos elevar a n ambos os lados de (4.10). Temos
(a+bvV2)"(a —bV2)" = 1. (4.13)

Desenvolvendo o bindmio (a 4 bv/2)", obtemos

@rovdr = Y (Ve v Y (M)a e

0<j<n 0<j<n

2|5 2ty
Fazendo
c= Z <T,L)a"_jbj\/§ ed= Z (@)a”_jbj\/%—l,
<j<n J <j<n J
" k)

¢ imediato que ¢, d € Z (uma vez que v/ 27 é inteiro para j par, e v 2/~! ¢ inteiro para j impar,
ja que 7 — 1 neste caso € par).

Desenvolvendo o binémio (a — by/2)", obtemos

(a—bvV2)" =) (T,Z)a"jbj\/Zj -V2 ) (7)&%]’«2]‘—1.
0<j<n J 0<j<n J
A 2%

Agora, veja que podemos escrever (4.13) da forma

(a+bvV2)"(a—bV2)" = (c+dV2)(c—dV?2)

= -2’ =1.

Portanto,

(C, d) — ( Z ( .)GN—JbJ\/Qj7 Z < .)GN—]M\/23—1>’
oz<n N oy<n N
2|y 2ty
€ solucdo da equacdo em epigrafe.
Desses resultados podemos concluir que a equ¢io 22 — 2y? = 1 possui uma infinidade de
solucdes inteiras positivas. De fato, basta repetir o argumento acima sucessivas vezes. Veja

também que, sendo a e b naturais, temos

a < a?+20% < a4 6ab® < a* + 12020 + 4b* < -+ - < Z (@)a”‘jbj@<~--<---.
: J
0<j<n

2|5

a



Capitulo 5
Consideracoes Finais

Nesse trabalho apresentamos como € possivel encontrar as solu¢des de uma equacgao diofan-
tina linear que contenha um nimero qualquer de incognitas. Sendo assim, fizemos um estudo
sobre algumas propriedades aritméticas relativas a nimeros inteiros, como a divisibilidade, o
algoritmo de Euclides, o teorema de Bezout, nimeros primos, congruéncia, entre outros. Para
uma melhor compreensao da técnica apresentada, iniciamos abordando as equagdes diofantinas
lineares a duas incdgnitas e a trés incdgnitas, para, posteriormente, generalizarmos os resultados
em epigrafe.

Apresentamos também um resultado que nos permite encontrar todas as ternas pitagoricas,
em nudmeros inteiros. Para tal, utilizamos uma série de resultados aqui apresentados, como,
por exemplo, propriedades do maximo divisor comum, Teorema Fundamental da Aritmética,
e outros. Discutimos também acerca da solubilidade de algumas equagdes diofantinas ndo
lineares, desta abordagem, percebemos que cada equacdo apresenta caracteristica especificas,
das quais devemos buscar identifica-las.

Compreendo como relevante a discussdo do tema em tela, mais ainda, pelo fato da disciplina
Teoria Elementar dos Nimeros nao constar como obrigatéria no programa do curso de Licenci-

atura em Matemadtica da Fundagdo Universidade Federal do Tocantins, campus de Araguaina.
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