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RESUMO

Os jogos e materiais didaticos tém se tornado importantes instrumentos didaticos no ensino em
todos os niveis, podendo ser associados conceitos de diversas areas, incluindo a matematica. O
ensino através de jogos possibilita ao professor uma contextualizagdo que estimula o processo
de compreensdo do contelddo para os alunos. Para isso, este trabalho tem como problemaética
quais a premissas necessarias para a elaboracdo e utilizacdo de uma sequéncia didatica, com o
uso de jogos, para o ensino e aprendizagem de probabilidade no Ensino Médio? Desta forma,
este trabalho tem o objetivo de viabilizar o processo de ensino e aprendizagem de probabilidade
no Ensino Médio, através da formulacdo de uma sequéncia didatica com a utilizagdo de
materiais manipulaveis. Por meio da pesquisa bibliogréfica, buscou-se constituir uma evolugéao
historica da probabilidade e investigar o uso de jogos e materiais manipulaveis no ensino de
matematica. Como resultado, construimos uma sequéncia didatica para as aulas de matematica,
com o intuito de aplicar conceitos como espaco amostral, evento certo, impossivel, unido e
interseccdo de eventos e evento complementar, além de célculo de probabilidade. O material
produzido neste trabalho pode ser aplicado nos demais conteidos de probabilidade, visto que o
jogo produzido pode ser facilmente readequado até mesmo para outros conteudos da
matematica.

Palavras-chave: Historia da Probabilidade. Jogos e Materiais manipulaveis. Sequéncia
Didatica. Ensino de Probabilidade.



ABSTRACT

Games and teaching materials have become important teaching tools in teaching at all levels,
and concepts from different areas can be associated, including mathematics. Teaching through
games provides the teacher with a contextualization that stimulates the process of understanding
the content for students. For this, this work has the problem of discovering which premises are
necessary for the development and use of a didactic sequence, with the use of games, for
teaching and learning probability in high school? Thus, this work aims to enable the process of
teaching and learning probability in High School, through the formulation of a didactic
sequence with the use of manipulative materials. Through bibliographical research, we sought
to establish a historical evolution of probability and investigate the use of games and
manipulative materials in the teaching of mathematics. As a result, we built a didactic sequence
for math classes, in order to apply concepts such as sample space, certain event, impossible,
union and intersection of events and complementary event, in addition to probability
calculation. The material produced in this work can be applied to other probability contents,
since the game produced can be easily readjusted to other mathematics contents.

Key words: Probability History. Games and manipulative materials. Following teaching.
Probability Teaching.
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1 INTRODUCAO

A Probabilidade foi incluida como um ramo da Matemaética por volta do século XV,
ainda que seus conhecimentos fossem utilizados de forma empirica muito antes (LOPES;
MEIRELLES, 2005). Suas origens séo datadas de 3000 a.C., onde alguns de seus conceitos
eram utilizados em um antigo jogo de dados chamado Tali*. Segundo Viali (2008), as primeiras
manifestacdes probabilisticas se deram através de jogos de dados, mais especificamente o Tali,
ao qual utilizavam o astralago, o ancestral do dado moderno. Desde seu principio, observa-se
que a probabilidade sempre esteve relacionada a jogos de azar, possibilidade de perda ou ganho,
como ¢ o caso dos primeiros seguros maritimos. De acordo com Viali (2008, p. 145) “a Teoria
das Probabilidades, como disciplina matematica, originou-se das tentativas de quantificacdo
dos riscos associados a sinistros (naufragios, acidentes, morte, etc.) e da quantificacdo das
possibilidades de se ganhar em jogos de azar”.

Ao passar dos seéculos, a probabilidade foi se desenvolvendo e, atualmente, sua
aplicacdo pode ser encontrada em varias areas como biologia, meteorologia, geografia. Na
matematica, seus conceitos aparecem muitas vezes aplicados em langcamentos de dados,
moedas, retiradas de bolas em urnas, dentre outras. E é nestes objetos, que muitos professores
encontram um meio de evidenciar conceitos, como espagos amostrais, eventos provaveis e
impossiveis. Em 1998, foi estabelecida pelos Parametros Curriculares Nacionais (PCN) uma
juncéo do contetdo de probabilidade com combinatoria e estatistica em um bloco denominado
Tratamento de Informacdes.

Desse modo, o professor pode optar em adotar, em suas aulas, 0 uso de materiais
manipulaveis e jogos, que evidenciem aos alunos conceitos como eventos certos, provaveis e
impossiveis. Ao recorrer a0 uso desses materiais o professor procura, através desta acdo,
influenciar uma curiosidade nos alunos e ainda diversificar a aula de modo que eles aprendam
se divertindo.

Compreendemos que se insere no conceito de material didatico (MD) todo e qualquer
objeto educacional com potencialidade para auxiliar a aprendizagem, dessa forma os materiais
usados nas préprias aulas, como quadro, giz, pincel, apagador, livro didatico, etc., sdo

caracterizados como materiais didaticos. Por essa razdo, utilizaremos a expressdo materiais

! Tali ou jogo de ossos, era o que hoje chamamos de jogo de dados. Utilizava-se astralago, que era um 0sso de um
animal (provavelmente carneiro) que era semelhante a um tetraedro irregular, ou seja, as suas quatro faces ndo
eram idénticas e nem mostravam a mesma frequéncia de ocorréncia (VIALI, 2008, p. 144).
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manipulaveis, para nos referirmos aos objetos que podem diversificar e motivar os alunos a
aprendizagem dos conceitos da Probabilidade, alguns exemplos desses materiais séo: jogos,
dados, roletas de bingo, baralhos, moedas e qualquer objeto que o professor julgar ser adequado
e em que se possa estabelecer uma relagdo com o contetido matematico que esté sendo estudado.

O material proposto neste trabalho pode ser facilmente aplicado em sala de aula, sem a
necessidade de a escola possuir um local especifico para a utilizagdo do mesmo, como um
Laborat6rio de Ensino de Matematica (LEM), pois muitas escolas podem ndo dispor de um
local como este. O LEM é um aliado tanto ao professor quanto a escola pois este visa facilitar
o0 contato dos alunos com materiais manipulaveis, jogos didaticos, entre outros, além de ser um
espaco desenvolvido para o aprendizado de matematica.

Durante minha vivéncia como aluna da educacdo basica, assim como académica do
curso de Licenciatura em Matematica, observamos que no dia a dia escolar, sdo raros 0s
momentos em que um professor recorre ao uso de materiais didaticos manipulaveis, entretanto
ha aqueles que o usam e além dos materiais manipulaveis, também recorrem ao uso de jogos
didaticos objetivando um melhor aprendizado do contetido. O que se faz em consonancia com
Fiorentini (1995), o qual defende que o material didatico ndo deve ser o centro do processo e
sim os alunos, e 0 ensino seria baseado em atividades com a utilizacdo de jogos e materiais
manipulaveis.

S&o muitos os problemas enfrentados pelos professores na sala de aula, um deles € a
cobranga, seja por parte da coordenacdo pedagdgica ou por parte dos alunos, de aulas
“diferentes” e o material didatico vem como uma “resposta” a essas cobrangas. Lorenzato
(2006, p. 18) argumenta que:

Os MD podem desempenhar vérias funcdes, conforme o objetivo a que se prestam, e,
por isso, o0 professor deve perguntar-se para que ele deseja utilizar o MD: para

apresentar um assunto, para motivar os alunos, para auxiliar a memorizacdo dos
resultados, para facilitar a redescoberta pelos alunos?

Desse modo, antes de escolher o MD que julgar mais adepto ao conteudo, o professor
deve pensar primeiramente em que situacdo ele esta incluindo esse MD, dada as situacdes
descritas acima por Lorenzato, assim, pensando no contexto histérico unindo a utilizacdo de
materiais didaticos, esta pesquisa tem como resultado uma sequéncia didatica com a utilizacdo

de um MD, o qual recebe o nome de Roleta da Probabilidade?, destinado para o ensino de

2 Este jogo foi confeccionado pelas alunas Djane da Silva Souza e Erica Cristina da Silva Andrade, o qual foi
apresentado a disciplina de Laborat6rio de Ensino de Matematica (LEM), em 2018, na Universidade Federal do
Tocantins (UFT - Araguaina). Foi inicialmente planejado para se trabalhar o contetdo de expressdes matematicas,
porém, durante sua confec¢do observamos este mesmo material poderia ser usado em outro contetdo.
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Probabilidade. Assim, esta pesquisa seguiu uma abordagem qualitativa, fundamentada por
procedimentos de pesquisa bibliografica, utilizando como base textos sobre Histdria da
Probabilidade, o uso de materiais didaticos no ensino de Matemaética e Probabilidade em sala
de aula.

O questionamento que norteou a pesquisa aqui delineada, foi: quais sdo as premissas
necessarias para a elaboracao e utilizacao de uma sequéncia didatica, com o uso de jogos,
para o ensino e aprendizagem de probabilidade no Ensino Médio? A sequéncia didatica
que serd apresentada neste trabalho, elaborada de forma onde espera-se que a mesma possibilite
um bom resultado no “desenvolvimento das habilidades relativas aos processos de investigacao,
de constru¢do de modelos e de resolugdo de problemas” (BRASIL, 2018), centrando essa
sequéncia numa forma de desenvolver nogdes de probabilidade. A competéncia 3, do
documento da BNCC, para area de Matematica e suas Tecnologias no Ensino medio, diz:

Utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos, em seus campos —
Aritmética, Algebra, Grandezas e Medidas, Geometria, Probabilidade e Estatistica —,
para interpretar, construir modelos e resolver problemas em diversos contextos,

analisando a plausibilidade dos resultados e a adequacdo das solugcGes propostas, de
modo a construir argumentacado consistente. (BRASIL, 2018, p. 527)

Esperamos que os alunos utilizem seus conhecimentos de Probabilidade no momento
da sequéncia, aléem de realizarem experimentos com a ajuda do material produzido para a
resolucéo e construcao de problemas. Quando o professor utiliza de meios, métodos e materiais,
a fim de demonstrar aos alunos, conceitos, defini¢bes e aplicacbes matematicas por meio de
materiais que permitem uma manipulacdo por parte dos alunos, possibilita a estes um método
de ampliar seus entendimentos, visto que, para alguns alunos a matematica é vista como algo
abstrato.

O desenvolvimento deste trabalho objetivou viabilizar o processo de ensino e
aprendizagem de probabilidade no Ensino Médio, por meio da formulacdo de uma sequéncia
didatica com a utilizacdo de materiais manipulaveis. O desdobramento para a obtencdo dos
resultados desejados perpassou por algumas especificidades, sdo eles: Compreender a evolugdo
historica e conceitual da probabilidade; Desenvolver um material didatico manipulavel para o
ensino de probabilidade; Empregar o uso de um material didatico em uma sequéncia didatica
para o ensino de probabilidade na educacéo basica.

Assim o leitor encontrard no segundo capitulo um breve histérico da probabilidade
desde seu inicio até os dias atuais, além dos conceitos de Probabilidade que sdo estudados pelos
alunos do ensino médio. No terceiro capitulo, realizamos um breve didlogo teorico sobre os

beneficios da utilizagdo dos jogos no ensino de Matematica, especialmente no ensino de
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Probabilidade, além da utilizacdo de demais materiais didaticos manipulaveis no processo de
ensino e aprendizagem.

No capitulo IV, encontra-se descrita a proposta elaborada com base nos estudos dos
capitulos anteriores, um passo a passo da confec¢do do material didatico proposto, a sequéncia
didatica com a utilizacdo deste, além de consideracbes e apontamentos que devem ser
observados pelo professor no momento da aplicagdo da mesma.

E logo ap6s as consideracGes finais sobre este trabalho, onde o leitor encontrara de
forma sintetiza as informacdes apresentadas durante a elaboracdo do mesmo, como também

alguns apontamentos acerca da sequéncia didatica elaborada
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2 CONTEXTO HISTORICO E EPISTEMOLOGICO DE PROBABILIDADE

Este capitulo esta subdividido em dois topicos. No primeiro, realizamos uma construcao
historica dos acontecimentos que contribuiram para que a situa¢fes que antes se explicavam
como sorte, acaso ou interferéncia divina, passassem a ser estudada como o objeto matematico
que é hoje, a Teoria da Probabilidade.

No segundo, foi realizada uma breve explanacdo de conceitos e definicbes da
Probabilidade que séo vistos pelos alunos de Ensino Médio durante sua formacao. Nesse topico
temos como objetivo, rever os conceitos essenciais estudados por estes alunos que se fazem
necessarios para a compreensdo da Probabilidade. A maneira como essas definicdes e
propriedades encontram-se de acordo com a sequéncia adotada por Dante (2016).

2.1 Uma Analise da Evolucéo Historica da Probabilidade

A Probabilidade, em seu inicio, foi considerada uma ciéncia empirica. Somente em
meados do século XV que esta foi inserida como um ramo da Matematica. Podemos dizer ainda
que esta “nasceu” a partir do estudo de jogos de azar. Alguns de seus conceitos, definidos
apenas em 1980, ja eram utilizadas muito antes quando se analisavam as possibilidades de perda
de um navio ou de suas mercadorias, de acordo com as rotas e eventos relatados por outros
marinheiros em outras viagens, como sagueamento por piratas, fortes tempestades, etc. Como
ja afirmado na introducdo deste texto, o seu desenvolvimento inicial, baseou-se na analise de
um antigo jogo de dados, chamado Tali (jogo de 0ssos) que utilizava os astralagos, uma versao
antiga do dado moderno.

Os italianos do século XV e XVI foram os pioneiros dos calculos probabilisticos. Eles
foram além da simples enumeracéo das possibilidades para resolver problemas de
comparacdo de freqliéncias de ocorréncias e ganhos em jogos de azar. N&o

formularam conceitos e teoremas limitaram-se apenas a resolver problemas concretos.
(VIALLI, 2008, p. 146)

O frei Luca Pacioli (1445 - 1517), foi um dos estudiosos que tentou solucionar o
problema da divisdo de pontos em uma aposta interrompida. Este problema, conhecido como
Problema dos Pontos, continha o seguinte enunciado: "Dois jogadores disputam um prémio que
seria dado a quem primeiro fizesse 6 pontos no jogo da balla. Quando o primeiro jogador tinha

5 pontos e o segundo 3 pontos, foi preciso interromper o jogo. Como dividir o prémio?”

(PRADO, 2015, p. 14).
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Este Problema dos Pontos estudado por Pacioli, é semelhante ao que Pascal e Fermat

chegaram a solucionar, conceituando assim o inicio da Teoria da Probabilidade. Quanto ao

L x 5 -
problema estudado por Pacioli, 0 mesmo chegou a uma resolucéo, propondo que s do prémio

3
fosse destinado ao primeiro jogador e P do prémio fosse destinado ao segundo jogador. Esta

resolucéo foi considerada incorreta, o italiano Niccolo Fontana (1499 - 1557), mais conhecido
como Tartaglia, considerou que “a solugdo de Pacioli ndo parece estar correta, mas qualquer
que seja a forma de dividir o prémio havera sempre um lugar a litigio” (TENREIRO, 2004).

Neste mesmo século, o também italiano, jogador e matematico, Jerdnimo Cardano
(1501- 1576), estudou as possibilidades de ganhar varios jogos, uma de suas conclusdes durante
esses estudos foi de que as chances de se tirar um, trés e cinco, no langamento de um dado, séo
as mesmas de dois, quatro e seis. Mais adiante Cardano influenciado por seu amor em jogos de
azar e apostas, escreveu um tratado sobre apostas intitulado “Liber de Ludo Aleae” (Livro de
Jogos de Azar), onde define a Probabilidade de um determinado evento acontecer “como sendo
a razao entre os nimeros de casos favoraveis e o nimero de possiveis resultados” (MORAES,
2014, p. 5). Este tratado apesar de ter sido escrito em 1526, permaneceu desconhecido até o ano
de sua publicacdo, em 1663.

Tartaglia realizou estudos em calculos de probabilidades e combinatéria, em seu
trabalho intitulado “Tratado geral sobre numeros e medidas” publicado em 1556, onde
também realizou um estudo acerca do Problema dos Pontos proposto inicialmente por Pacioli.
Todos os estudos e resultados de Cardano chegaram ao conhecimento do fisico, matematico e
astrénomo italiano, Galileu Galilei (1564 -1642), onde o mesmo realizou um estudo completo
do numero possivel de resultados em jogos de dados, estudo este que deu origem ao seu trabalho
“Sopra le scorpeta dei dadi” (Sobre 0 jogo de dados).

[...] uma vez que um dado tem seis faces, e quando lancado, pode igualmente cair em
qualquer um deles, apenas 6 lances podem ser feitos com ele, cada um diferente de
todos os outros. Mas se junto com o primeiro dado lancarmos um segundo, que
também tem seis faces, podemos fazer 36 jogadas, cada uma diferente de todas as
outras, ja que cada face de o primeiro dado pode ser combinado com cada um do
segundo e, em consequiéncia, pode fazer 6 langamentos diferentes, de onde é claro que
tais combinacOes sdo 6 vezes 6, ou seja, 36. E se adicionarmos um terceiro dado, ja
que cada uma de suas seis faces pode ser combinada com cada uma das 36
combinacdes dos outros dois dados, veremos que as combinagdes de trés dados sdo 6

vezes 36, ou seja, 216, cada um diferente dos outros (DAVID, 1962, p. 66, tradugdo
nossa).

Neste trecho podemos observar que Galileu ja obtinha algum conhecimento sobre o

calculo de probabilidades a partir do lancamento de um dado. Até entdo a probabilidade era
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entendida, num contexto geral, como uma forma de compreender as frequéncias no processo
do acaso, ou como métodos de comprovacao de coisas presumiveis da fé. O marco do inicio da
Teoria da Probabilidade se da, no entanto, em 1654, com o inicio de uma série de
correspondéncias trocadas entre os estudiosos franceses Blaise Pascal (1623-1662) e Pierre de
Fermat (1601-1665), na quais discutiam sobre um problema parecido com o Problema dos
Pontos proposto por Pacioli, problema este que foi apresentado a Pascal por Chevalier de Méré.
Em suas cartas, Pascal e Fermat, ndo sé discutiram como chegaram a uma solucdo para este
problema.

Pascal, desde sua adolescéncia, ja se mostrava um menino prodigio ao redescobrir, por
si sO, boa parte da Geometria Euclidiana. Seus feitos ao longo de sua vida sdo extensos,
trabalhou em problemas de hidrodinamica, estabeleceu a lei de pressédo de Pascal, provou a
existéncia do vacuo e muito mais. Em um de seus tratados intitulado “Traité de triangle
arithmétique ” (Tratado do triangulo aritmético), fragmento de sua obra “De Alea Geometriae”
(O jogo da Geometria), Pascal estabeleceu os fundamentos para o calculo das probabilidades,
fruto de um trabalho desenvolvido juntamente com Fermat.

As correspondéncias trocadas entre Pascal e Fermat totalizam sete cartas. A primeira
carta, infelizmente ndo existe mais, & uma correspondéncia de Pascal para Fermat, onde Pascal
apresenta um problema de diviséo de pontos e uma possivel resolucéo para ele. Nao se sabe ao
certo como ele enunciou o problema em sua carta, alguns autores, apds estudarem as 6 cartas
existentes e baseando-se principalmente na segunda carta, que é a resposta de Fermat a carta de
Pascal, enunciam o problema estudados por eles da seguinte forma: “Dois jogadores com igual
pericia® sdo interrompidos enquanto jogam um jogo de azar para uma certa quantia de
dinheiro. Dada a pontuacdo do jogo naquela altura, como deve ser dividida a aposta?”
(POMBO, s/d).

A segunda carta, a qual ndo se sabe a data em que foi escrita, é a resposta de Fermat e
Pascal. Nela Fermat mostra um possivel contraexemplo ao que foi apresentado por Pascal na
primeira carta. De acordo com Fermat, independente do momento em que os jogadores A e B

resolvam ou sejam forcados a interromper o jogo, o jogador que menos tiver pontuado deve

. 1 : - .
ficar com P do valor total da soma, assim Fermat exemplifica, caso os dois jogadores

1
concordem que o jogador B ndo deve realizar a primeira jogada, P do valor total da aposta deve

3 por “jogadores com igual pericia” entende-se que ambos os jogadores possuem a mesma probabilidade de ganhar,
em todos 0s aspectos.
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ficar com ele. Caso isso acontega e os dois ainda concordem que o jogador B ndo deve realizar

. « 1 . . . O
a segunda jogada, entdo ele recebera P do valor que ainda resta, assim ele recebera e do valor

: 1 1 5 _

restante, esse valor é calculado por Fermat da seguinte forma: p X (1 E) = 36 Seguindo
L . . . ] 1 5 5 25

esse raciocinio, se o jogador B ndo realizar a 32 jogada, receberd = X | —— — ) = —— do
6 6 36 216

valor total da aposta, e consequentemente, na 4 jogada nédo realizada pelo jogador B, ele
. 125
recebera —— do valor total da aposta.
1296

A terceira carta, datada de 29 de julho de 1654, é uma consideracdo de Pascal acerca
dos apontamentos feitos por Fermat na segunda carta, Pascal mostra-se admirado com a
resolucdo de Fermat e relata ter encontrado outro método “mais curto e mais claro” (POMBO,
s/d) para a resolucdo deste problema. Pascal considera entdo trés situacdes, sendo a primeira

relatada por ele assim:

Este é o caminho que tomo para saber o valor de cada parte quando 2 jogadores jogam,
por exemplo 3 langamentos, e quando cada um aposta 32 pistolas (dinheiro da época).
Suponhamaos que o primeiro tem 2 (pontos) e o0 outro 1(ponto). Eles jogam agora uma
vez na qual as hip6teses sdo tais que, caso o primeiro ganhe, ele ganhara a totalidade
do que esté apostado, ou seja, 64 pistolas. Se o outro ganhar eles ficardo 2 para 2 e,
consequentemente, se pretenderem dividir acontecera que cada um retirara o valor da
sua aposta, ou seja, 32 pistolas. (POMBO, 2002, grifos do autor)

Pascal acrescenta ainda o acontecimento onde nenhum dos dois jogadores realizam de
fato a jogada, mas especulam sobre seus possiveis resultados e como se deve ser feita a divisdo

do valor apostado:

Considere entdo Sr. que se o primeiro ganha 64, serdo dele. Se perder, 32 serdo dele.
Entdo, se eles ndo quiserem jogar este ponto e queiram dividir, sem o fazer, o primeiro
jogador devera dizer: «Eu tenho 32 pistolas, porque, mesmo que perca elas serdo
minhas. Quanto as outras 32, talvez as venha a ganhar ou talvez vocé as ganhe, o risco
é igual. Assim, vamos dividir as 32 pistolas a meias, e eu fico com as 32 que sdo
realmente minhas. Ele tera entdo 48 e o outro 16. (POMBO, 2002, grifos do autor)

Pascal vai mais além em seu raciocinio e propde uma segunda situacdo, onde um

jogador possui 2 pontos enguanto o outro nada pontuou ainda:

As hipGteses sdo tais que, caso o primeiro ganhe, levara a totalidade da aposta, 64
pistolas. Se o outro ganhar, tenha em atencéo de que eles voltardo a situacdo atrés
descrita, na qual o primeiro tem 2 pontos e o segundo 1 ponto.

Neste caso, ja demonstramos que 48 serdo do que tem 2 pontos. Portanto, se eles ndo
quiserem jogar este ponto ele devera dizer: «Se eu ganhar fico com tudo, ou seja, com
64 pistolas. Se eu perder, 48 serdo legitimamente minhas. Portanto, dé-me as 48 que
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me pertencem de certeza mesmo que eu perca e, vamos dividir as outras 16 ao meio
pois temos as mesmas hipéteses de as ganhar». Entdo, ele terd 48 + 8 que sdo 56.
(POMBO, 2002, grifos do autor)

E por fim, atribui a esta discussao uma terceira situacdo onde somente um dos jogadores
tem 1 ponto:
Vamos agora imaginar que o primeiro tem apenas 1 ponto e o outro nenhum. Repare
Sr., que se eles iniciarem uma nova jogada as hipéteses serao tais que, caso o primeiro
ganhe, ele tera 2 pontos e o outro 0 e dividindo, como na situacdo anterior, 56 serdo
dele. Se ele perder, eles ficardo empatados e 32 serdo dele. Ele devera dizer entéo:
«Se ndo quer jogar, dé-me as 32 pistolas que sdo de certeza minhas e, vamos dividir

o resto das 56 ao meio. De 56 tira 32 ficam 24. Depois, divida 24 ao meio da 12 para
si e 12 para mim, que com 32 dara 44. (POMBO, 2002, grifos do autor)

Nota-se que em todas as situacdes apresentadas por Pascal, o jogador que mais pontua,
aponta 0 modo que o valor deve ser dividido, mas sempre se colocando como o vencedor. Ainda
nesta mesma carta, Pascal relata um meétodo para se encontrar, considerando qualquer nimero
de jogadas que alguém pretenda, o valor da primeira. Para isso ele utiliza um exemplo de 8
jogadas:

Tomam-se 0s primeiros 8 nimeros pares e 0s primeiros 8 nimeros impares, assim: 2,
4,6,8,10,12,14,16¢1, 3,5,7,9, 11, 13, 15. Multiplicam-se os nimeros pares desta
forma: o primeiro pelo segundo, o seu produto pelo terceiro, o seu produto pelo quarto,
0 seu produto pelo quinto, etc., multiplica-se os nimeros impares da mesma forma: o

primeiro pelo segundo, o seu produto pelo terceiro, etc. (POMBO, 2002, grifos do
autor)

Mais a frente, Pascal teoriza o primeiro teorema até entao, quando afirma: “[...] se cada
um joga o nimero de pistolas iguais ao produto dos nimeros pares, pertencer-lhe-do (quem
perder a jogada) a quantia da aposta do outro, expressa pelo produto dos nimeros impares”
(POMBO, 2002). Na continuacdo da carta, Pascal apresenta algumas proposicées puramente
aritméticas, com o intuito de comprovar o teorema proposto anteriormente, e traz como
exemplo com 8 letras, onde mostra que 0 quarto nimero da progressdo quaternaria cujo
primeiro termo € 2, é igual a metade das combinacdes com 4 letras, a saber que sdo 35 (metade
de 70), todas as combinac@es para 5 letras, a saber 56, todas as combinacdes para 6 letras, a
saber 28, todas as combinacdes para 7 letras, a saber 8, e a combinacédo para 8 letras.

Pascal exemplifica esse teorema com a seguinte situacdo: Se um jogador A tem 1 ponto
de 5, ou seja, ele ja perdeu 4 pontos, e 0 jogo so sera definido em 8 jogadas. O valor da fracéo
da primeira jogada de 5, na aposta do jogador B, é a fracdo que tem como numerador metade
da combinacéo de 4 das 8 (é tomado 4 porque é igual ao nimero de pontos que ele perdeu e 8

porque é o dobro de 4) e para denominador, 0 mesmo numerador somado a todas as mais altas



21

35
combinagdes. Ele explica ainda, que se o jogador A tem 1 ponto de 5, entéo o8 da aposta do

jogador B lhe pertence, a saber, se ambos os jogadores apostam 128 pistolas cada um, das 128

pistolas do jogador B, 35 serdo destinadas ao jogador A e as outras 93 permanecem com 0

. . 35 105 s les ~
jogador B. Pascal ainda mostra que 28 = 304" sendo esta Gltima fracdo sendo resultado da

multiplicacdo dos pares para o denominador e multiplicagdo dos impares para o numerador
(POMBO, 2002).

Pascal também apresenta, em suas explicagdes, uma proposicao para o teorema dos
pontos e menciona uma tabela construida por ele onde expressa essa proposicdo
matematicamente, mas, no entanto, ele ndo a reescreve para Fermat, afirmando que 0 mesmo
pode chegar as mesmas conclusdes caso se dé o trabalho de verificar todos os problemas
propostos por ele anteriormente. Pascal conclui sua carta apresentando a prova de que a
diferenca dos cubos quaisquer de dois numeros naturais consecutivos, subtraindo um deles, é
seis vezes a soma de todos os numeros contendo o menor deles, ele apresenta também mais 2
afirmacgdes de problemas geométricos e pede a Fermat que comente sobre esses assuntos
também em sua préxima carta.

Menos de um més apds escrever a terceira carta, Pascal escreve uma outra carta em
continuacgdo a anterior, datada de 24 de agosto de 1654. No inicio da mesma, ele demonstra um
certo apreensdo em expor suas ideias acerca do problema dos pontos para Fermat, por receio de
haver uma discordancia nas opinides de cada um. Apos, Pascal torna a explicar o método citado
na carta anterior para o caso onde ha dois jogadores.

Para confirmar sua explicacdo ele utiliza de uma tabela para apresentar a seguinte
situacdo: Dois jogadores, onde 0 primeiro precisa de 2 pontos para ganhar a aposta e 0 segundo
precisa de 3 pontos, sabe-se que 0 jogo sera decidido em 4 pontos. Os dados utilizados por eles
tém duas faces, e cada um joga 4 dados. Assim, as combinacfes desses langcamentos sdo
demonstradas por Pascal, (Figura 1), note que podemos encontrar 16 disposicdes possiveis para
o langamento dos 4 dados, onde 11 delas sdo favoraveis ao primeiro jogador (representado por

um niimero 1 na tabela), e 5 favoraveis ao segundo jogador (representado pelo nimero 2).
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Figura 1 - Tabela de distribuicdo para 2 jogadores

alalalalalalala|lb|b|b|b]b|{b|b|b

alalala|b|(b|b(blajala|a|b|b|b]|b

ala|lb(bjala|b(blala|b|bla|a|b]|b

blalblalb|lalblal/b|la|bla|b|a|b
1 1111211121222

Fonte: Calabria e Cavalari (2013, p. 22)

(25

Ele relata também o fato de ter compartilhado “a (alguns dos) nossos cavalheiros”, como
cita ele, 0 método apresentado por Fermat e cita em especial o Sr. Roberval* (1602-1675), ao
qual fez objecGes a0 método apresentado. Na carta ele relata suas respostas a objecdes
apresentadas por Sr. Roberval, em seguida ele volta a usar o método para solucionar o problema
dos pontos no caso em que ha trés jogadores, onde falta ao primeiro 1 ponto para que ganhe a
aposta e ao segundo e ao terceiro faltam 2 pontos, sendo assim, o primeiro jogador possui 2
pontos, 0 segundo jogador 1 ponto e o terceiro jogador 1 ponto.

O primeiro passo, como ja sabemos, € descobrir em quantos pontos a partida sera
definida, que para este caso serd em 3 pontos. Analisando as maneiras que podem ser
combinadas as 3 jogadas, entre os jogadores, onde cada um possui 3 dados com 3 faces, de
forma que cada face representa um ponto favoravel a um jogador, por exemplo a face “a” ¢
favoravel ao primeiro jogador (1), a face “b” favoravel ao segundo jogador (2) e a face “c”
favoravel ao terceiro jogador (3). Assim, Pascal apresenta uma outra tabela (Figura 2) como

resultado das possiveis combinacGes para este caso, que sdo ao todo 27 combinagdes.

4 Professor de Matematica do Colégio da Franca, membro da Academia de Mersenne e amigo de Etiene Pascal
(pai de Pascal).
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Figura 2 - Tabela de distribui¢do para 3 jogadores

alalala|a|afa|ala|b(b|b|b|b|b|b|[b|(b]c|c|c]c|c|c]ec|c|ec

alala|b|b|bfc|c|c]ajala|b|b|b]c|c|c]alalalb|(b|b]c|c|c

b{clalb|cfa|blcla|b|c]|a|b|c]la|b|c|a|b|c]a|b|c]alb]|c
1y f{afaj1j1j1 1 1/1]1]1 1
2 2 2(21(2 2 2
3 3 3 313(3[3

Fonte: Calabria e Cavalari (2013, p. 25)

Observe que a tabela (Figura 2) apresenta 19 combinagdes favoraveis ao primeiro
jogador, 7 combinac@es favoraveis ao segundo jogador e 7 combinagdes favoraveis ao terceiro
jogador. E perceptivel que ha um erro na soma das combinagdes, isso ocorre porque ha
combinagdes que favorecem a mais de um jogador, a saber as combinagdes “abb” e “acc”, por
exemplo, sobre isso Pascal afirma:

Se néds concluirmos daqui, que é necessario dar a cada um de acordo com a proporcao
19, 7, 7, estamos a cometer um serio erro, e eu hesitaria em acreditar que vocé faria
isto. H& diversos casos favoraveis ao primeiro e ao segundo, como abb tem o a de que
0 primeiro precisa, e 0s 2 b’s de que precisa 0 segundo. Assim como o0 acc é favoravel
ao primeiro e ao terceiro. Portanto, ndo é desejavel contar as distribuicBes que séo
comuns aos dois como valendo o valor total de cada mas, somente metade do ponto.
Pois, se a distribuicdo acc ocorrer, o primeiro e o terceiro deverdo ter o mesmo direito
a aposta, fazendo cada um a sua pontuacao. Assim sendo, eles devem dividir a aposta

ao meio. Se a distribuicdo aab ocorrer, o primeiro ganha sozinho. (POMBO, 2002,
grifos do autor).

Assim, pelas suas consideragdes, Pascal obteve para o primeiro jogador 13 distribuicdes
favoraveis que lhe d&o o total da aposta, seis que lhe da metade e oito que nédo Ihe valem nada.

Considerando ainda que a soma total vale uma pistola, temos 13 distribuicdes em que cada uma
lhe garante uma pistola, seis que lhe valem %2 de uma pistola e oito que ndo lhe garantem

nenhuma, onde conclui que a divisdo da soma dos valores, a saber 16, pela soma das
distribuicdes, a saber 27, ou seja, a fracdo 16/27 é a quantia que pertence ao primeiro jogador.
Ele realiza o mesmo estudo para o segundo e terceiro jogadores, visto que os dois

possuem a mesma pontuacdo, conclui que ha quatro distribuicdes que garantira a um deles, cada

uma, uma pistola, trés que garantirdo %2 de uma pistola cada e 20 que ndo lhe valem nada.

Assim, 5 Y2 pistolas de 27 pertencem ao segundo jogador e o mesmo ao terceiro. Entretanto,

ele mesmo afirma que esté suposicao e falsa:
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Parece-me que é esta a maneira na qual é necessario fazer a divisdo pelas
combinacdes, de acordo com o seu método, a ndo ser que tenha algo mais sobre o
assunto que eu ndo saiba. Mas, se ndo estou enganado, esta divisdo € injusta. A razao
é que estamos a fazer uma suposicao falsa, isto €, que eles estdo a jogar 3 langamentos
sem excecdo, em vez da condicdo natural deste jogo que é, que eles ndo devem jogar
a ndo ser quando um dos jogadores obtiver o nimero de pontos que Ihe faltam, e nesse
caso o0 jogo termina. (POMBO, 2002, grifos do autor)

Naturalmente eles teriam o resultado em uma ou duas jogadas e ndo apenas na terceira,
ndo se pode admitir que os dados seréo jogados 3 vezes, pois naturalmente, assim que um dos
jogadores ganha a partida € encerrada. Sabendo disso, para que esta suposi¢do ocorra e seja
verdadeira, é necessario que os trés jogadores concordem e cooperem em jogar as trés jogadas

completas, assim todas as suposicBes feitas anteriormente serdo verdadeiras e terd como
resultado da divis&o da aposta 16, 5%2 e 52, para o primeiro jogador, para o segundo e para o

terceiro, respectivamente. Pascal apresenta ainda as seguintes afirmacdes:

Se os jogadores se encontrarem no estado dado na hipétese [...] neste caso, a divisdo
deve ser feita como eu indico aqui: o primeiro deve ficar com 16, o segundo com 5 %2
e o terceiro com 5 %2 de 27 pistolas, e isto traz consigo a sua prova na suposicao da
condicdo acima indicada. Mas, se eles jogarem simplesmente na condicdo de que ndo
jogardo necessariamente as 3 jogadas mas, que jogardo apenas até que um deles tenha
obtido os seus pontos, e que entdo 0 jogo deve acabar sem dar a outro a oportunidade
de alcancar a sua pontuacdo, entdo 17 pistolas deverdo pertencer ao primeiro, 5 ao
segundo e 5 ao terceiro, de um total de 27. (POMBO, 2002, grifos do autor)

Em 29 de agosto de 1654, Fermat escreveu a Pascal, a quinta carta trocada entre eles.
Nesta ele foi mais sucinto, comparando-a com a décima primeira proposicao apresentada no
Tratado do Triangulo Aritmético (Traité du Triangle Arithmétique) de Pascal, relata também
estar ocupado com o “fim do parlamento”. Fermat faz apenas um breve comentario sobre o
Problema dos Pontos, quanto a questdo dos trés jogadores que fazem trés jogadas. Ele conclui
esta carta apresentando a Pascal o resultado de que as poténcias quadradas do ndmero dois
adicionado por um é sempre um niimero primo®.

A sexta carta é enderecada a Pascal por Fermat em 25 de setembro de 1654, onde o
mesmo inicia comentando gque para o0 caso com trés jogadores, ele encontra 17 combinacdes
favoraveis ao primeiro jogador e 5 para cada um dos outros jogadores e explica este resultado
afirmando que, por exemplo, a combinacgédo acc é boa apenas para o primeiro jogador, visto que
h4a uma ordem nos langamentos, como Fermat afirma: “[...] tudo o que ¢ feito apds um dos
jogadores ter ganho nada vale” (Pombo, s/d). Ele exemplifica que para o caso dos trés jogadores

em quatro jogadas, o nimero de combinacdes serd igual a 81, onde 51 destas serdo favoraveis

5 Ap6s 100 anos, Euler comprovou que essa proposi¢éo € falsa.
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ao primeiro jogador e 15 combinagdes favordveis para cada um dos dois jogadores restantes.
Consequentemente, se forem cinco jogadas, ou qualquer outro nimero, serdo encontrados
sempre trés nmeros na proporcao de 17:5:5. Onde Fermat afirma novamente:
E, de acordo com isto, estou certo em afirmar que a combinacdo acc é [favoravel]
apenas para o primeiro e ndo para o terceiro, e que cca é apenas para o terceiro e ndo
para o primeiro e, consequentemente a minha lei de combinagdes € a mesma para 3

jogadores como para 2, e em geral para todos os nimeros. (POMBO, 2002, grifos do
autor)

Para confirmar sua afirmacédo, Fermat explica que ha trés situacOes possiveis, a primeira
é onde o primeiro jogador ganha em apenas um lancamento do dado com trés faces, assim %3

da aposta lhe pertencem. Na segunda situacdo temos dois lancamentos, onde ele (primeiro
jogador) podera ganhar de duas maneiras, ou quando o segundo jogador ganha a primeira
jogada e o primeiro jogador ganha a segunda, ou quando o terceiro jogador ganha a primeira

2
jogada e o primeiro jogador ganha a segunda, sendo assim, ele possui 5 do valor da aposta. Na

terceira situacdo temos trés lancamentos, onde o primeiro jogador podera ganhar de 2 maneiras
diferentes que séo: o segundo jogador ganha no primeiro langamento, o terceiro jogador ganha
no segundo lancamento e o primeiro jogador ganha no terceiro langcamento, ou o terceiro
jogador ganha no primeiro langamento, o segundo jogador ganha no segundo langcamento e o
primeiro jogador ganha no terceiro langamento, ndo entram aqui o caso onde o segundo ou 0

terceiro jogador ganham os dois primeiros langcamentos, pois assim eles ganhariam a partida e

2
primeiro jogador perderia. Ou seja, na terceira situacdo o primeiro jogador tem direito a > da

17
aposta, e a soma das hipdteses onde o primeiro jogador ganha € igual a 27 No restante desta

carta, Fermat discorre mais um pouco acerca de uma proposicdo relacionada a Teoria do
NUmero.

A sétima carta trocada entre eles, Ultima correspondéncia a qual tivemos acesso, é
destinada a Fermat por Pascal no dia 27 de outubro de 1654. Ele afirma que, “sua ultima carta
me satisfez perfeitamente. Eu admiro seu método para o problema dos pontos, tanto mais que
eu o entendi bem. Ele é inteiramente seu, e ndo tem nada em comum com 0 meu, € atinge 0
mesmo fim facilmente. Agora nosso consentimento comegou novamente” (POMBO, 2002).

Podemos ver a satisfacdo de Pascal com o método desenvolvido por eles, onde até
atribui todo o crédito a Fermat. Na carta ele ainda caracteriza as afirmacdes feitas por Fermat,

em sua Ultima correspondéncia, sobre a Teoria do NUmeros como valiosas e o0 aconselha a
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compartilhar essas informagGes com outra pessoa. Estas correspondéncias trocadas entre eles
foram publicadas em 1679, em Toulouse, na Franga.

Concluindo o estudo destas cartas podemos apontar 0s seguintes principios basicos a
serem aplicados ao Problema dos Pontos:

1. Dependendo da situacdo do jogador ele recebera uma determinada quantia, tanto
se perder quanto se ganhar, mesmo que 0 jogo seja interrompido;

2. Se em um jogo com dois jogadores um deles ganhar, determinada quantia
pertence a este e se perde, esta mesma quantia pertencera ao outro, e se 0s dois
jogadores possuem as mesmas chances de vencer, entdo deverdo dividir a
quantia igualmente, no momento em que decidem parar de jogar;

3. Pascal nota que a divisdo das apostas é determinada pelo nimero de casos
favoraveis e pelo nimero total de possibilidades do determinado evento.

Além das cartas, podemos destacar a publicacdo de Pascal na obra intitulada Traité du
Triangle Arithmétique (Tratado do Tridngulo Aritmético), onde ele apresenta o tridngulo
aritmético e desenvolve 19 propriedades desse tridngulo relacionando-as com célculos
probabilisticos, esse tratado é mencionado em uma das cartas de agosto de 1654. Em 1655 em
uma viagem para Paris, o holandes Christiaan Huygens (1629 - 1695) teve contato com as
correspondéncias trocadas entre Pascal e Fermat, o que fez com que se interessasse mais por
problemas semelhantes aos propostos nelas. Huygens dedicou-se ao estudo de jogos de azar e
publicou seus resultados em 1657, na obra intitulada De Ratiociniis in Ludo Aleae (O
Raciocinio em Jogos de Azar), sendo considerada a primeira publicacdo matematica em Teoria
da Probabilidade.

Em sua obra, Huygens apresenta, em forma de exercicio, alguns problemas de extracao
de bolas coloridas de uma urna e outras semelhantes aos que podemos encontrar em textos
atuais sobre probabilidade. Para estes problemas, Huygens ndao apresenta nenhuma analise ou
demonstracdo, pois sdo deixados exatamente para cargo do leitor. O tratado de Huygens foi
muito utilizado até ser substituido pelos trabalhos elaborados por Jacob Bernoulli (1654 - 1705),
Pierre Remind Montmort (1678 - 1719) e de Abraham de Moivre (1667 - 1754). Este Gltimo
publicou em 1718 o livro Doctrine of Chances (Doutrina das Chances), trabalho este que
dedicou a seu grande amigo Isaac Newton.

Na obra postuma de James Bernoulli, intitulada Ars Conjectandi (A Arte da
Conjectura), datada de 1713, € apresentado uma reedicdo comentada do tratado de Huygens,

além da solugéo de seus problemas, consideracdes sobre a teoria da permutacéo e combinacgdes
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e ainda uma aplicacdo da Teoria das Probabilidades. Mais tarde, em 1812, destacamos a
publicacdo do tratado intitulado Théorie Analytique des Probabilities (Teoria Analitica das
Probabilidades), de autoria de Pierre Simon de Laplace (1749 - 1827), os fundamentos da Teoria
da Probabilidade foram colocados por ele de uma forma que atualmente é denominada
“Defini¢ao Classica de Probabilidade” (MORAES, 2014).

Foi a partir da obra de Laplace que a probabilidade ganhou notoriedade e despertou o
interesse de diversos matematicos, aos quais podemos destacar: Carl Friedrich Gauss (1777 -
1855), Leonhard Euler (1707 -1783), o russo Andrei Andreyecich Markov (1856 - 1922),
Siméon Denis Poisson (1781 - 1840), Henri Poincaré (1854 - 1912), Emile Borel (1871 - 1956),
Henri Lebesgue (1875 - 1941) ¢ Jean le Rond d’ Alembert (1717 - 1783). Moraes (2014, p. 12)
destaca que “o desenvolvimento moderno da Teoria das Probabilidades caracteriza-se por um
crescimento geral de interesse na teoria em si, junto com o alargamento do alcance de suas
aplicacdes praticas”.

Atualmente por meio da probabilidade, e gracas a todos os conhecimentos produzidos
pelos estudios citados anteriormente, podemos compreender que muitos acontecimentos do

nosso cotidiano sao aleatorios, e que nocdes de acasos e incertezas sao intuitivas.

2.2 Probabilidade no Ensino Médio: Definicdes e Propriedades

Segundo Viali (2008, p. 143, grifos do autor), “a probabilidade é o ramo da matematica
que pretende modelar fenbmenos ndo deterministicos, isto €, aqueles fendmenos em que o
‘acaso’ representa um papel preponderante”. Muito antes de ser incorporada & matematica, a
probabilidade era considerada uma ciéncia empirica, seus fenbmenos e resultados estavam
sempre relacionados ao acaso, o qual pode ser definido como “[...] um conjunto de forcas, em
geral, ndo determinadas e controladas, que exercem individualmente ou coletivamente um papel
preponderante na ocorréncia de diferentes resultados de um experimento ou fendémeno”
(VIALLI, 2008, p. 144).

Tomemos como exemplo, o lancamento de uma moeda, apesar de possuir apenas duas
faces, ndo se pode afirmar com certeza se teremos como resultado a face cara ou coroa, caso
ocorra dois lancamentos da mesma moeda, ainda assim ha a possibilidade dos resultados serem
iguais ou diferentes. O mesmo ocorre no lancamento de um dado, ndo podemos afirmar com
precisdo que resultados obteremos. Esses sdo exemplos onde o “acaso” acontece, 0 mesmo pode

ser relacionado a outros eventos como, o sorteio de uma bola em uma urna, a vida util de
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determinados aparelhos eletrénicos, a previsdo do tempo, e etc. Através disso, notamos que 0
“acaso” pode estar associado tanto a casos de fendmenos climéticos, como acontecimentos do
nosso cotidiano ou ainda em jogos de azar.

Nesta secdo serdo apresentadas algumas definicdes e propriedades da Teoria da
Probabilidade, em particular aquelas que se encontram relacionadas com o Ensino Médio. Vale
ressaltar que os conteidos aqui apresentados sdo frequentemente vistos nas turmas de 22 ano do
Ensino Médio.

Ao iniciar a introducdo do conteido é importante que o professor realize junto com a
turma um momento de conversa sobre acontecimentos do cotidiano para que os alunos possam,
através desta conversa, observar a existéncia de dois tipos de experimentos: os deterministicos
e os aleatérios. Segundo Dante (2016), um experimento deterministico € aquele que
regularmente fornece o mesmo resultado, se repetido nas mesmas condicdes, por exemplo o
tempo que um dado leva para atingir o chéo se jogado de uma altura fixa. J& o experimento
aleatorio € aquele que mesmo sendo repetido nas mesmas condi¢fes, ndo apresenta 0 mesmo
resultado, por exemplo o lancamento de um dado, de uma moeda ou a retirada de uma carta
qualquer em um baralho.

A Probabilidade faz o estudo especificamente deste ultimo. J& que ndo podemos
determinar um U{nico resultado para estes experimentos, mas podemos, através da
probabilidade, determinar com que frequéncia esses resultados ocorrem. Assim sendo, para a
construcdo da sequéncia didatica, é necessario que os alunos ja tenham conhecimentos de
algumas definigdes, que serdo expostas agora, as quais se fundamentam em Dante (2016).

Definicéo 1: Espaco amostral: em um experimento (ou fen6meno) aleatério, o conjunto
formado por todos os resultados possiveis ¢ chamado espago amostral (Q2). Por exemplo, no
langamento de uma moeda podemos ter como resultado cara (c) ou coroa (K), assim 2 = {c, k}.

Definicdo 2: Evento (A, B, C, ...): é qualquer subconjunto do espaco amostral de um
experimento aleatorio. Por exemplo a possibilidade de “ocorrer nimero impar no langamento
de um dado” o espaco amostral para o lancamento ¢ dado como 2 = {1, 2,3,4,5,6} e como
evento A: “ocorrer nimero impar no langamento de um dado” — A4 = {1, 3,5}.

Definicdo 3: Quando um evento coincide com o espaco amostral, ele é chamado evento
certo. E quando um evento é vazio, ele é chamado evento impossivel. Por exemplo para o
experimento “langar um dado e registrar o resultado” se definirmos o evento A: “ocorréncia de

um numero menor que 7° — A = {1, 2, 3,4, 5, 6}, portanto A = (2. Mas se definirmos o evento
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B: “ocorréncia de nimero par maior que 6” — B = @. Onde A é um evento certo e B um evento
impossivel.

Definicdo 4: Considerando ainda o experimento anterior, € os eventos C: “ocorréncia
de numero par” — C = {2, 4, 6}; D: “ocorréncia de multiplo de 3” — D = {3,6}; E:
“ocorréncia de nimero impar” — E = {1, 3, 5}; podemos definir: o evento F: “ocorréncia de
ndmero par ou multiplo de 3> - F=CUD = {2, 4, 6} U {3,6} ={2,3,4,6} 0 evento G:
“ocorréncia de numero par e multiplo de 3 — G = CnND={2,4,6}n{3,6}={6}
(interseccgéo de eventos). Observe que os eventos C e E sdo chamados eventos complementares,
pois C U E = 2. Quando a interseccao de dois conjuntos é o conjunto vazio, eles sdo chamados
de eventos mutuamente exclusivos, por exemplo CNE = @.

Definicédo 5: Célculo de probabilidades: Em um fenémeno (ou experimento) aleatorio,
com espaco amostral finito, consideramos que todo evento elementar tem a mesma “chance”

de ocorrer. A probabilidade de ocorrer um evento A, indicada por p(A), € um nimero que mede

essa chance de acontecer, é dado por: p(4) = % onde n(A) representa 0s numeros de

elementos de A e n(£2) o nimero de elementos de 2. Para esses casos 0s eventos elementares
sdo chamados de eventos equiprovaveis.

Definicdo 6: Um evento A € um evento impossivel, e ndo ha possibilidade de que ele
venha a ocorrer quando p(A) = 0 e um evento certo é aquele em que ha certeza de que ele
ocorre quando p(A) = 1. Essas defini¢des séo validas pela desigualdade: 0 < p(4) < 1.

Definicdo 7: Definindo teoricamente probabilidade como uma funcdo que associa a
cada evento A um nimero p(A) satisfazendo as seguintes propriedades. 1%) P1: p(A) = 0, para
qualquer Ac 2; 2% P2 p(2)=1; 3% P3: p(AUB) =p(A)+p(B), quando ANB =
@(eventos mutuamente exclusivos).

Como consequéncias da definicdo tedrica de Probabilidade, temos as seguintes
propriedades:

12 propriedade: Impossibilidade ou p(@) = 0: Como um evento qualquer A (sendo A
subconjunto de £2) pode ser escrito como AU @e como AN @ =@, podemos aplicar a

propriedade Ps e temos:
p(A) = p(AU @) =p(4) + p(@)=p@) =0

22 propriedade: Probabilidade do evento complementar: Sendo A a notagdo para
“complementar de A”, temos:

AUA=0NeANA=0
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Logo:
p(2) = p(AUA)
Aplicando P2 e P3, temos:
1 =p(A) + p(A) ou, equivalente, p(A) = 1 —p(4)

3% propriedade: Probabilidade da unido de dois eventos: A partir do nimero de

elementos da uni&o de dois conjuntos, admitiremos que:
p(AUB) =p(A) + p(B) — p(A N B)— probabilidade da unido de dois eventos
quaisquer
p(ANB) =p(A)+p(B),quando ANB =@
Definicéo 8: Probabilidade condicional: Dados dois eventos A e B, com p(B) > 0, a

probabilidade condicional de ocorrer A, ja tendo ocorrido B, é um nimero dado por: p(A/B) =

p(ANB)
p(B)

Definicédo 9: Eventos independentes: Dois eventos A e B de um espaco amostral 2 (com
p(A) # 0 e p(B) # 0 sdo independentes se, e somente se, p(A/B) = p(A4), ou, de modo

equivalente:

p(AnB) =p(4) p(B)
Com isso, podemos afirmar que dois eventos A e B sdo dependentes quando p(4A N

B) # p(4) - p(B).

Observando a evolucéo historica da Probabilidade, juntamente como a forma em que
esses conceitos sdo apresentados e estudado nos livros didaticos, percebe-se a importancia de
propiciar o estudo deste conteudo através do uso de jogos e materiais manipulaveis em sala de
aula, pois estes podem facilitar o processo de aprendizagem do aluno, que tende a deixar de ver
a probabilidade como algo abstrato e passando a perceber sua presenca nos eventos do seu dia
a dia. No proximo capitulo, abordaremos mais acerca desta utilizacdo de jogos no ensino,
apresentando os beneficios e finalidades que se esperam com 0 seu uso em sala de aula, que

vdo muito além do lazer.
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3 JOGOS E MATERIAIS CONCRETOS NO ENSINO DE MATEMATICA

Durante o ensino de matematica o professor pode encontrar algumas dificuldades em
trabalhar diversos conteddos com seus alunos, por vezes, quando a matematica é ensinada de
modo mecénico, sem contextualiza¢do e por meio de exemplos distantes da realidade do aluno,
pode gerar nos alunos um entendimento de que esta € uma disciplina fechada, homogénea e
abstrata, e isso pode dificultar o processo de aprendizagem.

A matematica ¢ uma das disciplina mais importantes na grade curricular, devido a
possibilidade de se fazer uma ligacdo da mesma com vérias outras areas do conhecimento,
entretanto, essa disciplina “tem as vezes uma conotacdo negativa que influencia os alunos”
(SANTOS; FRANCA; SANTOS, 2007, p. 9), ou seja, 0 modo como a disciplina é apresentada
influencia no aluno, podendo vir a contribuir para 0 aumento do indice de reprovacao, e mesmo
aqueles que sdo aprovados, sentem alguma “dificuldade” no momento em que é necessario
aplicar os conhecimentos adquiridos.

Aprender matematica ndo é uma tarefa facil e ensinar também ndo. Por muitos anos foi
ensinado aos alunos a realizar célculos a partir de métodos ja prontos, mas com o0 avanco da
tecnologia, calculos matematicos que antes preenchiam uma lauda inteira, agora podem ser
feitos com apenas alguns clicks em uma calculadora ou utilizando softwares. De acordo com
Santos, Franga e Santos (2007, p. 13), atualmente, “a sociedade espera do professor outras
competéncias que possibilitem a formacdo de criangcas autdnomas, capazes de ler diferentes
formas de representacdo e de elaborar ideias para novos problemas, além das atividades
desenvolvidas em sala de aula”.

A medida que 0 mundo se atualiza a nossa volta, vé-se uma cobranga com os professores
para que seus métodos de ensino se “atualizem” também, entretanto para estes ndo ¢ tao facil
assim. Podemaos associar alguns fatores que influenciam nessas dificuldades enfrentadas pelos
professores, como a falta de uma formacéo profissional qualificada, as péssimas condi¢des de
trabalho, as precéarias politicas educacionais em nosso pais, a grande quantidade de conteido
que devem ser ministrados e o curto espaco de tempo que Ihes é dado para isso, entre outras.
Esses fatores ndo so dificultam o ensino, como também a aprendizagem por parte dos alunos.

Durante o Gltimo século, nota-se por parte de alguns educadores um “destaque a
importancia do apoio visual e visual-tatico na aprendizagem” (LORENZATO, 2006, p. 3).
Ainda de acordo com Lorenzato (2013), alguns educadores como Locke que, em 1680, defendia

a necessidade da experiéncia sensivel a fim de se alcangar um conhecimento; Piaget, mais tarde,
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concluiu que o conhecimento se da através da agdo reflexiva sobre o objeto; assim como
Vygotsky e Bruner no qual chegaram a um entendimento que as experiéncias no mundo real
constituem um caminho para que a crian¢a possa construir seu raciocinio, entre tantos outros
no exterior. No Brasil destacam-se nomes como Jalio César de Mello e Souza - Malba Tahan -
e Manoel Jairo Bezerra que contribuiram para o uso de materiais didaticos como apoio nas aulas
de matematica, entre outros autores.

Nos ultimos anos nota-se, tanto por parte dos professores e da instituicdo de ensino,
preocupacdes quanto aos métodos de ensino utilizados em sala de aula. Os professores tém
diversificado mais suas aulas, fugindo do método tradicional e buscando diversifica-lo sem que
isto afete o0 ensino e a aprendizagem, muitas vezes recorrendo aos materiais manipulaveis como
uma forma de prender a atencdo dos alunos quanto ao contetdo que esta sendo ministrado pelo
professor.

Como um auxiliador ao professor neste momento, Lorenzato (2006), chama a atencao
para a importancia de se ter um espaco especifico tanto para esses momentos quanto para as
aulas de matematica:

Nossa sociedade pressupde e, até mesmo, exige que muitos profissionais tenham seus
locais apropriados para desempenharem o trabalho. [...] E por que local apropriado
para trabalhar? Porque o bom desempenho de todo profissional depende também dos
ambientes e dos instrumentos disponiveis. Em muitas profissdes, a préatica difere

pouco do planejamento; ndo é o caso do magistério, devido a criatividade dos alunos,
que torna o LEM simplesmente indispensavel a escola. (LORENZATO, 2006, p. 05)

Dessa forma o LEM deve compor, em uma escola, um dos espagos que possuem uma
funcéo especifica, ndo o limitando a um local onde séo guardados os materiais didaticos, como
livros, materiais manipulaveis, jogos, etc., a fim de torna-los mais acessiveis para as aulas, este
seria a defini¢cdo de um arquivo ou depdsito. Diferentemente deste, o LEM consiste num local
da escola reservado preferencialmente ndo s6 para as aulas regulares de matematica, como
também num espaco onde os alunos possam tirar suas duvidas, um espaco onde ha uma
aprendizagem colaborativa, um compartilhamento de conhecimentos, onde os professores
sejam capazes de planejar suas aulas e atividades a serem realizadas nas mesmas.

[...] o LEM, nessa concepcéo, € uma sala-ambiente para estruturar, organizar, planejar
e fazer acontecer o pensamento matematico, é um espago para facilitar, tanto ao aluno
como ao professor, questionar, conjecturar, procurar, experimentar, analisar e

concluir, enfim, aprender e principalmente aprender a aprender. (LORENZATO 2006,
p.07)

Neste momento de criacdo do LEM, Lorenzato (2006) ressalta a importancia de uma

acdo conjunta dos professores, administracdo da escola e alunos, ressaltando que a participacao
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deste ultimo na construcdo do LEM é muito importante para o processo educacional. Porém
além do ato de somente utilizar um material manipulavel é perceptivel que a participacdo na
constru¢cdo do mesmo, traz inimeras contribuicdes no aprendizado do aluno, pois neste
momento de construcdo de um poliedro, por exemplo, estes podem observar atentamente o
objeto e entender mais de suas caracteristicas e propriedades.

O autor frisa sempre o fato de que, a construcdo de um LEM n&o é algo que se da do dia
para a noite, e sim através de uma continua producdo de materiais e busca por métodos
diferentes de investigacdo cientifica, ndo existe um momento de conclusdo deste, assim como
nao existe um modelo Unico. Lorenzato (2006, p. 9) chama a atencdo para esse ponto ao afirmar
que “a respeito da construcdo do LEM, ¢ também fundamental considerar a quem se destina”.
O LEM de uma escola de Ensino Fundamental, por exemplo, difere do LEM destinado aos
alunos do Ensino Médio, a finalidade ¢ a mesma, mas os materiais didaticos que constituem
cada um possui objetivos e finalidades diferentes.

Apesar desta diferenca e de seu processo de construcdo nao ser algo simples, Lorenzato
(2006) destaca alguns materiais, considerados por ele basicos, para se ter nesse espaco, sdo
estes: livros didaticos, paradidaticos e sobre temas matematicos, artigos de jornais ou revistas,
registros de episodios da historia da matematica, ilusdes de Otica, falacias, sofismas e
paradoxos, jogos, quebra-cabecas, figuras geomeétricas, solidos geométricos, moldes estaticos
ou dindmicos, quadros, murais ou posteres, materiais didaticos industrializados e produzidos
pelos alunos e professores, réguas, compasso, calculadoras, computadores, colas, tesouras e
demais materiais e instrumentos necessarios a producdo de materiais didaticos.

Lorenzato (2006, p. 07) ressalta que, “para muitos professores, todas as salas de aula e
todas as suas aulas devem ser um laboratorio onde se dao as aprendizagens da matematica”.
Essa concepcdo, para o autor, é considerada uma utopia que pode enfraquecer uma possivel
construcdo de um LEM, desmotivando o professor ainda no processo de construcédo deste, seja
ele uma sala, um canto ou simplesmente um armario. Assim, como o professor encontrara
motivos para construir um LEM, ele também encontrara objecdes a este, 0 que torna ainda mais
necessario que 0 mesmo tenha conhecimento sobre este espago, para que possa influenciar e

incentivar seus demais colegas, alunos e a escola.
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3.1 Jogos e Materiais Concretos no Ensino de Probabilidade

No contexto educacional, percebe-se que 0s jogos e brincadeiras educativas vém
tomando cada vez mais espaco nas salas de aula como apoio aos professores, tornando assim
as aulas mais agradaveis sem perder o foco da aprendizagem. Segundo Kishimoto (2008, p. 37),
“0 jogo ¢ um instrumento pedagdgico muito significativo [...] ¢ uma atividade livre, alegre, que
engloba uma significacdo. E de grande valor social, oferecendo inimeras possibilidades
educacionais”. Assim, esses jogos sdo vistos, no ambiente escolar, como uma estratégia para o
ensino e para a aprendizagem, sendo considerados um veiculo importante para 0
desenvolvimento social, emocional e intelectual dos alunos.

Assim 0 jogo passa a ter um cardter de material de ensino quando provoca
aprendizagem, onde o0 aluno aprende ao mesmo tempo a estrutura logica da brincadeira e a
estrutura matematica presente no jogo.

O jogo sera contedo assumido com a finalidade de desenvolver habilidades de
resolucdo de problemas, possibilitando ao aluno a oportunidade de criar planos de

acdo para alcancar determinados objetivos, executar jogadas de acordo com este plano
e avaliar sua eficacia nos resultados obtidos. (CABRAL, 2006, p. 15)

Nessas concepcOes, saimos da visdo do jogo como puro material instrucional
incorporado ao ensino, para algo mais ludico que propicia o tratamento dos aspectos afetivos
que caracterizam o ensino e a aprendizagem como uma atividade.

Cabral (2006, p. 16) cita Perelman como “um dos grandes precursores do uso dos jogos
no ensino de matematica”, utilizados de forma a explorar determinados conceitos e coloca-los
de forma ladica. Como exemplo de materiais que podem ser enquadrados nessas caracteristicas
temos o0s quebra-cabecas, quadro magicos, o geoplanos, materiais dourados, abacos, sélidos
geométricos, entre outros. Ressaltamos que

Se brinquedos sdo sempre suportes de brincadeiras, sua utilizacdo deveria criar
momentos lddicos de livre exploragdo, nos quais prevalece a incerteza do ato e ndo se
buscam resultados. Porém, se 0os mesmos objetos servem como auxiliar da acéo
docente, buscam-se resultados em relagéo a aprendizagem de conceitos e noges, ou
mesmo, ao desenvolvimento de algumas habilidades. Nesse caso, o objeto conhecido

como brinquedo néo realiza sua func¢éo ludica, deixa de ser brinquedo para tornar-se
material pedagdgico (KISHIMOTO, 1994, p.14).

Dessa maneira, vemos uma diferenciacao entre brinquedo e material pedagogico, que é
fundamentada na natureza da acdo educativa. Para saber se um jogo € educativo ou nédo, o

professor deve assumir um papel de organizador de ensino, isto €, organizar situaces que



35

possibilitem ao aluno ter consciéncia dos conceitos que pretende trabalhar com o desenvolver
das atividades.
O jogo na educagdo matematica parece justificar-se ao introduzir uma linguagem
matematica que aos poucos sera incorporada aos conceitos matematicos formais, ao

desenvolver a capacidade de lidar com informacdes e ao criar significados culturais
para 0s conceitos matematicos e estudo de novos contetidos. (CABRAL, 2006, p. 18)

Dessa forma, a matematica deve buscar nos jogos a ludicidade das soluc¢des construidas
para cada situacdo problema do dia a dia. Segundo os PCNs (1998, p. 46), voltando-se para o
ensino de matematica, “os jogos constituem uma forma interessante de propor problemas, pois
permite que estes sejam apresentados de modo atrativo e favorecem a criatividade na elaboracéo
de estratégias de resolucdo e busca de solugdes”. Assim, pode-se obter uma abordagem didatica
diferenciada no ensino de matematica, pois o professor, além de estabelecer uma relagdo menos
autoritaria, também consegue fazer com que os alunos se dediquem mais as atividades durante
0 desenvolvimento da aprendizagem.

O uso de jogos e materiais didaticos visa também combater as “velhas” praticas
educacionais tradicionais no ensino de matematica, pois o que vem sendo decorado pelo aluno,
como férmulas, conceitos, regras e outros, podem ser assimilados durante a realizacdo dessas
atividades pedagogicas. Contudo é necessario tomar cuidado para que estas atividades ndo se
tornem meros momentos de lazer, pois a finalidade destas é de induzirem os alunos a pensarem
de forma mais clara, desenvolvendo seu raciocinio logico e criatividade. Segundo Rosario
(2013), ¢ preciso que o professor saiba induzir os alunos a um ambiente de aprendizagem, que
pode ser caracterizado pela proposicdo, investigacdo e exploracdo de situacdes problemas
diferentes.

Dessa forma, 0s jogos e materiais concretos sao destinados a chamar a atencéo do aluno
para a aprendizagem da matematica, sendo capazes ainda de incentivar a motivacdo e 0s
estimulos destes. Na concepcdo de Régo e Régo (2006, p. 43),

[...] o material concreto tem fundamental importancia pois, a partir de sua utilizacdo
adequada, os alunos ampliam suas concep¢des sobre o que &, como e para que

aprender matematica, vencendo os mitos e preconceitos negativos, favorecendo a
aprendizagem pela formacéo de idéias e modelos.

Desse modo, no momento em que o professor estiver em sala utilizando-se de materiais
concretos para os alunos, esses poderdo ser estimulados a apresentarem suas duvidas sobre 0s
conceitos matematicos, além de utilizar seus conhecimentos prévios durante a aula. O conteldo
ndo sera visto como “mais uma formula a ser decorada” e sim como algo que eles utilizam em

momentos de diversdo, sem terem o conhecimento de que o estdo fazendo. Gavanski e Lima
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(2010), ressaltam que alguns materiais concretos como bot6es, tampas, palitos e outros, podem
ser Uteis na evidenciacdo de relagdes que estdo em nivel de abstracdo elevado ainda para
criancas, as vezes mais que materiais como geoplanos, tangran, material dourado e afins, os
quais apresentam ideias matematicas ja definidas na sua utilizacao.

Gavanski e Lima (2010, p. 106, grifo dos autores) ressalta ainda que “as nogdes
matematicas ‘jamais se encontram nos materiais’, mas se formam na mente da crianga com o
auxilio da agdo mediadora do professor”. Sobre isso, Cabral (2006, p. 22) salienta que “¢
necessario que o professor questione o aluno sobre suas jogadas e estratégias para que o0 jogar
se torne um ambiente de aprendizagem e criacdo conceitual e ndo apenas de reproducao
mecénica do conceito”. Durante esse processo, o aluno dispde-se a elaboracdo de processos de
analise de possibilidades e tomadas de decisdes. O aluno € instigado a criar processos para jogar
e resolver problemas que podem e irdo surgir durante o jogo, criando assim novas estratégias e
pensamentos.

Um outro aspecto importante, que € proprio do jogo e ¢é destacado por Cabral (2006), é
0 seu carater social, onde possibilita que os alunos exponham suas ideias e estratégias, analisem
as dos seus colegas e reflitam sobre cada jogada feita por eles e por seus adversarios. O autor
destaca ainda para que um jogo, ou até mesmo um material didatico, possa atingir sua plenitude
e realmente ser considerado um objeto Util no processo de ensino, é necessario analisar
determinados aspectos, que sao:

Ser interessante e desafiador: O professor deve propor alguma coisa interessante para
os alunos resolverem, levando sempre em conta o estagio de desenvolvimento em que
o aluno se encontra. [...] O professor também deve buscar adaptar um jogo para torna-
lo mais desafiador. Permitir que o aluno avalie seu desempenho: Quando um aluno
tenta obter um resultado, esta naturalmente interessado no sucesso de sua a¢do. Neste
caso, é necessario que o resultado seja claro, permitindo ao aluno avaliar seu sucesso,
percebendo, sem duvida, onde errou, estabelecendo as consequentes relacdes entre as
vérias acOes realizadas e reacgles, contribuindo, assim, para a construcdo da
autonomia. Favorecer a participacdo ativa de todos os jogadores durante o jogo: O
professor deve estar atento & reacdo e a participagdo continua e a capacidade de
envolvimento dos alunos, seja observando, agindo ou pensando. Caso seja hecessario,

o professor pode fazer altera¢es no grupo ou mesmo tirar ou incluir regra, a fim de
possibilitar este movimento. (CABRAL, 2006, p. 23-24)

Assim, ao introduzir um jogo ou um material didatico, o professor deve estabelecer e
deixar claro os objetivos para 0 mesmo, assim como deve verificar a adequacédo da metodologia
a turma em que pretende trabalhar, além disso, estes devem representar uma atividade

desafiadora aos alunos, para assim, desencadear o processo de aprendizagem.
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Como visto no capitulo anterior, a probabilidade se deu a partir do estudo de jogos,
sendo assim, utiliz&-los no seu ensino pode contribuir para uma melhor compreensdo dos
conceitos e definigdes.

Nos Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio (PCNEM) de 2000, o
ensino de Probabilidade (e Estatistica) sdo indicados como uma competéncia a qual deve ser
desenvolvida uma compreensdo do carater aleatdrio, e ndo deterministico, dos fendmenos

naturais e sociais. De acordo com esse documento:

As habilidades de descrever e analisar um grande nimero dados, realizar inferéncias
e fazer predicbes com base numa amostra de populacdo, aplicar as idéias de
probabilidade e combinatéria a fenémenos naturais e do cotidiano sdo aplicac6es da
Matematica em questdes do mundo real que tiveram um crescimento muito grande e
se tornaram bastante complexas. Técnicas e raciocinios estatisticos e probabilisticos
sdo, sem divida, instrumentos tanto das Ciéncias da Natureza quanto das Ciéncias
Humanas. Isto mostra como serd importante uma cuidadosa abordagem dos conteidos
de contagem, estatistica e probabilidade no Ensino Médio, ampliando a interface entre
o aprendizado da Matematica e das demais ciéncias e areas. (BRASIL, 2000, p. 44)

As técnicas e raciocinios probabilisticos enfatizados, recebem uma atencdo e
especificagdo maior na BNCC. Nela os diferentes campos da matematica sao integrados de uma
forma mais consistente, definidos num conjunto de pares de ideias, sendo estes: variacdo e
constancia; certeza e incerteza; movimento e posicédo; relacdes e inter-relacdes. No que concerte

a Probabilidade temos o par certeza e incerteza, onde:

Certeza e incerteza é um par normalmente associado, na matemaética escolar, ao estudo
de fendmenos aleatdrios, & obtencdo de medidas no mundo fisico, a estimativas,
andlises e inferéncias estatisticas e a argumentacdes e demonstra¢es algébricas ou
geométricas. Mas ela engloba muitas outras ideias. [...] Como certeza e incerteza sdo
inerentes a elaboracdo de conjecturas e predi¢Bes, podemos considerar que a
visualizagdo, a antevisdo, a previsdo e a antecipacdo sdo insepardveis desse par de
ideias e estdo associadas as préaticas de expressar e comunicar ideias e estratégias
matematicas, validando-as por meio de sugestdes. [...] Certeza e incerteza sdo
inerentes, ainda, a variadas formas de comunicagdo social, que empregam elementos
de estatistica e suas representacdes, além dos problemas de contagem e de formas
intuitivas de expressdo de probabilidades. (BRASIL, 2018, p. 518, grifo nosso)

Portanto, ndo seré suficiente que o aluno apenas calcule medidas probabilisticas, o aluno
deve ser capaz de interpretar e avaliar situagdes propostas. Desse modo, com o apoio do jogo

produzido iremos propor uma sequéncia didatica que melhor se adeque as competéncias e
habilidades previstas na BNCC.
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4 PROPOSTA DIDATICA PARA O ENSINO DE PROBABILIDADE NO ENSINO
MEDIO

Com o desenvolver dos estudos apresentados em capitulos anteriores, percebemos a
necessidade de uma organizacdo do contetdo, com objetivo de produzirmos uma proposta que
adote 0 uso de um jogo nas aulas de probabilidade, em especifico, quanto ao estudo dos
conceitos de: Espaco amostral, Evento Certo, Impossivel, Eventos mutualmente exclusivos,
Unido e Interseccdo de eventos, Eventos Complementares e Célculo de probabilidades. Como
destaca Zabala (1998, p. 53), “os tipos de atividades, mas sobretudo sua maneira de se articular,
sao um dos tracos diferenciais que determinam a especificidade de muitas propostas didaticas”.
Assim os debates, exercicios e problemas propostos, as provas, as aplicacdes e etc., podem ter
uma finalidade ou outra, depende de como estas sé@o atribuidas. No tocante as atividades de cada
sequéncia, ha algumas preocupacdes que devem ser observadas pelo professor como:

[...] aidentificacdo das fases de uma sequéncia didatica, as atividades que a confirmam
e as relagBes que se estabelecem devem nos servir para compreender o valor

educacional que tém, as razBes que as justificam e a necessidade de introduzir
mudancas ou atividades novas que as melhorem. (ZABALA, 1998, p. 54)

Assim, o professor deve se perguntar primeiro se a sequéncia é apropriada para o que
ele gostaria de trabalhar em sala de aula. O autor define, anteriormente, as sequéncias didaticas
como “[...] um conjunto de atividades estruturadas e articuladas para a realizacdo de certos
objetivos educacionais, que tém um principio e um fim conhecidos tanto pelos professores
como pelos alunos” (ZABALA, 1998, p. 18). Em consonancia, Cabral (2017, p. 31) defende
que o uso de sequéncias didaticas “possibilita ao professor organizar as atividades de ensino
em fungao dos nucleos tematicos e dos procedimentos estruturais”.

Portanto, a utilizacdo das sequéncias possibilita uma melhor organizacéo do contetdo e
facilita o processo de ensino e aprendizagem do aluno. A decisdo de se utilizar ou ndo destas
sequéncias deve ser pensada antecipadamente, no processo de estudo do conteldo a ser
ministrado. Cabral (2017, p. 34) divide esse processo em 4 etapas:

[...] o professor faz em primeiro lugar uma investigacdo interna, ou seja, olhando para
relacdes conceituais do objeto em termos de contetdos disciplinares. [...] Em segundo
lugar, o professor deve se apropriar de estudos j& desenvolvidos sobre o objeto de
ensino em foco. [...] Em terceiro lugar, o professor precisa, por um lado, sistematizar
uma caracterizacdo do objeto de ensino a partir tanto do olhar disciplinar e, por outro
lado, o objeto de ensino precisa ser percebido como objeto investigado com resultados
apontados no que diz respeito as possibilidades de aprendizagem. E, por fim, o

professor deve materializar o que elegeu como insandvel. Objetivar suas acdes de
ensino a partir de um percurso metodolégico definido e explicito.
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Esse processo exige do professor tanto uma capacidade de planejamento e organizagao
de dados quanto uma capacidade de producdo de texto escrito, a saber o plano de aula, que lhe
servird de apoio para conduzir as a¢des de aprendizagem dos alunos.

A sequéncia a seguir aqui foi produzida de forma a ser utilizada pelo professor ainda na
introducdo das aulas acerca dos contetdos de Probabilidade, como o intuito dos alunos
aplicarem seus conhecimentos. Com base nos estudos ja feitos nos capitulos anteriores,

partiremos agora para a sequéncia didatica.

4.1 Sequéncia Didética

Bloco Matematico: Probabilidade
Conteudos: Espaco amostral e evento; Eventos certo, impossivel e mutualmente exclusivos e
Calculo de Probabilidades
Ano de Ensino: 22 ano do Ensino Médio
Objetivos:
Geral: Resolver e elaborar problemas que envolvam o calculo de probabilidades de
eventos em experimentos aleatorios sucessivos. (Habilidade EM13MAT312 da BNCC)
Especificos:
e Estimular a reutilizacdo de materiais reciclaveis;
e Planejar e executar acfes envolvendo a criacdo e a utilizacdo de Jogos no estudo dos
conceitos de Probabilidade.
e Interpretar a linguagem matematica que esta relacionada aos conceitos de espaco
amostral, eventos e calculo de probabilidade;
e Identificar os procedimentos matematicos necessarios para a resolucao de problemas;

Tempo previsto: 6 horas/aulas.
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Quadro 1:Primeiro Momento

12 MOMENTO: Construcdo e estudo do material

Atividade 1: Confeccionar a Roleta da Probabilidade

Objetivos: Construcdo/Montagem do material didatico Roleta da Probabilidade

Atividade 2: Estudo do material
Objetivos: Analisar o material confeccionado e aplicar os conceitos probabilisticos

relacionados a espaco amostral e eventos.

Problema 1: Descreva o0 espaco amostral da Roleta da Probabilidade.

Problema 2: Sabendo que a roleta foi girada trés vezes, determine os eventos: A:
“parar a0 menos 2 vezes na cor azul” e B: “parar uma vez na cor vermelha”.

Problema 3: Seja os eventos: A: “Ocorréncia de um niimero par” ¢ B: “Ocorréncia
de um numero impar”. Determine-0S.

Problema 4: O que acontece quando eu junto os eventos A e B do problema 3?

Fonte: Autoria propria

Quadro 2: Segundo Momento

22 MOMENTO: Unido e Intersecdo de eventos na Roleta da Probabilidade

Atividade 1: Unido e Interseccédo de eventos

Objetivos: Aplicar conceitos de unido e intersec¢do de eventos na resolucédo de problemas.

Problema 1: Seja A = {2,4,6,8,10}, B ={1,3,5,7,9} e C = {3, 6,9}. Determine
AUB,ANB,BNnCeANC.
Problema 2: Explique porque A N B = @.

Atividade 2: Célculo de Probabilidade

Objetivos: Aplicar o calculo de probabilidades na resolucédo de problemas

Problemal: Considerando que a roleta foi girada 2 vezes qual a probabilidade de se
obter a cor verde no segundo giro, sabendo gue ja se obteve vermelho no primeiro resultado.
Problema 2: Trés giros foram feitos na roleta. Qual a probabilidade de sair a soma

15, sabendo que ocorreu 3 no primeiro giro e 5 no segundo giro?

Fonte: Autoria Propria
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Quadro 3: Terceiro Momento

32 MOMENTO: Elaborando problemas

Atividade 1: Elaboragéo de problemas.
Objetivos: Desenvolver a capacidade de elaborar e resolver problemas que envolvam os

conceitos vistos anteriormente por eles.

Tarefa 1: O professor deve desafiar os alunos a desenvolverem um problema
matematico a partir dos contetdos estudados previamente. O professor pode auxiliar 0s
alunos na elaboragéo dos problemas.

Fonte: Autoria propria

4.2 Detalhamento e OrientacGes Pedagogicas para a Aplicacdo da Sequéncia Didatica

Antes de iniciar a aplicacdo desta proposta, é necessario que o professor converse com
seus alunos sobre a matéria prima necessaria para a construcao do material didatico. O professor
ja deve ter uma breve ideia, com base na quantidade de alunos que participardo da proposta, de
quantas Roleta da Probabilidade serdo necessarias para serem construidas, ou seja, cada grupo
construira sua roleta, de modo que cada tenha até quatro alunos. Dessa forma, observa-se que
cada grupo precisara de:

e 11 tampas®;
e Papeldo ou Papel Panama;
e Cartolina ou EVA (em trés cores diferentes);
e Pistola e bastdo de cola quente;
e Palitos de churrasco;
e Tesoura, Cola branca, estilete;
No primeiro momento temos a construcdo do material, esse momento deve ser realizado

juntamente com os alunos. Essa construcdo se inicia no recorte da base da roleta, cada uma tera

® As tampas utilizadas na montagem foram as de caixas de leite, sucos de caixinha, etc., por terem um tamanho
maior, mas o professor pode se preferir utilizar papeldo para substituir.
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uma base de 50 x 50 centimetros com um furo no meio, por esse furo ira passar o palito de

churrasco que sera usado como apoio para que nossa tampa gire, observe a Figura 3.

Figura 3 - Base da Roleta

Fonte: Autoria propria

Assim o professor fara um furo em uma das tampas, de modo que ao encaixa-la no palito

de churrasco a mesma gire livremente, veja a figura a seguir.

Figura 4 - Tampa com furo

Fonte: Autoria prdpria
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Na parte de baixo do papeldo sugerimos que o palito seja colado com o uso de cola
quente, fazendo com que este esteja mais firme no momento em que se girar a tampa, 0
professor pode ainda substituir este por um fidget spinner (veja Figura 5). Utilizando as tampas,
cobrimos elas com cartolina de cores diferenciadas e concluimos o processo de montagem da
roleta, Figura 5, nela temos, também, a primeira roleta produzida na disciplina de LEM como

mencionado na introducéo deste trabalho.

Figura 5 - Roleta produzida na disciplina de LEM

Fonte: Autoria prdpria

Apos essa construgdo da roleta, o professor deveré trabalhar a Atividade 2 do primeiro

momento.
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Problema 1: Descreva o0 espagco amostral da Roleta da Probabilidade.

Problema 2: Sabendo que a roleta foi girada trés vezes, determine os eventos: A: “parar ao
menos 2 vezes na cor azul” e B: “parar uma vez na cor vermelha”.

Problema 3: Seja os eventos: A: “Ocorréncia de um niimero par” e B: “Ocorréncia de um
namero impar”. Determine-0S.

Problema 4: O que acontece quando eu junto os eventos A e B do problema 3?

Portanto espera-se que 0s alunos sejam capazes de identificar conceitos como de espaco
amostra e evento e aplica-los na resolucdo de problemas. Sugere-se que esta atividade seja
aplicada antes de se haver um inicio do contetdo, de forma que os alunos apliquem

conhecimentos anteriores na resolucdo destes problemas.

Problema 1: Seja A = {2,4,6,8,10}, B =1{1,3,5,7,9} e C = {3,6,9}. Determine A U B,
ANB,BNnCeAnNnC.
Problema 2: Explique porque A N B = @.

No segundo momento temos duas atividades, onde a primeira é direcionada ao contetdo
de Unido e Interseccao de eventos. Durante esta atividade o professor deve incluir os conceitos
e definicOes acerca da unido de eventos, intersec¢do de eventos, eventos complementares e

eventos mutualmente exclusivos.

Problemal: Considerando que a roleta foi girada 2 vezes qual a probabilidade de se obter a
cor verde no segundo giro, sabendo que ja se obteve vermelho no primeiro resultado.
Problema 2: Trés giros foram feitos na roleta. Qual a probabilidade de sair a soma 15,

sabendo que ocorreu 3 no primeiro giro?

Ainda na segunda atividade do mesmo momento, temos a introducéo do contetido de
calculo de probabilidades. Nesta atividade espera-se dos alunos que sejam capazes de
identificar e aplicar o conceito de calculo de probabilidade. No Problema 1, os alunos podem
apresentar seus resultados através do diagrama da arvore. Quanto ao Problema 2, espera-se que
0s mesmos identifiqguem quais os resultados possiveis e favoraveis para este.

O terceiro momento ndos esta dividido em um unico momento, onde os alunos ainda
separados em grupos deverdo elaborar problemas que envolvam os contetdos de unido e

intersec¢do de eventos ou o célculo de probabilidade. Espera-se que 0s mesmos sejam capazes
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de relacionar o contetido visto no momento anterior com o material didatico em suas maos, a
Roleta da Probabilidade, e assim elaborarem problemas sobre estes assuntos.

Dessa forma, cada grupo deve elaborar um problema baseado também no material,
Roleta da Probabilidade e juntamente com este a sua solucdo e o método, ou modo, que
utilizaram para encontrar a solugio do mesmo. E necessario que o professor incentive cada
grupo a fazer uma breve apresentacdo do seu problema, e de sua resolucéo, aos demais alunos
da turma, para que todos possam compartilhar conhecimentos com seus colegas.

Neste momento o professor deve incentivar a exposicdo das ddvidas por parte dos
alunos, esclarecendo-as a medida que estas forem surgindo. De acordo com a realidade escolar
de cada professor, 0s mesmos podem ainda expor estes estudos em alguma feira de ciéncia na
prépria escola, ampliando esses estudos e conhecimentos aos demais alunos das outras turmas,

e turnos.
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5 CONSIDERACOES FINAIS

Esta pesquisa teve o objetivo de viabilizar o processo de ensino e aprendizagem de
probabilidade no Ensino Médio, por meio da formulacéo de sequéncia didatica com a utilizagdo
de materiais didaticos manipuldveis. Na qual foi realizada uma pesquisa bibliografica para
melhor compreender o processo de evolucdo da Historia da Probabilidade, como resultado
observamos que a probabilidade é considerada um estudo recente na area da Matematica, visto
que somente a partir de meados do século XV que a mesma foi incluida como uma area de
estudos. Assim, eventos e acontecimentos que antes eram vistos de forma empirica, como uma
vontade de uma divindade, ou mero caso de sorte ou azar, passam a ser estudados de forma
cientifica e matematicamente.

Surgem assim os primeiros trabalhos na resolugdo de problemas que envolve o célculo
de divisdes de apostas interrompida, resultado de lancamentos de dados, possibilidade de se
perder uma carga preciosa (que séo 0s casos dos seguros maritimos), estes problemas e outros
foram estudados por matematicos durante anos, nesses podemos destacar as correspondéncias
trocadas entre Pascal e Fermat, que sdo consideradas como o inicio da Teoria da Probabilidade.

Realizamos também estudos e leituras para uma melhor compresséo dos objetivos dos
jogos em sala de aula, assim como os beneficios de uma sequéncia didatica e podemos
compreender os beneficios da utilizacdo de jogos e materiais no ensino. Além disso, nos
valendo também dos estudos realizados, percebemos que 0s jogos estiveram desde sempre
presentes no estudo da probabilidade, em especial os jogos de azar.

E nesta demonstracao de conceitos e ampliacdo de estudos que este jogo se mostra um
aliado ao professor, pois através deste o aluno podera notar a aleatoriedade em eventos
probabilisticos em particular, além dos demais conceitos vistos no estudo de Probabilidade,
principalmente aqueles ao qual a sequéncia descrita foi direcionada. Vale ressaltar material
produzido pode ser utilizado nos demais estudos acerca de Probabilidade.

Portanto, 0s jogos surgem como aliados aos professores no momento de demonstrar e
aplicar os conceitos estudados, em especial no jogo proposto aqui, pois através do mesmo €
possivel para o aluno notar a aleatoriedade presente em eventos probabilisticos em particular,
espaco amostral, probabilidade de evento, unido e interseccdo de eventos e calculo de
probabilidades.

Logo temos como resultado deste trabalho a criacdo de uma sequéncia didatica
utilizando o material Roleta da Probabilidade, este material além de poder ser construido com

materiais reciclaveis, ainda permite uma estabilidade, embora estejamos falando de uma roleta,
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quem em sua maioria possuem bases circulares, esta foi confeccionado em uma base quadrada
para que haja uma melhor sustentagdo da mesma no seu momento de uso. Infelizmente por
conta de nossa atual situacdo perante a pandemia do COVID-19, ndo podemos realizar a
aplicacdo da sequéncia didatica. Entretanto isso ndo nos impede de em um outro momento

realizar a aplicacdo da mesma e apresentar os resultados obtidos desta aplicagéo.
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