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RESUMO

Neste trabalho estudaremos alguns métodos para a solu¢ao de Equagdes Diferenciais Ordinarias
(EDOs) de primeira ordem, com o objetivo de trazer uma melhor compressao sobre elas. Também
estudaremos alguns métodos numéricos para determinar valores aproximados da solugdo de
uma EDO, conhecendo seu valor inicial. Serdo apresentadas algumas aplicacdes, através da
solu¢do numérica de problemas de valor inicial com EDOs de primeira ordem. Dessa forma,
estudaremos alguns conceitos sobre EDOs de primeira ordem, onde analisaremos o Teorema da
Existéncia e Unicidade para um problema de valor inicial (PVI), e também alguns métodos para
a solu¢do de EDOs de primeira ordem, tais como, lineares, separdveis, homogéneas e exatas.
Devido a dificuldade de resolver algumas EDOs, e a fim de determinar valores aproximados
da solugdo de PVIs, também estudaremos alguns métodos numéricos de um passo, tais como
o método de Euler, o método de Taylor de ordem superior ¢ Runge-Kutta. Para exemplificar
alguns dos métodos numéricos que estudaremos, trazemos algumas aplicacdes considerando
PVIs.

Palavras-chave: Equacdes Diferenciais Ordinédrias. Problema de Valor Inicial. Métodos

Numéricos.



ABSTRACT

In this work we will study some methods for the solution of Ordinary Differential Equations
(ODE) of the first order, in order to bring a better compression on them, also we will also
study some numerical methods to determine approximate values of the solution of an ODE,
knowing its initial value. Some applications will be presented, through the numerical solution
of initial value problems with the first-order ODE. In this way, we will study some concepts
about the first-order ODE, where we will analyze the Existence and Oneness Theorem for an
initial value problem (PVI), and also some methods for the solution of the first-order ODE,
such as linear, separable, homogeneous and exact. Due to the difficulty of solving some ODE,
and in order to determine approximate values of the PVI solution, also we will study some
single-step numerical methods, such as the Euler method, the Taylor method of higher-order,
and Runge-Kutta. To exemplify some of the numerical methods that we will study, we bring
some applications considering PVIs.

Keywords: Ordinary Differential Equations. Initial Value Problem. Numerical methods.
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Capitulo 1
Introducao

O estudo das Equacdes Diferenciais Ordinarias (EDOs) iniciou durante o século XV,
através da descoberta do de Calculo, realizada por Isaac Newton(1643-1727) e Gottfried Wi-
lhelm Leibniz (1646-1716) que eram movidos por problemas fisicos, seus estudos serviram de
base para consolidar as EDOs como ramo da matematica. Contribui¢des no século XVIII de
outros grandes nomes como Euler (1707 -1783), Lagrange ( 1736 - 1813) e Laplace (1749 -
1827) direcionaram para os métodos que utilizamos atualmente e ajudaram a expandir ainda
mais sua aplicacdo para outras areas.

E notério que as Equacdes Diferenciais Ordindrias sio muito importantes
para o desenvolvimento da Matematica, pois além de utilizar o rigor intrinsecamente ma-
temadtico, encontramos suas aplicagdes em diversas dreas como Engenheira, Biologia, Fisica
e Quimica.

Em virtude disso, as EDOs podem ser usadas como ferramenta para resolver modelos
de fendmenos naturais. “Essas equag¢Oes permitem, muitas vezes, fazer previsdes sobre como
0s processos naturais se comportardo em diversas circunstancias” (BOYCE E DIPRIMA 2015,
p-85). Deste modo podemos trabalhar com um modelo matemadtico que representa o problema
real, a fim de analisarmos um fendmeno empregando um modelo matemético que descreva seu
comportamento.

As Equagoes Diferenciais Ordindrias contam com métodos para obter sua solucdo, en-
tretanto, nem sempre € possivel obter uma, soluc¢do explicita mas existem os chamados métodos
numeéricos, que fornecem uma aproximacgdo dos valores da solu¢ao de um problema de valor
inicial.

Neste trabalho apresentamos o estudo de alguns métodos de solu¢do de EDOs de pri-
meira ordem, e também estudamos alguns métodos numéricos de um passo, com énfase nos
métodos de Euler e de Runge-Kutta, os quais permitem obter valores aproximados da solu¢do
de problemas de valor inicial (PVIs) para Equacdes Diferenciais Ordindrias de primeira ordem.

Trazemos também alguns problemas para obtermos uma melhor visdo de como as

13



CAPITULO 1. INTRODUCAO 14

Equagdes Diferenciais Ordindrias de primeira ordem podem ser aplicadas no contexto da vida
real. Assim, modelando alguns fendmenos e descrevendo seu comportamento podemos deter-
minar PVIs, e utilizaremos os métodos numéricos de Euler e Runge-Kutta para calcularmos
uma aproximacao da solucao de cada um desses problemas.

Esta monografia estd dividida em 5 capitulos. Iniciamos nosso trabalho com o Capitulo 2,
que apresenta alguns conceitos e defini¢des acerca das EDOs, analisamos o Teorema da existéncia
e unicidade de solucdes de um problema de valor inicial, e também estudamos métodos de
solu¢do para Equacdo Diferenciais Ordindrias de primeira ordem % = f(t,y)), entre elas as
equacoes lineares, as separdveis, as homogéneas e as exatas, em cada um dos métodos apresen-
tamos as definicdes correspondentes e exemplos.

Em seguida, no Capitulo 3 estudamos os métodos numéricos de passo tnico. Por meio
deles podemos obter uma aproximacao numérica do valor da solu¢do de um problema de valor
inicial. Os métodos apresentados sdo o método de Euler, o método de Taylor de ordem superior
e o método de Runge-kutta.

Tendo em mente que as Equagdes Diferenciais Ordindrias de primeira ordem podem
modelar problemas naturais, apresentamos no Capitulo 4 algumas aplicagdes de um PVI, dessa
forma, utilizamos os métodos numéricos que estudamos no Capitulo 3 para encontrar as
aproximacodes numéricas dos valores da solucdo de um PVI.

Finalmente, no Capitulo 5, serdo apresentadas as consideracgdes finais desse trabalho.

Destacamos que os resultados dos célculos, apresentados nas tabelas e os graficos do
Capitulo 4 foram realizados com o auxilio do software MATLAB. Caso o leitor esteja
interessado, os cddigos com a implementagao do algoritmo de cada método numérico estudado
se encontram no Apéndice deste trabalho.

Para uma boa leitura, recomendamos ao leitor ter alguns conhecimentos prévios de

Cdlculo Diferencial e de Equacdes Diferenciais Ordindrias.



Capitulo 2

Equacoes Diferenciais Ordinarias de

Primeira Ordem

Neste capitulo, serdo abordados alguns conceitos fundamentais acerca das Equacdes
Diferenciais Ordinarias (EDOs). Comegamos apresentando algumas defini¢des importantes,
relacionadas as EDOs, em seguida analisaremos o Teorema da Existéncia e Unicidade para
problemas de Valor Inicial e, posteriormente, estudaremos algumas maneiras de determinar a
solucdo de diferentes Equacdes Diferenciais Ordinérias de Primeira Ordem. A elaboracdo deste

capitulo tem como base tedrica as referéncias [3, 7, 11, 13].

Definicao 2.1. Chamamos de Equacdes Diferenciais Ordindrias as equacdes que podem ser

escritas da seguinte forma:

F(ty(0),y'(t),y" (1), ...,y"(t) =0, 2.1

onde ¢ € a varidvel independente e y € a varidvel dependente. Dessa maneira, quando a fun¢do

depende de uma unica varidvel independente € chamada de Equagao Diferencial Ordindria.

Todavia € relevante retratar que podem ser usadas outras letras nas varidveis ¢ e y. Por
conveniéncia substituimos y(t) por y e ¥/(¢),y"(t),...,y"(t) por ¢, y", ..., y", assim, denota-
mos 3" a derivada de ordem n da fungdo y = y(t). Deste modo a equacéo (2.1) respectivamente

fica:
F(t,y,y",...,y") =0.

As equacdes diferenciais sdo ordenadas por suas derivadas. Assim, a equagao diferencial

anterior € de ordem n, conforme a defini¢do a seguir.

Definicao 2.2. A ordem de uma equacao diferencial € a ordem da derivada de maior valor na

fungdo incégnita da equagao.

15



CAPITULO 2. EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE PRIMEIRA ORDEM 16

Exemplo 2.3. Na equacdo diferencial 3/ +y = ¢', notemos que 3/ é a derivada de maior ordem
na equagdo, a mesma depende apenas de uma unica varidvel independente . Desta forma

y' +y = €' se trata de uma Equagdo Diferencial Ordindria de primeira ordem para y = y(t).

Nas EDOs ndo apenas a ordem é denominada, mas também o grau que definimos a

seguir.

Definicao 2.4. O grau de uma equacao diferencial ordinéria € o maior expoente da derivada da
ordem mais elevada que aparece na equacao, e pode expressar-se na forma de um polindmio na

funcdo incognita e em suas derivadas.

Exemplo 2.5.
i) (v)® —y" +y = 0 (EDO de segunda ordem e terceiro grau);
ii) ty' + 2ty = 2t (EDO de primeira ordem e primeira grau).

A fim de definir as equagdes diferenciais lineares e ndo lineares, a seguir apresentamos

o conceito de operador diferencial.

Definicao 2.6. Os operadores diferenciais definem as equacdes diferenciais. Assim, considera-
mos o conjunto f,, — f,_; das funcdes reais n-vezes continuamente diferenciaveis. Para cada

f € F definimos o operador diferencial D : F' — F dado por
D(f)=["

De modo que D°(f) = f. Todavia através do operador linear D : F' — F podemos
definir o operador linear D¥ : ' — F paratodo k = 1,2,3,...,n, em que a k-ésima derivada

da fun¢do f € F estd dado por:

D*(f) = DID* 1 (f)] = f*.

O operador diferencial D* : F' — F ¢ linear para quaisquer f, g € F e para quaisquer
a,b e R, istoé,
D*(af +bg) = aD"(f) +bD"(g).

Temos uma outra classificacdo importante para as equacdes diferenciais ordindrias a

saber, sdo as Lineares ¢ Nao Lineares.

Definicao 2.7. Uma equacdo diferencial ordindria é chamada de linear se F' da equagdo
F(t,y,y",...,y") = 0, for linear com respeito aos vetor (¢, y",...,y™). Deste modo uma

EDO linear de ordem n € da forma:
ao(t)y" + ar () y" "t Fax(®)y" 4.+ an(t)y = b(t), (2.2)

onde ag(t) é ndo nula e as fungdes ag(t), . .., a,(t) e b(t) dependem somente da varidvel ¢.
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A equagdo retratada no Exemplo 2.3 é uma EDO linear de primeira ordem.

E possivel definirmos um operador linear L de ordem n da seguinte forma:
L=ag(t)D" +a;(t)D" " + ag(t)D" > + - + a,(t)1. (2.3)

Assim, a equagdo diferencial (2.3) pode ser reescrita como:

Em virtude disto, a equacdo diferencial (2.2) € nomeada linear.
Exemplo 2.8.
i) ¥y’ — v + 3y = 0 (EDO de segunda ordem linear);
ii) sen (t)y’ + cos(t)y = 2 (EDO de primeira ordem linear);
iii) t*y' + ty = te' (EDO de primeira ordem linear).
Observacao 2.9.

1) Nas equacdes diferenciais ordindrias lineares os graus das varidveis dependentes y sdo

iguais a 1 e os coeficientes dependem somente de ¢.

i1) Por outro lado, as equagdes diferenciais ordindrias que ndo sdo escritas no formato da

equagao (2.3) sao denominadas equacdes Nao Lineares.
Exemplo 2.10.

i) yy' + 2y = 1 + t; EDO de primeira ordem, primeiro grau nao linear. Note que a equagio

€ ndo linear pois envolve produto de y por ¢/';

ii) v+ (v')*+5y = t; EDO de segunda ordem, primeiro grau ndo linear. Note que a equagio
€ ndo linear pois 3’ estd elevado a segunda poténcia;
d

1i1) & + y = sen (y); EDO de primeira ordem, primeiro grau nao linear. Note que a fungdo

dt
seno estd em relacdo a y e ndo a t.

Definicao 2.11. Uma solucdo para uma equacdo diferencial ordinaria € uma funcio cuja deri-
vada ou derivadas satisfazem a equacdo. Todavia temos solucao geral que é a solucdo mais
geral da equagdo, pois ela pode apresentar n constantes (C,, € R ) independentes entre si. A
solucdo geral de uma EDO geometricamente € uma familia de um numero infinitamente grande
de curvas, e em uma das curvas correspondem a um determinado valor da constante C'. E temos

a solucao particular que € obtida da solugdo geral, atribuindo valores as constantes.
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Exemplo 2.12.
i) y = C; + Cye~! é uma solugdo geral de i/’ + 3y = 0;
ii) y = —2 + ¢' é uma solugdo particularde v/ +3y' =0se C; = —2e Cy = 1;
iii) y = Ce' é uma solugdo geral de ¢y — y = 0;

iv) y = €' é uma solugdo particular de 3y — y = 0;
2
v) y=sen(t)+5 3 + C é uma solugdo geral de 3y = cos(t) + 5t;

2
vi) y = sen(t)+5 3 + 1 é uma solugéo particular de ' = cos(t) + 5¢.

2.1 Teorema de Existéncia e Unicidade de Solucao para Pro-
blemas de Valor Inicial (PVI)

Algumas equacdes diferenciais para serem definidas precisam receber algumas
informacdes a mais, estas informagdes que as definem totalmente e nos fornecem o valor da

funcdo em um determinado ponto.

Definicao 2.13. O problema de valor inicial (PVI) consiste em resolver uma equagdo diferencial
que satisfaz algumas condi¢des adicionais. A solu¢do de um PVI é uma fungdo y = y(¢) que
satisfaz tanto a equacdo dada quanto todas as condi¢des iniciais. Um PVI pode ser dado da

seguinte maneira:

y - F(t7 y/’ y//7’ .. ’ynil)
y(to) = o,
y'(t) = i,
y'(to) = o,
yn_l(t()) = Yn-1,

\

onde yo, Y1, Y2, - - - -, Yn—1 SA0 constantes reais dadas em um tnico ponto ty. Assim, y(ty) = yo,

v (to) = y1, ¥"(to) = Yo, - ,y" *(to) = yn_1 sdo chamados de condig¢des iniciais.
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Exemplo 2.14. Consideremos o PVI

y+iy = ¢

y(0) = 2
A equagdo i’ + 5y = €' é uma EDO de primeira ordem, entdo a mesma ndo possui uma
Unica solucdo, pode existir a solucdo geral, esta apresenta constantes e cada uma determinaria
uma solugdo particular diferente. Deste modo, quando as condi¢des iniciais sdo conhecidas, ou

seja, o valor de ¥, da funcao y for conhecido para algum ponto ¢, podemos encontrar a solucao

particular da equacdo diferencial.

Algumas das equacdes diferenciais ordindrias nem sempre podem ser resolvidas direta-
mente, 0 que nos leva a uma busca por métodos para resolvé-las, para isto € preciso saber se
a solucgdo existe e se ela € Unica. Deste modo € de extrema importancia estudar a questdo da
existéncia e unicidade das solu¢des de um PVI. Considerando que um problema de valor inicial

pode ndo ter solugdo ou pode ter varias solugdes ou apenas uma solugdo, isto nos leva a pensar:

1. Quais sdo as condigdes que levam ao PVI da forma y' = f(t,y), y(ty) = o ter pelo

menos uma solu¢ao?
2. E se essa solucgdo existe, quais condi¢des levam esse PVI a ter somente uma solugao?

Tais condicOes sdo estabelecidas pelo Teorema de Existéncia e Unicidade de solucdo
para PVI’s. A seguir, vamos estudar esse teorema em duas partes, primeiro serd estudado o

Teorema da Existéncia, e logo o Teorema da Unicidade.

Teorema 2.15 (Teorema da existéncia). Dado o PVI:

{ y/ = f(tvy) (2.4)
y(to) = o

Considere que f(t,y) seja continua em todos os pontos (t,y) em algum retdngulo
Rt —to| <i, [y — Yol <u,
e limitada em R (ver a Figura 2.1), isto é, existe um niimero K tal que:
[f(t,y)] < K,
para todo (t,y) em R. Entdo o PVI (2.4) possui pelo menos uma solugdo y(t). Essa solu¢do

existe ao menos para os valores de t no subintervalos |t — to| < « do intervalo |t —ty| < i; e

. . . (%
« é 0 menor dos dois nimeros 1 e I

Demonstracao: A demonstracdo do Teorema 2.15 pode ser encontrada em [7], p. 82-92. O
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Figura 2.1: Retangulo R nos Teoremas da existéncia e da unicidade.

y

Yo+ u

Yo

fo-i fo fo+i

~~y

Fonte: Arquivo pessoal.

O Teorema 2.15 afirma que o PVI (2.4) possue pelo menos uma solugdo, se a funcao

f(t,y) for continua em algum lugar do plano que contenha o ponto (%o, yo).

Teorema 2.16 (Teorema da unicidade). Suponha que a funcdo f de (2.4) e sua derivada

. of . .. . :
parcial f, = —f sejam limitadas e continuas para todo (t,y) no retdngulo, isto é, satisfazem

dy
a) |f(t,y)] <K,

b) |fy(t,y)l < M,

para todo (t,y) em R. Entdo o PVI (2.4) possui no mdximo uma solugdo y(t). Logo, pelo
Teorema 2.15, conclui-se que o problema tem precisamente uma solugdo. E essa solugdo existe

ao menos para todo t do subintervalo |t — ty| < i.

Demonstracao: A demonstracdo do Teorema 2.16 pode ser encontrada em [7], p. 82-92. O
O Teorema 2.16 garante que a solugdo do PVI (2.4) seja tnica. Desde que a derivada

parcial f, = 90 exista e seja limitada.
Y

Exemplo 2.17. Consideremos o problema de valor inicial:

y = 2t
2.5
{ y(0) = 1. (@)

Suponhamos o retingulo R := {(¢,y) € R*: [t — 0| < 2, |y — 1| < 2} (ver a Figura 2.2). Logo,
1=2eu=2.

Vamos descobrir se existe um K > 0 tal que |f(¢,y)| < K. Dado que f(t,y) = 2t e
|t] < 2, temos:
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Figura 2.2: Retangulo R para o PVI (2.5).

y

2i 1¢ ¢(0,1)

Fonte: Arquivo pessoal.

-2 <t <2,
logo,
—4 < f(t,y) =2t <4
Assim,

u

a:min{z',}} =0,5 < 1.
Logo, existe K = 4 tal que |f(t,y)| < 4.
Agora, vamos verificar se a derivada parcial f, = g—;}; existe. Sabemos que a funcao
f(t,y) tem variaveis ¢ e y em que y(¢) depende de t. Note que f(¢,y) = 2t ndo depende de y.
Logo, a derivada parcial de f em relagdo a y é:
_9f

== = t .
Ty 3y 0, VteR

Em seguida, determinamos o valor de M € R tal que:

1f,(t,y)| < M, Y (t,y) € R.
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Dado que a derivada parcial de f em relagdo a y é igual a zero (f,(t,y) = 0), basta pegar

M igual a qualquer nimero real positivo, pois:

Portanto, pelos teoremas de existéncia e unicidade o PVI (2.5) possui solugdo e ela €

dnica.

Exemplo 2.18. Considere o problema de valor inicial:

Y = ta?
2.6
{ y(0) = 2. (6)

Suponha que o retAngulo R := {(t,y) € R? : [t—0| < 3, |y—2| < 2} (ver a Figura 2.3).
Logoi=3eu=2.

Figura 2.3: Retangulo R para o PVI (2.6).

R 2e¢ c(0,2)

2u

3i

Fonte: Arquivo pessoal.

Vamos descobrir se K > 0 existe. Sabemos que

lt—0] <3
—3<t<3
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ly —2| <2
—2<|y—2| <2
O<y<4
0 < y* < 16.
Assim,
—48 < ty* < 48,

e como f(t,y) = ty?, resulta
[f(t,y)] <48 = K.

. . 0 L
Notemos que a derivada parcial f, = —f existe, isto €,

dy
0
—f =2ty, Vt € R.
Ay
Agora, determinamos se existe M € Rtal que: | f,(¢,y)| < M,V (t,y) € R. Calculando

o médulo da derivada parcial f,, obtemos
5

dy
Portanto, pelos teoremas de existéncia e unicidade o PVI (2.6) possui solugdo e ela é

‘ <2(12) = M = 24.

Unica
A seguir, estudamos algumas defini¢des, métodos de solugdo e resultados importantes

acerca das equagdes diferenciais ordindrias de primeira ordem. Essas equacdes diferenciais

podem ser escritas da seguinte forma:

dy

i f(ty). 2.7)

Para resolver equacoes diferenciais ordindrias de primeira ordem nao existe um método
geral, um método de solugdo utilizado em uma equacao diferencial desse tipo, pode nio ser apli-
cado a outra. Existem diferentes tipos de equacdes diferenciais ordindrias de primeira ordem, e

diversos métodos para resolvé-las. A seguir, estudamos algumas das mais importantes.

2.2 Equacoes Diferenciais Ordinarias Lineares de Primeira
Ordem

Uma equagdo € considerada linear de primeira ordem quando a funcio f da equagdo (2.7)
depende linearmente da varidvel dependente y. Deste modo, a equagao linear de primeira ordem
pode ser escrita da seguinte maneira:

% +p(t)y = g(t),

onde p, g : (a,b) — R sdo fun¢des continuas em algum intervalo aberto (a, b).
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2.2.1 Solucao das equacoes lineares de primeira ordem através do fator
integrante

As equacdes lineares de primeira ordem nem sempre podem ser resolvidas de uma ma-

neira direta, mas Leibniz descobriu um método no qual pode-se usar uma fungio x(t) denomi-

nada de fator integrante. Essa ¢ multiplicada com a equacgdo diferencial, de modo que ela se

torne integravel. Assim, quando temos uma equacao da forma:

Y +p(t)y = g(t), (2.8)

em que p(t) e g(t) sdo fungdes dadas. Multiplicamos uma fun¢@o x(t) na equagdo (2.8), ob-

tendo:
u(t)y + u(t)p(t)y = u(t)g(t),

nessa equacao observamos que a derivada da expressdo a esquerda do sinal de igualdade € a

derivada do produto de p(t)y:

Dttt = 20, 1),

isto, desde de que p(t) satisfaga a equagdo

WD poyuts)

Vamos supor que /4(t) seja positivo, assim reescrevemos a equagado da seguinte maneira:

du(t)

AL _ pp),

para 1. diferente de zero. E equivalente a:

()] = o),

integrando em ambos os lados, obtemos

In(u(t)) = /p(t)dt +C,

aplicando a exponencial em ambos os lados e tomando a constante arbitraria C' = 0 encontra-

mos a fun¢do mais simples para y(t)

eMt) — o[ p(t)dt

I

simplificando:
u(t) = el PO
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Exemplo 2.19. Vamos determinar a solucdo geral da equacao diferencial a seguir:
y 4+ 3y =1t+e %, (2.9)
Sabemos que o fator integrante é dado da seguinte forma:
u(t) = el p(t)dt.

Na equacdo (2.9) observamos que p(t) = 3. Substituindo p(t) no fator integrante, obte-
mos:
N(t) _ 6f3dt _ e?ﬂt7

multiplicando p(t) = €% na equagdo (2.9), resulta:

€3ty/ + €3t3y — €3tt+ 63t€_2t,

observemos que o lado esquerdo do sinal de igualdade corresponde a derivada do produto e3'y.

Assim: p
%(e&iy) — €3tt—{—6t7

integrando ambos os lados:

obtém-se: o o
te e
3t t
e =— — —+e +0C,
(e”y) 3 5

multiplicando ambos os lados por e, temos:

—3t 3t 73tt€3t —3t€ 3t ¢ 3¢
e ety =e T—e §+e e +e 0,

simplificando, resulta:
t 1
Yy = g — 5 + 6_2t -+ 6_3t0.

Exemplo 2.20. Vamos resolver o problema de valor inicial

I — 2t62t
vy (2.10)
y(0) = 1,
observamos que p(t) = —1 e g(t) = 2te?, deste modo o valor do fator integrante é:

H(t) _ efp(t)dt _ ef—ldt — et

multiplicando a primeira equagdo (2.10) por u(t) = e, resulta

ety — ety = e 12t
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Observemos que o lado esquerdo do sinal de igualdade corresponde a derivada do pro-

duto e~ 'y. Assim,

d
%(e_ty) = e 12te*,

integrando ambos os lados:
(e7ty) = /e_tQtezt,

obtém-se;
(e ty) =2e'(t — 1) + C, (2.11)
como y(0) = 1, substituimos t = 0 e y = 1:

e = 2°%0-1)+C
| = —24C
c = 3,

substituindo o valor de C' = 3 na equacao (2.11), resulta
(e™'y) =2¢'(t = 1) +3,
multiplicando ambos os lados por €’, obtém-se:

y = 2e*(t — 1) + 3¢

2.3 Equacoes Diferenciais Ordinarias Separaveis de Primeira
Ordem

d
Uma equacdo diferencial de primeira ordem d—i = f(t,y) pode ser escrita da seguinte

forma:

d
M(t,y) +N(ty) o) =0, (2.12)

basta definir M (t,y) = —f(t,y) e N(t,y) = 1. Por outro lado, fazendo com que M de-
penda apenas da varidvel ¢, ou seja, M = M(t) e que N dependa apenas da variavel y, isto é,

N = N(y), aequacdo (2.12) se torna

dy
M(t)+ N(y)— =0.
(t) + N(y)—
Essa ultima equagdo diferencial é chamada de separavel quando € escrita da seguinte

forma:
M(t)dt + N(y)dy = 0,
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ou

Observemos que as parcelas de uma equacao separdvel podem ser colocadas em cada
membro da igualdade, de modo que em cada lado fique uma parcela envolvendo uma das

varidveis. Assim, integrando ambos os lados da ultima igualdade, obtemos.

/N(y)dy = —/M(t)dt.

Exemplo 2.21. Vamos determinar a solug@o geral da EDO abaixo:

dy
3y— = —ot
ydt )
reescrevendo a equagdo, obtemos
3ydy = —btdt,
integrando-se ambos os lados
/3ydy = /—5tdt,
obtém-se ) )
3y —5t
—+C = C
5 + 5 + Ch,
logo
3y?  5t?
— 4+ — =C(h.
> T2 ?

Exemplo 2.22. Encontremos a solucao do problema de valor inicial abaixo.

y o= a
1+ y?
y() = 2,

reescrevendo a equacdo, resulta
(1+52)dy = t*dt,

/(1+y2)dy: /tzdt,

integrando-se ambos os lados

obtém-se a solugdo geral

3 3
Y t
4+ C=—+C
y+3+ 3+ 1,
ou
3 3
Y t
L __=C 2.13
y+3 3 2 ( )
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simplificando

13
02 = ?7

substituindo Cy = 3 na equacao (2.13), obtemos

ou
3y+y* —t* 13

3 3

2.4 Equacoes Diferenciais Ordinarias Homogéneas de Pri-

meira Ordem

A fungdo f = f(t,y) é considerada homogénea de grau n > 0 se vale a relacao:
fAt, Ay) = N f(t,y), YA € DomfNR.

em que Dom f é o dominio de f.

Assim, uma fung¢io f(t,y) é homogénea de grau zero se vale a relagio,
f(At, Ay) = f(t,y), YA € Domf NR.

d
Definicao 2.23. Uma equacdo diferencial de primeira ordem d—i = f(t,y) é denominada ho-

mogénea quando f(¢,y) é uma funcdo homogénea de grau zero.

Observacao 2.24. Para saber se uma funcdo é homogénea escolnemos VA € Domf NR. e

multiplicamos nas varidveis ¢ e y da funcao.

Exemplo 2.25. Vamos determinar se a equacao diferencial abaixo ¢ homogénea

dy £ +y°
d_«g _ toy . (2.14)

Multiplicando A € R nas varidveis ¢ e y da funcdo f, obtemos:

FO ) = (A)* + (M)

(A)*(Ay)
ou (8 + ) 3., ,3
" +y " +y
A, Ay) = =
daqui:

fOAtAy) = f(ty), VAER.
Logo, a funcdo dada em (2.14) é homogénea de grau 0. Portanto, a equagao diferencial
dy t*+y°
dt  ty

€ homogénea.
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Exemplo 2.26. Vamos determinar se a equagao diferencial abaixo ¢ homogénea.

dy 3 2
— =t t“y. 2.15
7 + 1%y (2.15)

Multiplicando A € R nas varidveis ¢ e y da funcdo f, obtemos:
FOEAy) = (M) + (At)* (M),
ou
O Ay) = N + (W) (Ny),
logo,
O Ay) = X8+ X3(Hy) = (8 + %),
assim, podemos inferir:
FO A y) =X f(t,y), VAER

Logo, a funcdo dada em (2.15) € homogénea de grau 3. Portanto, a equagdo diferencial

% = t3 + t>y é homogénea.
Exemplo 2.27. Vamos determinar se a equagao diferencial abaixo € homogénea.
Z—Zz =y —ty + > (2.16)
Multiplicando A € R nas variaveis ¢ e y da func¢do f, obtemos:
FONy) = Ay — () () + (M\)?,
ou

FON Ay) = Ay — N (ty) + Xy,
daqui, podemos inferir:
fAt, Ay) # X' f(t,y), YA€ Domf NR.

Logo, a fun¢do dada em (2.16) ndo € homogénea.

2.4.1 Solucao das equacoes homogéneas de primeira ordem

d
Uma equacdo diferencial homogénea d—'z = f(t,y), pode ser escrita da seguinte forma
M(t,y)dt + N(t,y)dy = 0,

onde M e N sao fungdes homogéneas de mesmo grau. Uma equacdo diferencial homogénea
pode ser resolvida transformando-a em uma equagao diferencial separdvel, através da substituicdao
y(t) = tu(t) ouy = tv, em que v = ov(t) é uma nova fung¢do incégnita. Deste modo,
dy = tdv + vdt, e a equacgdo diferencial homogénea % = f(t,y) torna-se a equagdo dife-

rencial separdvel.

td
E%+v:f@w)
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Exemplo 2.28. Vamos determinar a solu¢@o da seguinte equacao diferencial ordindria

)

iii)

, 2y—t
Y =—
Y

Para usar o método de solucio das equacdes homogéneas primeiro precisamos verificar
. —1
se a equacdo é de fato homogénea. Denominamos f(¢,y) = y—, logo para todo
Y

VA € Domf NR., calculamos.

A2y — At
M, Ay) =
f( ) y) )\y bl
daqui
A2y —t 2y —t
FOr gy = 2D Bty g
Ay
assim,
[t y) = F(AE, Ay),
2y —t
logo, a func¢do f(t,y) é homogénea. Portanto, a equacdo diferencial ' = Yt
Yy
homogénea.

Agora, podemos usar o método de solucao das equagdes homogéneas. Tomamos y = tv,

y' = tv’ + v, e substituimos na equagio

, 2tv — t
tv +ov= ,
tv
assim,
, tv—1) 2v-—1
v +v= =
tv v
2v—1 1+ v?
! = 22 —0:2—< +U),
v v
,  dv - . . .
dado que v' = a a equacdo anterior pode ser escrita da seguinte forma:
dv 1+ 0v?
—=2— .
dt ( v )
reescrevendo essa equacao
dv ot
RN
9 _ ( +v )
v

Observemos que a equacao anterior € uma EDO separavel. Deste modo, integrando am-

et

(%

bos os lados, temos



CAPITULO 2. EQUACOES DIFERENCIAIS ORDINARIAS DE PRIMEIRA ORDEM 31

obtém-se | . | . |
(v —1v—-In(v—-1) - O —In(t)+ O,
v—1
1
s In(v — 1)+ C = In(t) + C4,
U_
! In(v — 1) + In(t) + C
=In(v — n
v — 1 29
1
ev — 1 = Cyenlv-1t
1
CieV —1 = (v =1,
assim,
1
el — 1
Cy =t, (2.17)
v—1

logo, obtemos uma funcio da forma W (t)e""® = t, onde W (¢) é denominada funcio W

1
de Lambert '. Neste caso de (2.17) temos que W (t) = T Logo,
U j—

1
Chev — 1 4 ¢
u:fu’ se t>0
t
ou seja,
C W(t) t
%_’U, se t>0

agora, substituindo v = %,

Portanto,
y = Cye O 1.

Exemplo 2.29. Vamos encontrar a solu¢do da seguinte equacao diferencial ordinéria
2+ 9% — 2tyy’ = 0.

Reorganizando a equagdo, obtemos

,_PHy
2ty
! Na matemética a Fungdo W de Lambert, € utilizada para resolver tipos de problemas onde a incégnita aparece
multiplicando uma fungfio exponencial e também fazendo parte do expoente. (FUNCAO W DE LAMBERT, 2018)
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i)

iif)

Para usar o método de solucao das equacdes homogéneas primeiro precisamos verificar

se a equacdo ¢ homogénea.

2 2
Consideramos f(t,y) = T logo para todo A € R, calculamos
Y
(A)? + (\y)?
JONENY) = —
29) = "0 0w)
simplificando:
N +y) Py
A, Ay) = = vVie D N R.
assim,

ft,y) = f(AL, Ay),
2ty

logo, a fungdo f(t,y) é homogénea. Portanto, a equagdo diferencial y

homogénea.

Agora, podemos usar o método de solucao das equacdes homogéneas. Tomamos y = tv,

y' = tv' + v, e substituimos na equacgio

2 + (tv)?
tv +v= —r,
v 2t(tv)
logo
) 2+t (140 1402
tv+v= = = ,
2t%v t2(20) 20
assim,
, 1+ 1—0?
tv = —v = ,
2v 20
, dv - . . .
como v’ = 7 a equagdo anterior pode ser escrita da seguinte forma:

dv 1+ v? _1—1}2

— = v
dt 2v 2v
reescrevendo a equagdo, obtemos

2udv dt

1—0v2  t°

Notemos que a equacdo anterior € uma EDO separdvel. Assim, integrando ambos os

/ 2vodv /@

1—v2 ) t’

—In(v?* = 1)+ C =1In(t) + ¢}
—In(v? — 1) — In(t) = Oy,

lados

obtém-se
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substituindo v = %

portanto ,
Y= t(Cg + t),
ou
Y= —x/t(Cg + t),
onde C5 = e~ ©2.

2.5 Equacoes Diferenciais Ordinarias Exatas de Primeira Or-

dem

Algumas EDOs precisam de alguns métodos para serem resolvidas. Nesse sentido,
nas secOes anteriores estudamos alguns tipos de EDOs de primeira ordem e seus respectivos
métodos de solucdo. Foram estudadas, por exemplo, as equacdes lineares, separdveis e ho-
mogéneas. Nesta se¢do, vamos estudar as EDOs de primeira ordem, denominadas exatas, e
também pretendemos apresentar seu método de solucao.

Uma EDO de primeira ordem
M(t,y) + N(t,y)y' =0,
considerando dy = y'dt, pode ser escrita (na sua forma diferencial) da seguinte forma
M(t,y)dt + N(t,y)dy = 0. (2.18)

Dizemos que (2.18) ¢ uma equacgao diferencial exata se existir uma fun¢ao diferencidvel

P = P(t,y), tal que sua diferencial

OP oP
dP = —dt + —d 2.19
5 + oy Y, (2.19)

coincida com M (¢, y)dt + N(t,y), ou seja,

dP = M(t,y)dt + N(t,y). (2.20)

Em outras palavras, (2.18) é uma EDO exata se a forma diferencial M (¢, y)dt + N(t,y) for

exata. Deste modo, a equacdo (2.18) pode ser escrita da seguinte forma:

dP = 0.
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Integrando ambos os lados dessa tltima igualdade, obtemos
P(t,y) = C,

em que C' € uma constante. De (2.19) e (2.20), observamos que (2.18) € uma EDO exata se

existir uma funcéo diferencidvel P(¢,y) de forma que

oP opr

a)M==—, bN= o (2.21)

ot
Essas equagdes permitem determinar um outro critério para saber se (2.18) € uma equacao
diferencial exata. Nesse sentido, suponhamos que M e N sejam fungdes de classe C'!' numa
regido do plano ty tal que sua fronteira seja uma curva fechada sem auto-interse¢des. Calcu-
lando as derivadas parciais das equacdes de (2.21), obtemos:
oM 9*P ON  O°P
by oyor 9t dtdy

Como assumimos que M e N sdo fungdes de classe C'!, notamos que as derivadas

parciais de segunda ordem acima sdo continuas e, logo, iguais. Daqui,
oM  ON
oy ot

Dessa forma, (2.22) se torna uma condi¢do necessaria e suficiente para que (2.18) seja

(2.22)

uma EDO exata.

2.5.1 Solucao das equacoes exatas de primeira ordem

Se (2.18) for uma EDO exata, podemos obter a fungdo P(t,y) através das equacdes de
(2.21) e de duas maneiras.

Primeira forma:

A partir da primeira equacao de (2.21), integramos em relagdo a ¢ ambos os lados dessa

igualdade, obtendo
P= /Mdt + S(y). (2.23)

Em que S(y) é uma constante de integragdo, para determind-la, a partir de (2.23) calculamos a

P d
derivada R logo utilizamos a segunda equacdo de (2.21) para encontrar a0 e em seguida
Y Y

integramos d_y Assim que a fungdo S for encontrada, teremos determinado a fungio P(t,y),
solucdo da EDO exata (2.18).

Segunda forma:

Uma outra forma de determinar a solu¢do de uma EDO exata € integrando em relacdo a

y ambos os lados da segunda igualdade em (2.21), resultando

P = / Ndt + F(t). (2.24)
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. . . P .
Para determinarmos a constante de integracdo F'(¢), calculamos a derivada — a partir

ot

dF
de (2.24), logo usamos a primeira equagao de (2.21) para encontrar e e finalmente integramos

d—ZZ para obter F'. Similarmente a primeira forma, quando encontramos a fun¢do F, ficara
determinada a fun¢io P(t,y), solu¢do da EDO exata (2.18).

Destacamos que independentemente da forma escolhida para determinar a fungao solugdo
P(t,y), afun¢do P(t,y) determinada pela primeira forma coincide com a fungio P(¢,y) deter-
minada pela segunda forma.

A partir do estudo que realizamos sobre as EDOs exatas, podemos apresentar o seguinte

teorema.
~ . .. OM ON _
Teorema 2.30. Suponha que as fungcoes M, N, e suas derivadas parciais e e o sdo
Y
continuas em uma regido retangular R : o < t < [, v < y < 6. Entdo

M(t,y)dt + N(t,y)dy = 0, é uma equagdo diferencial exata em R se, e somente se,

oM  ON
—_— = — 2.25
em cada ponto de R. Isto é, existe uma fungdo P(t,y) tal que:
oP oP
8t ( Y y>7 ay ( Y y)J
se, e somente se , M e N satisfazerem (2.25).
Demonstracao: A demonstragcdo deste teorema pode ser vista em [3], p. 141-142. O

Exemplo 2.31. Vamos verificar se a equacao abaixo € exata, e caso seja, determinaremos sua

solucdo.
(e'seny — 2ysent) + (e’ cost)y = 0. (2.26)

i) Primeiro temos que verificar se e equagao € exata. Como uma equacdo exata tem a forma

(2.18), dado que 3/ = d_?Z’ reescrevemos (2.26) para obter sua forma diferencial
(e'seny — 2ysent)dt + (e' cosy + 2 cost)dy = 0,
assim, de (2.18) resulta
M =e'seny —2ysent e N =e'cosy+ 2cost.

Calculando a derivada parcial, obtemos:

oM . ON
—— =e'cosy —2sent e

t
—— =e‘cosy — 2sent.
By ot Y

Observemos que a condi¢do (2.25) do Teorema 2.30 foi satisfeita. Portanto, a equagao

diferencial (2.26) é exata.
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ii)

1i1)

Agora, vamos determinar a solucao dessa equacgdo diferencial exata. Utilizaremos a pri-

meira forma que estudamos para determinar essa solu¢cdo. Assim, de (2.23) obtemos

P J Mdt+ S(y) = [e'seny — 2ysentdt + S(y),

. (2.27)
P = eé'seny+ 2ycost+ S(y).

Para obter S(y) derivamos a equag@o anterior em relag@o a y, e usamos a segunda equagao
de (2.21), resultando

oP dsS
— =c¢e'cosy +2cost + — = N = e’ cosy + 2 cost,
dy dy
. dS ) N . )
assim, T = 0. Por integragdo, S(y) = C*, substituindo em (2.27), e considerando que

P(t,y) = constante, obtemos a soluc¢ao

P(t,y) = e'seny + 2y cost = C.

Verificamos se a fungdo anterior é solugao da EDO exata (2.26), calculando sua diferen-
cial
oP oP
dP = Edt + a—dy = (e'seny — 2ysent)dt + (e’ cosy + 2cost)dy = 0.
Y
Como a diferencial d P coincide com a forma diferencial da EDO (2.26), concluimos que

a fungdo P(t,y) do item anterior é solucdo dessa equacdo diferencial exata.

Exemplo 2.32. Vamos determinar se a seguinte equacdo diferencial é exata.

Bty + %) + (* + ty)y =0,

. d . . . .
considerando que ¢y’ = —y, essa equacao diferencial pode ser escrita da seguinte forma

dt
(3ty + y?)dt + (t* + ty)dy = 0,

logo, de (2.18) resulta

M=3ty+y*> e N=t*+1ty.

Calculando as derivadas parciais, temos

daqui,

oM ON

3y gt+2y e BT + v,
oM  ON
oy ot’

Como vemos, as derivadas parciais nao satisfazem a condi¢do (2.24) do Teorema 2.30. Portanto,

a EDO desse exemplo nao € exata.
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2.5.2 Reduzindo as equacoes em exatas através do fator integrante

Vimos que uma equagdo diferencial do tipo M (¢, y)dt + N(t,y)dy = 0 é exata se, e
somente se 0_y = o Entretanto, essa condi¢do pode ndo ser satisfeita e a equagdo ser nao
exata.

Ha casos de EDOs nao exatas que podem se tornar exatas. A ideia bésica € a seguinte,

dada uma equacgdo nao exata que pode ser escrita da seguinte forma:
M(t,y)dt + N(t,y)dy =0,

nés a multiplicamos por uma fun¢do () que serd uma func¢do de x ou de y chamada de fator
integrante, obtendo:
QMdt + QNdy = 0.

Essa EDO resultante serd exata, e para resolvé-la utilizamos os métodos anteriormente

discutidos. Vejamos no exemplo a seguir.

Exemplo 2.33.

i) Vimos no Exemplo 2.32 que 3ty + y? + (t* + ty)y’ = 0 é uma EDO nio exata. Neste
caso, percebemos que o fator integrante é a fungdo Q)(t,y) = t. Multiplicando a EDO por

esse fator integrante, obtemos:
t(3ty +y*)dt + t(t* + ty)dy = 0,
logo,

(3t%y + ty)dt + (t° + t*y)dy = 0. (2.28)

Daqui, considerando as fungdes M* = 3ty + ty* e N* = > + t?y , calculamos as

derivadas parciais

M ON*
=312+ 2
oy R T

observamos que a condicdo (2.25) do Teorema 2.30 ¢ satisfeita. Portanto, (2.28) é uma

= 3t + 2ty,

EDO exata, e podemos determinar sua solu¢do através do método que estudamos

anteriormente.

ii) Agora, vamos determinar a solucao da EDO exata (2.28). Assim, de (2.23) resulta

t22

P= /M*dt +S(y) = /3t2y + ty*dt + S(y) = Py + Ty +S(y), (2.29)

logo, derivamos essa equagdo em relacdo a y, e utilizamos a segunda equacgao de (2.21),

oP as
— =+t +— =N"=8"+1%.
dy dy
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S
Daqui EVR 0, e por integracdo S(y) = C*, substituindo esse valor em (2.29), e consi-
Y
derando que P(t,y) = constante, obtemos a solugio
2,2

t
P(t,y) = t*y + Ty =C.

iii) Verificamos se essa func¢do P(t,y) é solugdo da EDO exata (2.28), calculando sua dife-
rencial
oP

P
=gt (z_dy = (3% + ty")dt + (* + *y)dy = 0.
)

Como a diferencial dP coincide com a EDO (2.28), concluimos que a fungéo P(t,y) do
item anterior, € solucdo dessa equacdo diferencial exata, e, portanto, € solucao da EDO

que foi dada no item i) deste exemplo.

Nem sempre € facil de encontrar o fator integrante, algumas vezes podemos encontrar-lo
realizando algumas tentativas. Considerando QM dt + QNdy = 0, a condi¢do para que essa
equacao diferencial seja exata é

QM) _ I(@N)

dy ot
ou seja,
o@QM) _9@QN) _
Ay ot ’
como se trata da derivada de um produto, resulta
oQ oQ oM  ON
G M =GN (G - ) =0

A resolucdo dessa equacdo pode ser bastante complicada, mas podemos procurar um

fator integrante que depende somente de uma variavel, desde modo supomos que () = Q(t), ou
0
seja, () depende somente de ¢, entdo —Q =0e — = @'. Daqui,
y ot
oM , ON
— =Q'N —.
gy —@N 0%

Dividindo essa equagdo por ()N e reorganizando os termos, resulta

1dQ 1 /OM ON

LI _ g g g L(OM 0Ny

O dt onde N\ay ot

Essa andlise nos leva ao seguinte teorema.
1 /OM ON
Teorema 2.34. Se M(t,y)dt + N(t,y)dy = O for tal que R = N((?_ _E> depende
Y
somente de t, entdo
M(t,y)dt + N(t,y)dy = 0,
1

possui um fator integrante () = Q(t), que é obtido integrando —— = R, e passando ambos

Q dt

os lados para a forma exponencial,

Q(t) _ efR(t)dt'
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Se @ = Q(y), ou seja, a fungdo ) depende apenas de y, podemos realizar uma andlise

similar a anterior e obter

1dQ 1 /ON OM
SO e e (O
Q dy onde M\ Ot dy
A seguir, apresentamos o teorema associado a este caso.
1 /ON OM
Teorema 2.35. Se M(t,y)dt + N(t,y)dy = O for tal que R = M(E _8_) depende
Y
somente de 1, entdo
M(t,y)dt + N(t,y)dy =0,
1
possui um fator integrante () = Q(y), que é obtido integrando @d_ = R, e passando ambos
Y

os lados para a forma exponencial,

Observacao 2.36. Para uma melhor andlise dos Teoremas 2.34 e 2.35 consultar a referéncia [11],
p. 19.

Exemplo 2.37. Vamos encontrar o fator integrante utilizando os Teoremas 2.34 e 2.35, e resol-

ver a seguinte EDO nao exata
(3t%y + 2ty + y*)dt + (y* + t3)dy = 0. (2.30)

1) Vimos anteriormente que algumas EDOs podem ser ndo exatas. A seguir, vamos verificar

que (2.30) é de fato uma equacao diferencial ndo exata. Sejam,

M =3+ 2ty +1y° N =9+ 12

Calculamos as derivadas parciais

oM ON
—— =32+ 2t + 3y =2t
oy R T
daqui:
oM |, ON
dy ot

Dado que a condigdo (2.25) do Teorema 2.30 ndo € satisfeit. Concluimos que (2.30) é

uma EDO nao exata.

i1) Podemos determinar o fator integrante de (2.30) através dos Teoremas 2.34 ou 2.35. Ini-
cialmente, aplicamos o Teorema 2.34, daqui

1 <8M ON ) 1

CN\oy ot/ yr+t?

logo, como € uma constante

(3% + 2t + 3y* — 2t) = 3,

Q(t) _ 6fR(t)dt _ ef3dt — 3t
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iii) Agora, multiplicamos o fato integrante Q(t) = ¢ na equagdo (2.30) e verificamos se ela

¢é exata. Multiplicando (2.30) pelo fator integrante, obtemos

(e33t%y + 32ty + e3y)dt + (e3y? + *'t?)dy = 0. (2.31)

Considerando M* = e313t2y+e3'2ty+e3y® e N* = e3ly?+e342, calculamos as derivadas
parciais
oM* ON*

= 3312 4+ 32t + 33y —— = 3e3y? 4 331 4 32t
oy ot

Notemos que a condi¢do (2.25) do Teorema 2.30 € satisfeita. Daqui, concluimos que (2.31)

¢ uma EDO exata.
iv) A seguir, vamos determinar a solucio da equacao (2.31). De (2.24), resulta.
3
P= / N*dy + F(t) = / (3 + %) dy + F(t) = 63% + 32y + F(t), (2.32)

logo, derivamos essa equacao em relacdo a ¢, e utilizamos a primeira equagao de (2.21),

oPr 3 dF
— = 363ty— + 332y + 32y + — = M* = 33ty + 2ty + 3y
ot 3 dt
Daqui, o= 0 por integragdo F'(t) = C*. Substituindo o valor de F'(¢) em (2.32), e

dado que P(t,y) = constante, obtemos a solugdo

3t
P(ty) =e'y+ oy’ =C

3
v) Verificamos se essa fungdo P(t,y) € solu¢do da EDO exata (2.31), calculando sua dife-
rencial
oP 0P
dP = =+ - = (3e™t%y 4 2e™ty + ¥y )dt + (€17 + €'y dy.
Y

Como a diferencial dP coincide com a EDO (2.31), concluimos que a fungdo P(t,y)
do item anterior, € solu¢cdo dessa equacgdo diferencial exata, e, portanto, é solucdo da
EDO (2.30) deste exemplo.

Observacao 2.38. Para a determinacao do fator integrante de (2.30), ndo € possivel aplicar o

Teorema 2.35, devido a que R depende tanto de ¢ quanto de y:

1 [ON OM 1
R = —|—— = 2t — (3t + 2t + 3y?
M(at ay> 3t2y+2ty+y3( (387 + 2t + y)>’

—3t% — 3y?
3t2y + 2ty + 3’




Capitulo 3
Métodos Numéricos de um Passo

Vimos no Capitulo 2, nos Teoremas 2.15 e 2.16, que um problema de valor inicial (PVI)

{ y = f(ty) 3.1
y(to) = o,

sobre determinadas condi¢des, possui solucdo e esta é tnica. Para resolver esté PVI é

da forma:

preciso encontrar a fung¢do y. Entretanto se f for definida de forma mais elaborada, resolver
o sistema (3.1), encontrando uma solu¢do para y através de manipulacdes, técnicas analiticas
de integracdo ou expansao em séries das equagdes diferenciais, pode ser um pouco complicado.
Devido a esta dificuldade, uma alternativa é buscarmos os valores aproximados da solugdo y(t)
utilizando alguns métodos numéricos.

Neste capitulo, apresentamos alguns métodos que permitem obter uma
aproximacgao numérica da solu¢do de um problema de valor inicial. Os métodos que vamos
estudar sao os métodos numéricos de um passo, tais como: o método de Euler que utiliza o
conceito da reta tangente, o0 método de Taylor de ordem superior e o método de Runge-Kutta.

Sdo chamados de métodos numéricos de um passo devido apenas usar a informacao
da ultima iterada. Para o desenvolvimento deste capitulo utilizamos como base tedrica as re-
feréncias [1, 4, 3, 6, 9, 10].

3.1 Polinomio de Taylor e a reta tangente

Sejay : L — R uma funcao derivavel em uma vizinhang¢a do ponto ¢y € L, onde L. C R
¢ um intervalo. A reta tangente ao grafico de y no ponto ¢, estd definida por:
G(t) =y(to) + y'(to)(t — to).

Essa reta tangente satisfaz que G(to) = y(to) e G'(to) = v/ (to), equivalente a

lim&: limM:O,
t—to t — to t—to t— to

41
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onde R(t) é chamado de resto da aproximagdo de y e G. Logo, se uma fung¢do y for derivavel
até a primeira ordem num ponto ¢, € L, definimos o Polindémio de Taylor de grau 1 no ponto

to, da seguinte forma
Pi(t) = y(to) +y'(to)(t — to).

Agora, seja L C R um intervalo, se a fungdo y : L — R € n-vezes derivavel no ponto
to € L, o polindbmio P, de ordem menor ou igual a n, que aproxima a funcio y tornando os
valores de ¢ proximos a to é chamado de Polinémio de Taylor de grau n no ponto ty, e esta

definido da seguinte maneira

t— 1) t—t)"
( 2!0—) y”(to)+-~+%y‘”)(to), (3.2)

Pa(t) = y(to) + ¥/ (o) (t — to) +
em que y™(ty) é a derivada de ordem n de y no ponto ¢,. Para efeitos de célculo, vamos
assumir por convengio que y© = y.

Notemos que as derivadas do polindmio de Taylor de ordem n da fun¢do y no ponto
ty = 0, representadas por P,(0), P.(0), ..., P,(L")(O), coincidem com as derivadas correspon-

dentes de y no ponto ¢y, = 0.

Exemplo 3.1. Vamos determinar o polindmio de Taylor de ordem 3 da fungdo y(t) = cos(?),
em torno de t, = 0. Dado que a fungéo cos(t) possui derivada de todas as ordens e considerando
n = 3 na equagdo (3.2), obtemos

(t—ty)?

(t—to)?
21 ‘

+ y///(to) 3'

Ps(t) = y(to) + ' (to)(t — to) + 4" (o) (3.3)

1) Para encontrar o polinomio de Taylor de ordem 3 € preciso encontrar as derivadas da
funcao y(t) = cos(t),
y'(to) = —sin(ty)
y"(to) = —cos(to)
y"(to) = sin(tp).

i) Como tg = 0, resulta

y(0) = cos(0) =1
y'(0) = —sin(0) =0
y"(0) —cos(0) = —1

y"(0) = sin(0) = 0.
1i1) Substituindo em (3.3), obtemos

(t—0p  (t=0f

Py(t) = 1+0(t = 0) + (=)=, 3]

Simplificando,
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Observemos que para o polindmio de Taylor de ordem 1 e 2, temos:

a) de ordem 1: P (t) =1,

t2
b) de ordem 2: Py(t) = 1 — 7

Exemplo 3.2. Vamos determinar o polindmio de Taylor de ordem 4 da fungdo y(t) = e,

em
torno de ¢y = 0. Notemos que y(t) = ¢ possui derivada de todas as ordens. Logo, paran = 4,

da equagdo (3.2), resulta

Put) = o) + 5/ 0)(t —10) +/ (1) 2 )

1) Para determinar o polindmio de Taylor de ordem 4 € preciso encontrar as derivadas da

t— o)W
+yW(t - to)%(&@

funcdo y(t) = e,

y'(te) = 2e*
y”<t0) — 462t0
y/// (to) — 862t0

yW(ty) = 16>,

ii) Substituindo ¢y = 0, obtemos

y(0) = =1
J(0) = 2:0—2
y'(0) = 4e'=4
y'(0) = 8" =8

111) Substituindo em (3.4) obtemos:

t—0)? t—0)3 t—0)*
Py(t) =1+2(t—-0) + (4)% + (8)% + (16)%.
Simplificando,
4¢3 2t
Py(t) :1+2t+2t2+?+?.

Observe que para o polindomio de Taylor de ordem 1, 2 e 3, temos:
a) de ordem 1: Py (t) = 1+ 2t,

b) de ordem 2: Po(t) = 1 + 2t + 2¢2,
, A
c) deordem 3: P3(t) = 1+ 2t + 2t* + 5
O seguinte teorema nos garante que o polindmio de Taylor de ordem n da fun¢do y no
ponto t(, se aproxima da func¢ao y, conforme ¢ se aproxima de ¢, numa vizinhanca desse dltimo

ponto, a menos de um infinitésimo de ordem maior do que n.
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Teorema 3.3 (Férmula de Taylor Infinitesimal). Sejam L C R um intervalo e y : L — R uma
fungdo n-vezes derivdvel no ponto ty € L. Entdo, para todo h tal que ty + h € L, tem-se

h2 hn
y(to +h) = y(to) + ' (to)h + Eyﬂ@o) +...+ my(n)%) + Rn(h),

h
com lim fin(h)

h—0 h"

=0.

Demonstracao: A demonstragdo deste teorema pode ser encontrada em [9], p. 222-225. O

No entanto, existe outra féormula de Taylor que nos fornece uma generalizagdo do
Teorema do Valor Médio para fungdes n-vezes derivdvel. Esta férmula nos permite determinar
uma estimativa da diferenca y(to + h) — y(to) em que y é uma fungio n-vezes derivaveis, e h é

um valor fixo.

Teorema 3.4 (Férmula de Taylor com Resto de Lagrange). Dada uma fungdo vy : [to,a] — R

de classe C"™1, n-vezes derivdvel no intervalo aberto (to, a). Entdo, existe & € (tg, a) tal que

(a—t)"™Y 1y

R y (t0)+(a——t0)(") (

y(a) = y(to) + ¢/ (to)(a —to) + ... + y"M (). (3.5

n!

Tomando a = ty + h, a afirmacdo e equagdo anteriores equivalem a dizer que existe ¢ € (0, 1)

tal que
h(n— 1) n

h
y(to +h) = y(to) + y'(to)h + (n— 1)!24(”_1)(750) + Hy(n) (to + Ch).

Demonstracao: A demonstrag@o deste teorema pode ser encontrada em [9], p. 225-227. O

Observacao 3.5.

e A equacgdo (3.5) é denominada aproximagao da funcdo y pelo polinémio de Taylor de

graun — 1 em torno do ponto t = .

— )™
e Chamamos de Resto de Lagrange a parcela R,,(a) = %y" (&) de (3.5).
n!

3.2 Meétodo de Euler

Dado o PVI (3.1), supondo que a fungdo f é de classe C'!, sabemos pelos Teoremas 2.15
e 2.16, que esse PVI tem solucdo y = 1(t) e esta é tinica. Como a fungdo y' = f é de classe C*,
resulta que y : [to, a] — R é uma fungdo de classe C?, assim podemos considerar a aproximagao

de y pelo polindmio de Taylor de grau 1:

Vit B) = y(t) + (D + i (1),
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para valores de ¢ € [ty,a), em que h > 0, tal que ¢ + h < a é chamado tamanho do passo. Por
(3.1) sabemos que y(t)" = f(¢,y(t)), daqui podemos escrever a equagdo anterior da seguinte

forma:
h? .
y(t+h) =y(t) + f{t.y(O)h + 5y (1), (3.6)
podemos considerar ¢t = ¢,, em que ¢, = ty + nh, comn € N tal que n € {0,..., N},
observemos que N € um nimero natural e representa a quantidade de passos que sdo necessarios
para percorrer o intervalo [t, a]. Ou seja, dado que ¢ € [t;, a], o nimero N é o maior nimero
natural menor do que M, determinado por

a,—to
h

M=

Daqui, tomando ¢ = t,, na equagdo (3.6), obtemos

Yltuer) = ylta) + byt + 2y (1), 37)

(2)!
dessa forma, para cadan € {0, ..., N}, o nimero y(t,) aproxima o valor da solugdo exata 7(t)
no ponto t = t,,.. Este processo de aproximagdo é obtido partir do valor inicial, y(ty) = o, € é
chamada de método de Euler ou método da reta tangente, esse nome € devido a interpretagao

geométrica do método que acabamos de estudar.

Figura 3.1: Interpretacao geométrica do método de Euler para o PVI (3.1).

y(1)
A
Y2 |
Y1 |
9(t2)
9(t1)
Yo = Y(to)
i ; > |
to t1 to
—~—
h

Fonte: Arquivo pessoal.

Na Figura 3.1, notamos que a curva que representa a solugdo exata §(t) do PVI (3.1),
as retas em azul representam as retas tangentes, comeg¢ando com a reta tangente ao grafico de
y(t) no ponto (to, J(to)) = (to,y0) = (to, y(to)). Percebemos que a primeira reta tangente nos

fornece o valor de y; = y(t1), em que t; = ty + h, e assim obtemos o ponto (¢1,y;). Logo,
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para obtermos o valor de y» = y(t2), em que ¢y = to + 2h, tragamos a reta tangente que passa
pelo ponto (¢1,y;) com inclinagdo v'(t1) = f(t1,y1). Repetindo esse processo, encontramos
os valores de vy, = y(t,) paracadan € {0,1,..., N}. Geometricamente, notamos que 0 erro
pode ser calculado através da diferenca |y(t,) — y(t,)|-

O método de Euler tem o objetivo de estabelecer uma aproximagado ao valor da solucao
de um PVI do tipo:
{ y = flty)
y(to) = o, to<t<a.

Este método se resume em encontrar pontos que estdo préximos do grafico de solucdo,
ou seja, conforme a representacdo geométrica que vimos anteriormente, se conhecemos um
ponto inicial (¢g, yo) e também a derivada da func¢@o f em qualquer ponto, com estas informagdes
¢ possivel encontrar um novo ponto (¢1,y;) que esta em uma vizinhanga do grafico da solugdo
y = y(t). Para o método de Euler ser aplicado é preciso tomar um passo h, e saber o valor
do tempo final ¢ determinado pelo intervalo [to, a], ou seja a partir do ponto (to,yo) pode-
mos avangar um tamanho h, para encontrar o ponto (t1,y;), que estar bem préximo do grafico
da solu¢ao da EDO 3’ = f(t¢,y). Para o método de Euler este processo é repetido N vezes

utilizando a férmula
Ynt1 = Yn T hf(tm yﬂ)?

em que y, = y(t,) e t, = to + nh. A equagdo acima é chamada de equacdo de diferencas
associada ao método de Euler.
Para aproximar os valores da solu¢do de um problema de valor inicial através do método

de Euler, utilizamos o seguinte algoritmo:

1) Escolher um numero de iteracdes. V.

.. a—1
i) Tome h = N 0
iii) Paran =1,..., N calcule:
o1 = Yn-1;
t, = to_1+h;
YUn = Yn-1thfn1

iv) Imprima os pontos (., ¥y )-

Exemplo 3.6. Vamos usar o método de Euler para aproximar a solu¢ao do problema de valor
inicial
y = —y+t+1
{y(O) = 1, 0<t<5

com h = 0,5, entdo N = 10 e a solugdo exata () = e~ + t. Deste modo
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e Paran = 0, temos:

to = O,

Yo = L
e Paran = 1, temos:

ty, = to+h=0,5;

1 = yo+hf(to,yo) =14+0,5(0) =1.
e Paran = 2, temos:

to = to+2h=1;

Yo = 1 +hf(ti,;n) =1,25.
e Paran = 3, temos:

t3 == to + 3h == 1, 5;

ys = Yo+ hf(ts,y2) =1,625.
e Paran = 4, temos:

t4 = to —|— 4h = 2;

ys = ys+hf(ts,ys) = 2,0625.
e Paran = 5, temos:

t5 = to + 5h = 2, 5;

ys = Ys+ hf(ts,ys) = 2,53125.
e Paran = 6, temos:

t6 — f}() + 6h == 3;

Ys¢ = UYs + hf(t{), y5) = 3, 015625.
e Paran = 7, temos:

tr = to+T7h=3,5;

yr = ys+ hf(ts,ys) = 3,5078125.
e Para n = &, temos:

tg == to + 8h = 4;

ys = y7r+ hf(tr,y7) = 4,003906250.

e Paran = 9, temos:

tg = to+9h =4.5;

Yo = ys+hf(ts,ys) = 4,501953125.
e Paran = 10, temos:

tiy = to+ 10h = 5;

Yio = Yo+ hf(te,ys) =5,000976562.

A Tabela 3.1 apresenta os resultados do Método de Euler com h = 0,5, onde o nimero de

iteragdes € dado por n, o valor da solucdo aproximada usando o Método de Euler é dado por
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Yn, 0 valor da solugdo exata € dado por ¥, € o valor do erro de aproximacdo em cada iteragdo é
dado por Erro.
As informacdes nas tabelas foram colocadas de acordo com o que € retornado pelo

software Matlab

Tabela 3.1: Método de Euler - Exemplo 3.6 com h = 0, 5.

n tn Un J(t,) =e '+t Erro=|j(t,) — yn|
0 O 1 1 0

1 05 1 1.10653066 0.10653066
2 1 1.25 1.367879441 0.117879441
3 1.5 1.625 1.72313016 0.09813016
4 2 2.0625 2.135335283 0.072835283
5 25 2.53125 2.582084999 0.050834999
6 3 3.015625 3.049787068 0.034162968
7 3.5 3.5078125 3.530197383 0.022384883
8 4 4.003906250 4.018315639 0.014409389
9 45 4501953125 4.511108997 0.009155872
10 5 5.000976562 5.006737947 0.005761384

Fonte: Arquivo pessoal.

A Figura 3.2 apresenta a curva da solugdo exata (na cor azul) e a solu¢cdo aproximada

(na cor vermelha) usando o Método de Euler com h = 0, 5.

Figura 3.2: Método de Euler - Exemplo 3.6 com h = 0, 5.

5
4t
>3
2 4
7 —
2 Euler
7 —Exata
1 = : :
0 1 2 3 4 5

Fonte: Arquivo pessoal.
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Agora, vejamos o mesmo Exemplo 3.6 do Método de Euler usando um tamanho do
passo menor, isto €, considere h = 0, 05.

A Tabela 3.2 apresenta os resultados do Método de Euler com h = 0, 05, onde o nimero
de iteragdes € dado por n, o valor da solucdo aproximada usando o Método de Euler é dado por
Yn, 0 valor da solugdo exata € dado por ¥, € o valor do erro de aproximacdo em cada iteragdo é

dado por Erro.

Tabela 3.2: Método de Euler - Exemplo3.6, com A = 0, 05.

n t Yn y(t,) =e '+t Erro=|j(t,) — yn|
0 O 1 1 0
1 025 1 1.028800783 0.028800783
2 05 1.0625 1.106530660 0.044030660
3 075 1.171875 1.222366553 0.050491553
4 1 1.31640625 1.367879441 0.051473191
5 125 1.487304688 1.536504797 0.049200109
6 1.5 1.677978516 1.723130160 0.045151645
7 1775  1.883483887 1.953773943 0.040290057
8 2 2.100112915 2.135335283 0.035222368
9 225 2325084686 2.355399225 0.030314538
10 2.5 2.556313515 2.582084999 0.025771484
11 275 2792235136 2.813927861 0.021692725
12 3 3.031676352 3.049787068 0.018110716
13 325 3.273757264 3.288774208 0.015016944
14 3.5 3.517817948 3.530197383 0.012379435
15 3.75 3.763363461 3.773517746 0.010154285
16 4 4.010022596 4.018315639 0.008293043
17 425 4257516947 4.264264234 0.006747287
18 4.5 4.505637710 4.511108997 0.005471286
19 475 4.754228283 4.758651695 0.004423413
20 5 5.003171212 5.006737947 0.003566735

Fonte: Arquivo pessoal.

A Figura 3.3 apresenta a curva da solugdo aproximada (na cor vermelha) usando o

Método de Euler com h = 0,5 e a curva da solugdo exata (na cor azul).
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Figura 3.3: Método de Euler - Exemplo 3.6 com h = 0, 05.

5
4t
>3

2 L
= Euler
—Exata

] I

0 1 2 3 4 5

Fonte: Arquivo pessoal.

Conforme as Tabelas 3.1 e 3.2, note que o método de Euler usando um tamanho do passo
menor h = 0, 05, apresenta uma melhor aproximacio aos valores da solug¢do exata do PVI do
Exemplo 3.6 (ver a Tabela 3.2). Também, podemos observar que o erro é relativamente menor
quando usamos o tamanho do passo h = 0, 05.

Observando as Figuras 3.2 e 3.3, podemos inferir que quando usamos um tamanho do
passo h menor, isto é, com h = 0,05 obtemos uma melhor aproximacdo entre a curva da
solu¢do aproximada (na cor vermelha) usando o método de Euler e a curva da solucdo exata (na

cor azul) (ver a Figura 3.3).

Teorema 3.7. Suponha que f seja continua e satisfaca uma condigdo de Lipschitz com constante
Lem D = (t,y) | a <t <b —00 <y < oo e que existe um M constante com a propriedade
que |y"(t)| < M, para toda t € a, b).

Vamos denotar com y(t) a solugdo tinica do problema do valor inicial y' = f(t,y),a <
t < b,y(a) = a e sejam wo, w1, ..., w, as aproximagdes geradas com o método de Euler para

alguns niimero inteiro positivo N. Entdo, para cada i = 0,1, 2, ..., N temos

Demonstracao: A demonstragcao deste teorema se encontra em [4] p, 260-261. O
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3.3 Meétodos de Taylor de Ordem Superior

Na secdo anterior vimos que para o Método de Euler utilizamos o polindmio de Taylor
de ordem m = 1. Consideremos o problema de valor inicial

y(to) = o, o <t<a.
Suponhamos que esse PVI possui solugio y(¢) de classe C™ 11, isto €, y(t) possui m + 1
derivadas continuas. Se desenvolvemos esta func¢@o y(¢) em termos de seu polindmio de Taylor
de grau m em torno de ¢; e calculamos seu valor em ¢; 1, obtemos

2 hm hm—i—l

y(tivr) = y(ti) + hy'(t:;) + @y (ti) +...+ mym(tz‘) + !y(m+1)(§z‘)> (3.9)

(m+1)

para algum &; € (t;,t;41). Derivando a fung@o y(¢), resulta diferencia¢do da solugao.

y = fty)
y' = f(ty(),
em geral,
Yy = fUD(t y(t)), para j=1,...,m+1.

Substituindo essas derivadas em (3.9), resulta

Vltian) = Y F(E ) s P L ) o (0 () ¢

2)!

m+1

mf(m) (& y(&i))-

(3.10)

O método de Euler aplicado a equagao (3.10) € denominado método de Taylor de ordem m.

3.3.1 Método de Taylor de ordem m

Considerando a anélise realizada no comeco desta se¢dao, o método de Taylor de ordem

m esta dado pelas seguintes equagoes:

y(to) = %o,
Yir1 = yi +hT™(t;,y;), paracada i =0,1,..., N — 1.
em que
m h / hmt (m—1)
T (s ys) = ftiy(t) + 5y f (G y (@) + b = 70 y (1)
Observacao 3.8.

e Lembremos que, considerando o PVI (3.8), parat € [to, a], o nimero N é o maior niimero

natural menor do que M, determinado por

CL—tO
M = .
h
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e A fungdo 7™ (t;,y;) é obtida a partir da equagdo (3.10), desconsiderando o resto e fazendo

y(t:)

Y(tiv1) —

Y

dessa forma, 7™ (t;,y;) tende a y/(¢;) quando h tende a 0.

Exemplo 3.9. Vamos aplicar o método de Taylor de ordem trés no Problema de Valor Inicial

y(1)

i) Como vimos na Sec¢ao 3.2, primeiro vamos calcular a derivada de

f(ty@)
f(ty()
i1) Assim,
T?(ti, yi) =
e
T3(ti, yi) =

Fty®) =5 +7 =y

d y oo\ -2 11 ,
GG i) e
_i_@_3y2+2 3

B2 ¢ ’

d 1 2y 32

- = L _ -7 23>

dt< B

3.2 4y 6y | 3P L,
R I

1 4y 5y 127

S A AT

P Tt T

h /
f(tz‘ayi)Jrgf (ti, vi)
1wy , h 1 2y 3y?
_ L p)” R I 1 2 3>
S Z+2< B Ty Y
h / h2 "

[t vi) + §f (t, vi) + gf (ts, vi)

1wy , h 1 2y 3y} 3
t$+ti_yi+2(_t§_ 2 +217)
PPl A Sy 129

6\ef @B Ty
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iii) Deste modo, os métodos de Taylor de ordem dois e trés sdo dados por:

ylto) = -1

1y h 1 2y 3y
i = it h |l _(_____ i 23)
Yi+1 Y + |:t?+ti yz+2 t3 tlg tz’ + Yi

€

ylto) = -1

1wy h 1 2y 3y?
i =yt h|o T _<____%_ i 23)
Yir1 Y + t?—i_ti Y; +2 t? t? tz + Yi

R? /1 4y, 5y? 1247
I e g 1 ) —6 4) )
+6 (t;* . t2 * ti v

1

paracadat=0,1,2,3,--- ,N — 1.

iv) Seh = 0.25entdo N = 4,t; = 1+ (0,25)i para i = 0,1,2,3,4. Assim, o método de
Taylor de ordem dois e trés sao dados por:

y(to) = —1

Yi 2

it1 = Yi+0,25 - = Y;
Yiv1 Yy + 1+(O,25)Z Y

5 T

(1+ (0,25)i)

0,25 ( 1 % 3
2 \ " (1+(0,25)i)® (1+(0,25)i)2 1+(0,25

€

y(to) =-—1

1 Yi
i = 0,25 . g
Yt = Uit [(1 T0.25)2 11 (0,25)8 Y

0,25 1 2 3y? Y
> \ T (1+(0,25)0)F (1+(0,25)% 1+(0,25 @

0,25 1 by by 12y
6 \(1+(0,25))"  (1+(0,25)0  (1+(0,25)02 1+ (0,25)i )|

paracadat: = 1,2, 3,4.

-1
A Tabela 3.3 apresenta os valores reais da solugéo de (t) = - e também os resultados

obtidos com os métodos de Taylor de ordem dois e trés, e os erros que esses métodos dao

origem. Também, podemos observar que o erro € relativamente menor quando usamos o
método de Taylor de ordem dois com h = 0, 25.
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Tabela 3.3: Método de Taylor - Exemplo 3.9, com h = 0, 25.

54

it g(t) Ordem2y(t;) Erro|y(t;) —g(t;)| Ordem3y(t;) Erro[y(t:) — g(t:)|
0 1 -1.0000 -1.0000000 0.00000000 -1.000000000 0.0000000
1 125 -0.8000 -1.3750000 0.57500000 -1.395833333 0.5958333
2 15 -0.6667  -2.2279287 1.56126204 -2.380909500 1.7142428
3 175 -0.5714  -4.6778256 4.10639698 -5.967378958 5.3959504
4 2 -0.5000 -18.2151109 17.71511089 -54.157829471 53.6578295
Fonte: Arquivo pessoal
As informacdes na tabela foram colocadas de acordo com o que € retornado pelo software
Matlab
A Figura 3.4 apresenta a curva (na cor azul) da solucdo exata e a solu¢ao aproximada (na
cor vermelha) usando o Método de Taylor com A = 0,25. Também, podemos observar
uma melhor aproximacgao entre a curva da solucdo exata e a solu¢ao aproximada usando
o0 Método de Taylor de ordem dois com h = 0,25 (ver a Figura 3.4 (a esquerda)), isto é
reforcado quando observamos os valores do Erro em ambos casos (ver a Tabela 3.3).
Figura 3.4: Método de Taylor de ordem dois (a esquerda) e ordem trés (a direita) -
Exemplo 3.9 com h = 0, 25.
B ~ o -10 ) \\
S5 \ , \
\ 20 | \
> 10 | \\ RS \\
\ \
-15 [= Taylor \\ | — Taylor \\
— Exata \ -50 I |—Exata \
1 l.é l.;1 1.6 l.é 2 1 l.é l.;l 1.6 l.é 2
t t

Fonte: Arquivo pessoal.

3.4 Método de Runge-Kutta

Nesta secdo apresentaremos um método conhecido e desenvolvido originalmente, por
Runge e Kutta, atualmente, quando se trata do método de quarto grau € denominado de método

cldssico de Runge-Kutta. Observamos que:
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e O Runge-Kutta de primeiro grau coincide com o método de Euler que estudamos na
Secao 3.2.

e O Runge-Kutta de segundo grau € também conhecido como método de Euler melhorado.

e O Runge-Kutta de quarto grau é o método que tem a melhor precisao na obtencdao de

valores aproximados da solucio para um problema de valor inicial.

Dessa forma o método de Runge-Kutta pode ser classificado através de seu grau, isso
devido a que em cada caso, o método surge através de uma comparagdo com um polindmio de
Taylor adequado do mesmo grau.

Suponhamos que a fungdo y seja uma fungdo classe C7, (j + 1)-vezes derivdvel em um
intervalo contendo ¢ e t, entdo, pelo Teorema 3.4, existe £ € (to, t) tal que
(t —to) ) (t —to) ™! (+1)

! (7+1)!

A seguir, através dessa equacao, vamos descrever os métodos de Runge-Kutta de cada grau.

y(t) = y(to) + 9/ (to)(t —to) + ... + (o) + (&) G.1n

3.4.1 Runge-Kutta de primeiro grau

Para determinar o método de Runge-Kutta de primeiro grau, vamos substituir na equagao (3.11)

toport; et port; 1 =t; + h. Daqui,

hi . hit1

Y(tivr) = y(t:) +y' )R+ ...+ ﬁy“)(m + y(), (3.12)

(G +1)
emquet; <& <ty.
h
Se consideramos j = 1 e o resto Ey” (&) for pequeno, obtemos

Yir1 = y(tiv1) = y(t:) + hy'(t:) = y(ts) + hf (i, vs),

que coincide com a férmula do método de Euler. Assim, podemos afirmar que o método de

Runge-Kutta de primeiro grau ¢ o método de Euler.

3.4.2 Runge-Kutta de segundo grau

Para analisar este caso, consideremos j = 2 na equacao (3.12), obtendo

h2 1" h3 "
ytin) = y(ts) +y )k +...+ Sy + 57y (6), (3.13)

com § € (t;,tiy1).
Agora, pretendemos determinar uma fungao ¢) com o objetivo de escrever a equagao (3.13)

da seguinte maneira:

y(tivr) = y(ts) + hp(ti, vi), (3.14)
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com,
U(ti,yi) = ajr + bja.
Em outras palavras, devemos calcular os valores de a, b, j; € jo, de forma que y(t;) + hi)(t;, v;),

seja igual ao polindmio de Taylor de ordem 2

h2
y(t:) + hy'(t;) + gy”(ti),

comparando ambas expressoes, obtemos

h2
y(t:) + hy'(t;) + 53/”(1%) = y(t:) + hap(ti, ys),

simplificando e substituindo a funcdo v, resulta
h
h y/<tl> + ay”(ti) = h((ljl + bjz),
daqui,
h
Tomamos j; = ¥/ (t;) = f(t;,y;) e j2 = f(ti+ah,y;+Bhj1), para o, § € R adequados.

Logo, aproximamos j, através de seu polinomio de Taylor de ordem 1, em torno de ¢ = ¢;, isto

é, centrado em (¢;, y;), obtendo

of (ti, yi) of (ti, vi)
ot dy

em que Ry(t;) é o Resto de Lagrange para esse polindmio. Desejamos que o resto seja

Jo = f(ti,yi) + ah + Bhf(ti, vi) + Ry (1), (3.16)

suficientemente pequeno, daqui, desconsideramos Ry(t;) nos proximos calculos.
Logo, substituindo (3.16) em aj; + bjo,

of (ti, i)
ot

+ 5hf(ti,yi)M]

aji +bj> = a(f(ti,y:)) + b[f(tia yi) + ah e

of (ti, vi)
ot

of (ti, vi)

= (a+b)f(ti,ys) + bah oy

+bBhf(ti, ys)

Por outro lado, sabemos que
() + g (1) = Fltis) + o [P0 g, O 00)
1 2 (A 19 1 2 8t (3] (A 8y

devido a (3.15), comparamos as duas dltimas equagdes e obtemos

of (t;, y; Of (ti, vi
%""bﬁhf(tia yz)% = f(ti, yi)+

dessa igualdade, encontramos o sistema

[af(ti:yi) af(tuyz‘)},

of (ti, i)

h [&f(ti, Yi)
dy ’

+f(ti, yi)

a+b =
ba

-

NI= NIE
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Observamos que esse sistema pode ter infinitas solugdes, consideramos a solugdo em que

a:b:§e a = = 1. Logo,

1 1
tia i ==J _47
Y(ti, yi) 2]1+232

substituindo em (3.14), resulta

1. 1.
Yir1r = Y(tiq1) = yi + h [511 + 5]2} ,

sendo j; = f(t;,y;) e jo = f(t; + ah,y; + Bj1), com o = § = 1, temos
1 1
Yir1 = Yi t Eh[f(tmyz‘)] + §h[f(t,- + hyyi + (i, vi))],

como ;11 = t; + h, finalmente, encontramos

[ yi) + f(ti, v + £, yi))]
2 )

Yisr =Yi + h

esta férmula representa o método de Runge-Kutta de segundo grau, também denominado método

de Euler melhorado.

3.4.3 Runge-Kutta de terceiro grau

A forma de obter o Runge-Kutta de segundo grau, servird de guia para obtermos os
métodos de terceiro e quarto grau.

Consideremos j = 3 na equacao (3.12), obtendo

h2 " hS " h4 4
Y(tivn) = (1) + 9/ (t)h+ .+ Sy (6) + 5" (6) + 0 (©), (3.17)

com & € (t;,t;41). De forma semelhante ao estudo realizado para o Runge-Kutta de segundo

grau, pretendemos determinar uma fungdo v tal que

Y(tivr) = y(ti) + hab(ti, yi),

considerando para este caso de terceiro grau

U(ti, vi) = ajr + bjs + cjs,

em que ji,j2 € j3, aproximam derivadas em vdrios pontos do intervalo [t;, t;,1], estando seus

valores definidos por

Ji = f(ti; yi);
Ja = f(ti+ aih,y; + Bihj1);
Jjs = f(ti+ ash,y; + Bahjs + (2 — B2)hj1).
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Ao realizarmos os cdlculos para determinar os valores de a, b e ¢, encontraremos um
sistema de vdrias incégnitas com um nimero menor de equacgdes, esse sistema nos fornecera
muitas solucdes. A resolugdo desse sistema ndo sera realizado neste trabalho, mas ela pode ser
encontrada em [6], p. 125 — 131. Destacamos que a solu¢do do Runge-Kutta de terceiro grau

estd dada por

hr. . .
Yir1 = Vi + —[Jl+432 +Js}>

6
em que
Ji = f(tiayi);
) h h .
Jo = f(ti+§ayi+§]1);

Jjs = f(ti + hyy; + 2hja — hjy).

Exemplo 3.10. Vamos utilizar o método de Runge-Kutta de terceiro grau para encontrar uma

solu¢do numérica para o Problema de Valor Inicial

1
em que b = 0, 1 e a solugfio exata §(t) = gte:“ — %e:“ - %e*%. Assim vamos encontrar 0s

valores de 7;
e Parai = 0,comty =0eyy =0, temos:

g1 = [flto,yo) = tee* —2yy =0

‘ h B h (3t +—) h

J2 = f<t0+—,y0+—11>=<to+—>€ 2 —2<y0+—j1> = 0,0581
2 2 2 2

g3 = f(to+ h,yo+ 2hjs — hj1) = (to + h)e®o3h) — 2(yo + 2hjy — hjy) = 0,1117.

Assim, .
Y1 = Yo + E[jl + 44y + j3] = 0,005735267.

e Parai =1,comt; =0.1ey; = 0,005735267, temos:

jl - f(tl,:lh) = t1€3t1 — 23/1 = O, 1235
hoh m ( 3h> h
3t+—
J2 = f<t1+§,y1+§j1>=<t1+§>e 2 —2<y1+§j1> =0,2114

Js = f(ti+hoys+2hgs = hjy) = (t+ h)e®H — 2(yy + 2hjs — hji) = 0,2931.

Assim,

h
Yo = Y1+ g[jl + 44y + j3] = 0,026773614.
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Logo, fazendo as iteragdes para os seguintes ¢ até 10 obtemos a Tabela 3.4 com h = 0, 1.

As informacdes nas tabela foram colocadas de acordo com o que € retornado pelo soft-

ware Matlab. A Figura 3.5 apresenta a curva (na cor azul) da solugao exata e a solucao

Tabela 3.4: Método de Runge-Kutta de terceiro grau - Exemplo 3.10, com / = 0, 1.

~.

t;

y(t:)

Terceiro grau y(t;)

Brro [y(t:) — §(4:))|

0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0

SOOO\IO\UI-BU)NHO

0

0.005752054
0.026812802
0.071144528
0.150777835
0.283616522
0.496019566
0.826480870
1.330857026
2.089774397
3.219099319

0

0.005735267
0.026773614
0.071073613
0.150660718
0.283431460
0.495734521
0.826049165
1.330211179
2.088817396
3.217692308

0

0.000016787
0.000039188
0.000070914
0.000117118
0.000185061
0.000285044
0.000431705
0.000645847
0.000957001
0.001407011

Fonte: Arquivo pessoal.

aproximada (na cor vermelha) usando o Método de Runge-Kutta de terceiro grau com

h = 0,1. Também, podemos observar uma boa aproximac¢ao entre a curva da solugao

exata (t) e a solu¢@o aproximada y(t¢) usando o Método de Runge-Kutta de terceiro grau

com h = 0, 1, isto também pode ser verificado quando observamos os valores do Erro na

Tabela 3.4.

Figura 3.5: Método de Runge-Kutta de terceiro grau - Exemplo 3.10 com h = 0, 1.

37 —E-Run;ge-Kutta 'j
)5 | —Exata
71
”15
1+
0.5
0 ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

t

Fonte: Arquivo pessoal
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3.4.4 Runge-Kutta de quarto grau

O método de Runge-Kutta de quarto grau tem maior eficicia que os de menor grau.
Deste modo, ele também é o método mais utilizado. De forma similar ao estudo realizado para

as ordens anteriores, consideramos j = 4 na equacao (3.12). Daqui,
h2 " h3 " h4 4 h5
y(tinn) = y(t) + 9/ (E)h + o+ Soy () + gy () + py V() + PO, G18)
com & € (t;,t;41). De forma semelhante aos métodos de Runge-Kutta de menor grau, devemos

obter o valor das constantes a, b, ¢ e d, de forma que
Yirr = Y(tir1) = y(t:) + ho(ts, vi),
considerando para este caso
Y(ti, yi) = aji + bja + cjz + dja,
onde, ji, j2, J3 € Jj4, sd0 determinados por

o= fti,v);

J2 = f(ti+a1h, yi+ Bihji);

gz = [f(ti+ ash,yi + Baji + Bshja);

Ja = [f(ti +ash,yi + Baji + Baja + Bshjs).

Deste modo, nos deparamos novamente com um sistema que possui mais incégnitas
do que equagdes, esse sistema nos fornecerd vérias solucdes. A resolucdo desse sistema ndo
serd realizado neste trabalho, mas pode ser consultado em [3], p. 615 — 618. A solu¢do do

Runge-Kutta de quarto grau esta dada por

ti+1:ti+g J1+ 272+ 273 + Jal,

em que
o= f(
J2 = flti+ 27?/1 By
g3 = flti+ 2y + Lho);
Jja = [f(ti+ h,y; + hys3),

ti, Yi);

Exemplo 3.11. Vamos utilizar o método de Runge-Kutta de quarto grau para encontrar uma

solu¢do numérica para o Problema de Valor Inicial

y o= 1+ (t—y)?
y(2) = 1, 2<t<3.

1
em que h = 0, 1 e a solugdo exata y(t) =t + T—¢ Assim vamos encontrar os valores de j;
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e Parat = 0,comty = 2eyy, =1, temos:

J1 = [flto,yo) =1+ (to—yo)* =2

. h h h h . \2
J2 = f<t0+§7y0+§jl):1+(t0+§_<y0+§jl>> =1,9025

. h h . h h  \2
J3 = f(to+§,yo+§j2>:1+(to+§—(yo+§jz)) =1,9118

ja = f(to+h,yo+hjs) =1+ (to+h — (yo + hjs))* = 1,8260.

Assim,

h .. . . .
— 1 + 22 + 23 + j4] = 1,190908814.

y1=yo+6

e Parai =1,emquet; =2.1ey; = 1,190908814, temos

1 = flti,y) =1+ (1 —y1)*=1,8264

2 2

Jo = f<t1+ ,y1+2j1>=1+<t1+ﬁ—(y1+ﬁj1)>:1,7530
J3 = f(

h h
t+ = ,y1—|— J2> =1+ <t1+§—(91+§j2)) = 1,7594

ja = f(ti+hy1+hjs) =1+ (ti +h— (51 + hyjs)) = 1,6941.

Assim,

h
—[J1 + 272 + 2J3 + ja] = 1,366666271.

y2:y1+6

Logo, fazendo as iteragcdes para os seguintes /V até 10 obtemos a Tabela 3.5 com h =
0,1.

As informagdes nas tabela foram colocadas de acordo com o que € retornado pelo soft-
ware Matlab

A Figura 3.6 apresenta a curva (na cor azul) da solucdo exata e a solu¢cdo aproximada
(na cor vermelha) usando o Método de Runge-Kutta de quarto grau com A = 0, 1. Podemos
observar uma boa aproximacao entre a curva da solug¢ao exata (¢) e a solugdo aproximada y/(t)
usando o Método de Runge-Kutta de quarto grau com h = 0, 1, isso também pode ser verificado

quando observamos os valores do Erro na Tabela 3.5.
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Tabela 3.5: Método de Runge-Kutta de quarto grau - Exemplo 3.11, com h = 0, 1.

it yty) Quarto grau y(t;) Erro |y(t;) — y(t;)|
2 1 1 0
2.1 1.190909091 1.190908814 0.000000277
2.2 1.366666667 1.366666271 0.000000396
2.3 1.530769231 1.530768794 0.000000437
2.4 1.685714286 1.685713846 0.000000440

1.833333333  1.833332909 0.000000424
2.6 1.975000000 1.974999599 0.000000401
277 2.111764706 2.111764331 0.000000374
2.8 2244444444 2.244444097 0.000000348
29 2373684211 2.373683889 0.000000322

2.500000000 2.499999702 0.000000298
Fonte: Arquivo pessoal.
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Figura 3.6: Método de Runge-Kutta de quarto grau - Exemplo 3.11 com h = 0, 1.
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Fonte: Arquivo pessoal.



Capitulo 4
Aplicacoes dos Métodos Numéricos

No mundo fisico existe uma grande quantidade de principios ou leis, que possuem re-
sultados modelados por equagdes e funcdes. Esses problemas, do mundo fisico segundo Boyce
e Diprima (2015, p.21) [3] “sdo proposi¢des, ou relacdes, envolvendo a taxa segundo a qual
as coisas acontecem. Expressas em linguagem matematica, as relacdes sao equagoes e as ta-
xas sdo derivadas. Equacdes contendo derivadas sdo equagdes diferenciais”. Desta maneira a
modelagem pode ser aplicada a um grande nimero de problemas como Decaimento radioativo,
Juros Compostos, Lei de Resfriamento de Newton e Tanque de dgua cilindrico.

Assim, neste capitulo vamos estudar algumas aplicagdes do método de Euler e do método
de Rung-Kutta de dois, trés e quarto grau em problemas do mundo fisico. Neste capitulo usare-

mos como base tedrica as referéncia [2, 3, 5, 12]

4.1 Decaimento radioativo

Podemos encontrar aplicagdes das EDOs de primeira ordem em dreas da quimica, como
por exemplo no decaimento radioativo, que através de resultados experimentais temos que 0s
elementos radioativos se desintegram a uma taxa proporcional a quantidade presente do ele-

mento. Assim, se y = y(t) é a quantidade presente de certo elemento radioativo no instante ¢,

d
logo a taxa de variagdo de y(t) com respeito ao tempo ¢, denotada por d—i € dada por:

dy

em que () é uma constante que depende do elemento, e pode ter o valor determinado através
do tempo de meia-vida do elemento, sendo a meia-vida o tempo necessario para desintegrar
metade da quantidade inicial do elemento radioativo, a qual vamos denominar y(0) = .

Agora, vejamos uma aplicagdo sobre o Decaimento radioativo.

63
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Exemplo 4.1. Um isétopo(Is6topos sdo dtomos de um mesmo elemento quimico que possui a
mesma quantidade de prétons. ) radioativo tem meia-vida de 16 dias. Suponha que vocé deseja
ter 40 g do is6topo no final de 35 dias. Agora vamos calcular a quantidade inicial do is6topo.
Considere y(t) a quantidade presente no instante ¢ e y(0) = yo a quantidade inicial.
Vamos encontrar o valor da constante () através do tempo de meia-vida do isétopo radioativo.

Assim, resolvendo a equacao

dy

2 = _ t
temos a solugao:

y(t) = yoe !

1
Logo, para t = 16 temos que y(16) = STAL Dai,

1

T — —Q(16)
2?!0 Yo€
Assim,
1
L 6—16Q’
2

aplicando logaritmo natural em ambos os lados, obtemos

In(2)

= = 0,043321690.
Q 16 0, 043321690

Desta maneira obtemos a fun¢io y(¢) que determina a quantidade de isGtopo radioativo

em qualquer instante ¢,
y(t) — y0€70,043321690t' (41)

Para obtermos a quantidade inicial, isolamos y, da equagdo (4.1). Dai, fazendo t = 35 e como

y(35) = 40 obtemos
40

Yo = ¢—0,043321690(35)

= 182,2061255.

Finalmente, teremos o problema de valor inicial:

' = —0,043321690 y(t
{ y : y(t) 42)
y

(0) = 182,2061255.

De (4.1) a solugdo exata para este problema € dado por
§(t) = 182, 2061255 ¢~ 0043321690t

A seguir usaremos alguns métodos numéricos para obter a melhor solu¢do aproximada

ao problema de valor inicial (4.2) do Exemplo 4.1.

ILei de decaimento radioativo: Ny = Ne . [8]
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Métodos numéricos

Vamos utilizar alguns dos métodos numéricos apresentados no Capitulo 3 para resolver o PVI (4.2),
em que o h = 0,5, calculando a quantidade de isétopo para 0 < ¢t < 50 e N = 100. Esses
dados serdo utilizados para cada método a seguir. As informagdes nas tabelas foram colocadas

de acordo com o que € retornado pelo software Matlab.

e Método de Euler

Para o método de Euler vamos utilizar t; = ty + ih, e a féormula

Yirr = Yi + hf (L yi)-
Assim, como h = 0,5 ¢ f(t;,y;) = —0,043321690 y(¢;) temos:

*x Parat = 0, temos:

to = 0;

Yo = 182,2061255.
x Para 1 = 1, temos:

ti1 = to+h=0,5;

y1 = Yo+ hf(te,yo) = 182,2061255 + 0,5(—7,8935) = 178, 259386857.
x Para 1 = 2, temos:

ta = to+2h=1;

Yo = 1+ hf(ty,y1) = 174,398137909.
x Para 1 = 3, temos:

ts = to+3h=1.5;

ys = Y2+ hf(ts,y2) = 170,620526875.
x Para ¢ = 4, temos:

ty = to+4h =2;

ys = ys+ hf(ts,ys) = 166,924742089.
x Para 1 = 5, temos:

ts = to+5dh =25

Ys = ya+ hf(ts,ys) = 163,309011124.
x Para 1 = 6, temos:

tle¢ = to+6h =3,

v = ys+ hf(ts,ys) = 159,771599947.
x Para 1 = 7, temos:

tr = to+T7h=3,5;

yr = vye+ hf(ts,ys) = 156,310812085.
x Para 1 = §, temos:

ts = to+8h =4;

ys = yr+ hf(tr,yr) = 152,924987813.
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x Para1 =9, temos:
= ys+ hf(ts,ys) = 149,612503355.

x Para 1 = 10, temos:
to + 10h = 5;

= yo+ hf(ty,ye) = 146,371770110.

Ly
Yo

t1o

Y10

66

Para os proximos valores de ¢ considere a Tabela 4.1, que apresenta os resultados do

Método de Euler com h = 0,5, onde o nimero de iteracdes é dado por 7, o valor da

solu¢do aproximada usando o Método de Euler é dado por y;, o valor da solugdo exata é

dado por ¥;, € o valor do erro de aproximacao em cada iteragdo € dado por o Erro.

Tabela 4.1: Método de Euler - Exemplo 4.1 com A = 0, 5.

~.

ti

Yi

y(t:)

Erro = |y(t;) — il

0 O

I 05
2 1

3 15
4 2

5 25
6 3

7 35
8 4

9 45
10 5
96 48
97 485
98 49
99 495
100 50

182.206125500
178.259386857
174.398137909
170.620526875
166.924742089
163.309011124
159.771599947
156.310812085
152.924987813
149.612503355
146.371770110

22.261209115
21.779012515
21.307260700
20.845727429
20.394191358

182.206125500
178.301824739
174.481185075
170.742413824
167.083756716
163.503497069
159.999954988
156.571486574
153.216483154
149.933370525
146.720608215

22775775292
22.287737491
21.810157331
21.342810728
20.885478396

0

0.042437881
0.083047166
0.121886949
0.159014627
0.194485945
0.228355041
0.260674489
0.291495342
0.320867170
0.348838105

0.514566177
0.508724976
0.502896631
0.497083299
0.491287038

Fonte: Arquivo pessoal.

A Figura 4.1 apresenta a curva da solucdo exata (na cor azul) e a solu¢io aproximada (na

cor vermelha) usando o Método de Euler com h = 0, 5.
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Figura 4.1: Método de Euler - Exemplo 4.1 com h = 0, 5.

180
160
140 +
120 +

>100
80
60
40 |

——Euler
—Exata

0 10 20 30 40 50
t

Fonte: Arquivo pessoal.

Por dltimo, na Tabela 4.1 podemos observar que usando o método de Euler no PVI (4.2),
a solucdo aproximada y,, apresenta uma boa aproximacao a solugdo exata ¢, isso pode ser

verificado observando os valores do Erro em cada iteracao e o grafico 4.1.

e Método de Runge-Kutta de segundo grau
Sabemos que o Método de Runge-Kutta de primeiro grau € o Método de Euler simples,

deste modo apresentaremos o método de Runge-Kutta de segundo grau e vamos utilizar

a seguinte férmula:

h.. .
Yirr = Y(tiv1) =y + 5 1+ 2],

sendo
{jl = f(tmyz');

J2 = Jo= f(ti+ h,yi+ j1).

Logo, fazendo as iteragdes para ¢ de 0 até 100 obtemos a Tabela 4.2 com h = 0.5, que
apresenta os resultados do Método de Runge-Kutta de segundo grau, onde o nimero de
iteragcdes é dado por ¢, o valor da solu¢do aproximada usando o Método de Runge-Kutta
de segundo grau € dado por y;, o valor da solucao exata é dado por y;, e o valor do erro

de aproximacdo em cada iteracgdo é dado por o Erro.

A Figura 4.2 apresenta a curva da solucdo exata (na cor azul) e a solu¢do aproximada (na

cor vermelha) usando o Método de Runge-Kutta de segundo grau com A = 0, 5.
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Tabela 4.2: Método de Runge-Kutta de segundo grau - Exemplo 4.1 com hA = 0.5.

~.

L;

Yi

y(t:)

Erro=|y(t;) — i

0 O

I 05
2 1

3 15
4 2

5 25
6 3

7 35
8 4

9 45
10 5
96 48
97 485
98 49
99 495
100 50

182.206125500
178.302131704
174.481785852
170.743295680
167.084907329
163.504904518
160.001607738
156.573373467
153.218593396
149.935693678
146.723134187

22.779539850
22.291459760
21.813837394
21.346448685
20.889074362

182.206125500
178.301824739
174.481185075
170.742413824
167.083756716
163.503497069
159.999954988
156.571486574
153.216483154
149.933370525
146.720608215

22775775292
22.287737491
21.810157331
21.342810728
20.885478396

0

0.000306966
0.000600777
0.000881856
0.001150614
0.001407449
0.001652750
0.001886892
0.002110242
0.002323154
0.002525973

0.003764559
0.003722269
0.003680063
0.003637957
0.003595966

Figura 4.2: Método de Runge-Kutta de segundo grau - Exemplo 4.1 com h = 0, 5.

> 100

Fonte: Arquivo pessoal.
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Fonte: Arquivo pessoal.
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e Método de Runge-Kutta de terceiro grau

Para o método de Runge-Kutta de terceiro grau utilizaremos a seguinte formula

sendo

h. . . .
Yir1 = Yi + g[ﬁ + 4j2 + 73],

no= flti,v);

o f(t-+h A+h.
J2 = 7 27yz 2]1
Js =

);

f(ti + hyy; + 2hjs — hjr).

Fazendo as iteragdes para ¢ de 0 até 100 obtemos a Tabela 4.3 com h = 0,5, na qual

apresentamos os resultados do Método de Runge-Kutta de terceiro grau, onde o nimero

de iteracdes é dado por 7, o valor da solucdo aproximada usando o Método de Runge-

Kutta de terceiro grau é dado por y;, o valor da solucdo exata é dado por y;, € o valor do

erro de aproximag¢do em cada iteracao € dado por o Erro.

Tabela 4.3: Método de Runge-Kutta de terceiro grau - Exemplo 4.1 com A = 0, 5.

~.

t;

Yi

y(t:)

Erro = [y(t;) — il

0 O

I 05
2 1

3 15
4 2

5 25
6 3

7 35
8 4

9 45
10 5
96 48
97 485
98 49
99 495
100 50

182.206125500
178.302131704
174.481181818
170.742409044
167.083750478
163.503489439
159.999946028
156.571476345
153.216471715
149.933357931
146.720594521

22775754885
22.287717314
21.810137383
21.342791008
20.885458904

182.206125500
178.301824739
174.481185075
170.742413824
167.083756716
163.503497069
159.999954988
156.571486574
153.216483154
149.933370525
146.720608215

22775775292
22.287737491
21.810157331
21.342810728
20.885478396

0

0.000306966
0.000003257
0.000004781
0.000006238
0.000007630
0.000008960
0.000010229
0.000011440
0.000012594
0.000013693

0.000020406
0.000020177
0.000019948
0.000019720
0.000019492

Fonte: Arquivo pessoal.
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A Figura 4.3 apresenta a curva da solucdo exata (na cor azul) e a solu¢io aproximada (na

cor vermelha) usando o Método de Runge-Kutta de terceiro grau com h = 0, 5.

Figura 4.3: Método de Runge-Kutta de terceiro grau - Exemplo 4.1 com h = 0, 5.

180
160 1
140
120 ¢
> 100
80 1
60 -
40 ¢

——Runge-Kutta
—Exata

0 10 20 30 40 50
t

Fonte: Arquivo pessoal.

e Método de Rung-kutta quarto grau
No Capitulo 3 vimos que o método de Runge-Kutta de quarto grau é o método mais

utilizado, deste modo para calculd-lo iremos utilizar a férmula

tiv1 =1 + 6[‘71 + 2jo + 273 + Jal,

sendo )
jl = f(thyl )
. h
J2 = <t2+2>yz+ ]1)
) h h
J3 = ( 7y’L + j2)
Ja = f(t; +h Yi + hjs).

\

Fazendo as iteracdes para ¢ de 0 até 100 obtemos a Tabela 4.4 com h = 0,5, na qual
apresentamos os resultados do Método de Runge-Kutta de quarto grau, onde o nimero de
iteracoes € dado por ¢, o valor da solucdo aproximada usando o Método de Runge-Kutta
de quarto grau é dado por y;, o valor da solucdo exata é dado por y;, e o valor do erro de

aproximacdo em cada iteracdo € dado por o Erro.

A Figura 4.4 apresenta a curva da solucao exata (na cor azul) e a solu¢io aproximada (na

cor vermelha) usando o Método de Runge-Kutta de quarto grau com i = 0, 5.
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Tabela 4.4: Método de Runge-Kutta de quarto grau - Exemplo 4.1 com h = 0, 5.

~.

L;

Yi

y(t:)

Erro=|y(t;) — i

0 O

I 05
2 1

3 15
4 2

5 25
6 3

7 35
8 4

9 45
10 5
96 48
97 485
98 49
99 495
100 50

182.206125500
178.301824746
174.481185089
170.742413845
167.083756743
163.503497102
159.999955027
156.571486619
153.216483204
149.933370579
146.720608274

22.7775775380
22.287737578
21.810157418
21.342810813
20.885478481

182.206125500
178.301824739
174.481185075
170.742413824
167.083756716
163.503497069
159.999954988
156.571486574
153.216483154
149.933370525
146.720608215

22775775292
22.287737491
21.810157331
21.342810728
20.885478396

0

0.000000007
0.000000014
0.000000021
0.000000027
0.000000033
0.000000039
0.000000044
0.000000050
0.000000055
0.000000059

0.000000088
0.000000087
0.000000086
0.000000085
0.000000085

Figura 4.4: Método de Runge-Kutta de quarto grau - Exemplo 4.1 com i = 0, 5.

> 100

Fonte: Arquivo pessoal.
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Fonte: Arquivo pessoal.

40 50
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Finalmente, comparando os resultados apresentados nas Tabelas 4.1, 4.2, 4.3, 4.4 pode-

mos concluir que usando o Método de Runge-Kutta de quarto grau obtemos uma precisao muito

boa , isso pode ser confirmado observando a ultima coluna da Tabela 4.4, em que os valores do
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E'rro apresentam sete casas decimais de aproximagao.

4.2 Juros Composto

Vamos supor que em um Banco € depositado uma certa quantia de dinheiro que paga ju-
ros a uma taxa anual (). O valor y(¢) do investimento qualquer instante ¢ depende da capitalizagdo
dos juros e da taxa de juros. A politica das instituicdes financeiras sdo variadas em relacdo a
capitalizacdo. As capitalizacdes podem ser mensal, semanal ou didria. Se supormos que a
capitalizagdo € feita continuamente, assim, podemos elaborar um problema de valor inicial que
descreve o crescimento do investimento.

Considere a taxa de variagdo do valor do investimento %, e esta quantidade € igual a
taxa de acumulo de juros, que € a taxa de juros () multiplicada pelo atual valor do investimento
y(t). Assim,

% = Qy, (4.3)
€ a equacdo diferencial que governa o processo. Vamos supor que conhecemos o valor de

investimento em algum instante, isto €,

y(0) = yo. (4.4)

Logo as equagdes (4.3) e (4.4) fornece um PVI. Dai, podemos observar que a equacao
diferencial nesse PVI € uma equacgdo diferencial linear e separavel. Assim, ao resolver o PVI

conseguimos a solugdo:
y(t) = yoe®". (4.5)

Portanto, a solugdo (4.5) significa que os juros capitalizados continuamente de uma conta
bancdria crescem exponencialmente.

Se comparamos os resultados desse modelo continuo com a situagdo em que a capitalizacao
acontece em intervalos finitos de tempo, e suponhamos que os juros sdo capitalizados uma vez

por ano, logo depois de ¢ anos, teremos.

y(t) = o1+ Q)"

a famosa férmula de juros composto.

Se os juros sao capitalizados duas vezes por ano, logo

e ao final de seis meses o valor do investimento sera ¥ [1 + 5] ,

2
e ao final do primeiro ano serd v [1 + 5} ,
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e depois de ¢ anos teremos

ut) =w(1+2)"

De modo geral, se os juros s@o capitalizados k vezes por ano, entao

ot = w(1+2)" *.6)

Para um melhor entendimento da relagdo entre (4.5) e (4.6), basta lembrar do calculo que

Q kt
e (1+9)" -

Observe-se que o modelo pode ser aplicado a investimentos gerais, em que podem ser
acumulados dividendos ou ganhos de capital, além dos juros. Assim vamos denotar () como
taxa de retorno.

Agora, suponhamos que existem depdsitos ou retiradas além do acimulo de juros, divi-
dendos ou ganhos de capital. Também, suponha que os depdsitos ou retiradas ocorrem a uma
taxa constante M (M € positivo para dep0sitos € negativo para retiradas), logo (4.3) pode ser

escrita da seguinte forma

— = ( ) + [\/2 . 4.7

A equagio (4.7) é linear com o fator integrante e~ 9!, e sua solugio geral é dada por

o) = e+ ().

em que C' é uma constante arbitraria. Nesse caminho, para satisfazer a condi¢do inicial (4.4)
precisamos escolher C' = y + —.
Dai, a solu¢ao do problema de valor inicial (4.7) e (4.4 ) € dado por

y(t) = yoe?t + %(th —1). 4.8)

A seguir, vejamos uma aplicac@o sobre Juros composto.

Exemplo 4.2. Se uma pessoa abre uma conta para um plano de previdéncia privada (PPP) aos
20 anos, com investimentos anuais de R$ 1.200,00 continuamente. Suponhamos que a taxa de
retorno € de 8%, qual serd o saldo no PPP aos 55 anos?
Temos que yo = 0, ) = 0,08 e M = 1.200, 00.

Logo, temos o seguinte PVI

dy
Y~ 0,08y + 1200
dt 0y + (4.9

y(0) = 0
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De (4.8) a solucgdo exata para este problema € dado por
g(t) = 15000(e™*™ — 1).

Agora usaremos alguns métodos numéricos para obter a melhor solu¢do aproximada ao

problema de valor inicial (4.9) do Exemplo 4.2.

Métodos numéricos

Vamos utilizar alguns dos métodos numéricos apresentados no Capitulo 3 para resolver o PVI (4.9),
em que o h = 0, 5, calculando o saldo no PPP para 0 < ¢t < 35e N = 70. Esses dados serao
utilizados para cada método a seguir. As informagdes nas tabelas foram colocadas de acordo

com o que € retornado pelo software Matlab.

e Método de Euler

Para o método de Euler vamos utilizar ¢; = ty + ih, e a formula
Yirr = Yi + hf (i, vi),

sendo h = 0,5¢ f(t;,y;) = 0,08y(t;) + 1200.

Logo, fazendo as iteragdes para ¢ de 0 até 70 obtemos a Tabela 4.5, que apresenta os
resultados do Método de Euler com h = 0, 5, onde o nimero de iteracdes é dado por 7, 0
valor da solucdo aproximada usando o Método de Euler € dado por y;, o valor da solucao

exata € dado por y;, e o valor do erro de aproximac¢ao em cada itera¢do é dado por o Erro.
A Figura 4.5 apresenta a curva da solucao exata (na cor azul) e a solu¢ao aproximada (na

cor vermelha) usando o Método de Euler com h = 0, 5.

Figura 4.5: Método de Euler - Exemplo 4.2 com h = 0, 5.

%107

| | = Euler
—Exata

0 10 20 30
t

Fonte: Arquivo pessoal.
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Tabela 4.5: Método de Euler - Exemplo 4.2 com i = 0, 5.

75

i t; Yi g(t:) Erro=[j(t;) — yil
0 O 0 0 0

1 05 600.000000000 612.161612886 12.161612886

2 1 1224.000000000 1249.306015124  25.306015124

3 1.5 1872.960000000 1912.452773691 39.492773691

4 2 2547.878400000 2602.663064877  54.784664877

5 25 3249.793536000 3321.041372403  71.247836403

6 3 3979.785277440 4068.737254821 88.951977381

7 3.5 4738.976688538 4846.947185062 107.970496524

8 4 5528.535756079 5656.916465039 128.380708960

9 45 6349.677186322 6499.941218405  150.264032083
10 5 7203.664273775 7377.370464619 173.706190844
66 33 184660.269403515 195198.054116004 10537.784712489
67 33.5 192646.680179656 203776.399438212 11129.719258556
68 34 200952.547386842 212704.833674308 11752.286287466
69 345 209590.649282316 221997.644223906 12406.994941590
70 35 218574.275253609 231669.701566456 13095.426312847

Fonte: Arquivo pessoal.

Na Tabela 4.5 podemos observar que usando o método de Euler no PVI (4.9), a solucdo
aproximada y,, apresenta uma boa aproximagao a solu¢do exata g, isso pode ser verificado
observando os valores do Erro em cada iteragdo e o grafico 4.5. Por tltimo, usando o
método de Euler teremos que o saldo aproximado da pessoa no PPP aos 55 anos serd
218574, 275253609.

e Método de Runge-Kutta de segundo grau

No método de Runge-Kutta de segundo grau e vamos utilizar a seguinte formula:

h

Yirn = Y(tis) =vi+ 5 1+ 2],

sendo
{jl = f(tmyz');

g2 = Jo= f(ti+h,yi +j1).
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Logo, fazendo as iteracdes para ¢ de 0 até 70 obtemos a Tabela 4.6 com h = 0,5, que

apresenta os resultados do Método de Runge-Kutta de segundo grau, onde o nimero de

iteragdes € dado por 7, o valor da solucdo aproximada usando o Método de Runge-Kutta

de segundo grau € dado por y;, o valor da solucao exata é dado por g;, e o valor do erro

de aproximacdo em cada iteracgdo é dado por o Erro.

Tabela 4.6: Método de Runge-Kutta de segundo grau - Exemplo 4.2 com h = 0, 5.

i ti Yi y(t:) Erro = g(ti) — il
0 O 0 0 0

1 05 612.000000000 612.161612886 0.161612886

2 1 1248.969600000 1249.306015124  0.336415124

3 15 1911.927559680 1912.452773691  0.525214011

4 2 2601.934204115 2602.663064877  0.728860762

5 25 3320.093119643 3321.041372403  0.948252760

6 3 4067.552918924 4068.737254821  1.184335897

7 3.5 4845.509078016 4846.947185062  1.438107045

8 4 5655.205848399 5656.916465039  1.710616640

9 45 6497.938247014 6499.941218405  2.002971391
10 5 7375.054127492 7377.370464619  2.316337127
66 33 195054.492125510 195198.054116004 143.561990495
67 33.5 203624.715404230 203776.399438212 151.684033981
68 34 212544.603792723 212704.833674308 160.229881585
69 345 221828.423627466 221997.644223906 169.220596440
70 35 231491.023311467 231669.701566456 178.678254989

Fonte: Arquivo pessoal.

A Figura 4.6 apresenta a curva da solucdo exata (na cor azul) e a solu¢do aproximada (na

cor vermelha) usando o Método de Runge-Kutta de segundo grau com h = 0, 5.

Por altimo, usando o método de Runge-Kutta de segundo grau teremos que o saldo apro-
ximado da pessoa no PPP aos 55 anos sera 231491, 023311467.
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Figura 4.6: Método de Runge-Kutta de segundo grau - Exemplo 4.2 com h = 0, 5.

x10°
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—Exata
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0.5
0 : : ‘
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t

Fonte: Arquivo pessoal.

e Método de Runge-Kutta de terceiro grau

Para o método de Runge-Kutta de terceiro grau utilizaremos a seguinte férmula

h .. 4 4
Vi1 = Yi + =1 + 4j2 + Jal,

6
sendo
Ji = f(tiayi);
= f(t+h +h'>‘
J2 = 7 273/@ 2]1 )

ga = f(ti+hyi+2hjy — hjr).

Fazendo as iteracdes para ¢+ de 0 até 70 obtemos a Tabela 4.7 com h = 0,5, na qual
apresentamos os resultados do Método de Runge-Kutta de terceiro grau, onde o nimero
de iteracdes € dado por 7, o valor da solucdo aproximada usando o Método de Runge-
Kutta de terceiro grau é dado por y;, o valor da solucdo exata é dado por y;, e o valor do

erro de aproximagdo em cada iteracao é dado por o Erro.

A Figura 4.7 apresenta a curva da solucdo exata (na cor azul) e a solu¢do aproximada (na

cor vermelha) usando o Método de Runge-Kutta de terceiro grau com h = 0, 5.

Por 1ltimo, usando o método de Runge-Kutta de terceiro grau teremos que o saldo apro-
ximado da pessoa no PPP aos 55 anos sera 231667, 917738824.
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Tabela 4.7: Método de Runge-Kutta de terceiro grau - Exemplo 4.2 com h = 0, 5.

~.

t;

Yi

g(t:)

Erro=|y(t;) — i

O 0 N N LBt A W N = O

—
-

66
67
68
69
70

0
0.5

1.5

2.5

3.5

4.5

33
335
34
345
35

0
612.160000000
1249.302657707
1912.447532036
3321.031908709
4068.725434925
159.999946028
4846.932832408
5656.899392587
6499.921228065
7377.347346663

195196.620899651
203774.885129646
212703.234041710
221995.954825108
231667.917738824

0
612.161612886
1249.306015124
1912.452773691
3321.041372403
4068.737254821
159.999954988
4846.947185062
5656.916465039
6499.941218405
7377.370464619

195198.054116004
203776.399438212
212704.833674308
221997.644223906
231669.701566456

0

0.001612886
0.003357418
0.005241655
0.009463693
0.011819896
0.000008960
0.014352654
0.017072452
0.019990340
0.023117956

1.433216354
1.514308566
1.599632598
1.689398798
1.783827632

Figura 4.7: Método de Runge-Kutta de terceiro grau - Exemplo 4.2 com h = 0, 5.

Fonte: Arquivo pessoal.
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Fonte: Arquivo pessoal.

e Método de Rung-kutta quarto grau

30

78

Sabemos que o método de Runge-Kutta de quarto grau € o método mais utilizado, deste



CAPITULO 4. APLICACOES DOS METODOS NUMERICOS

modo para calculd-lo iremos utilizar a férmula

sendo

tiy1 =1 +

4

o=
Jo =
Jjs =
Ja =

79

h. . ) . .
5[]1 + 2jo + 273 + Jal,

f (s, vi);

(tz + =
(i

h
2

oy ):
s Yi 2]1

h h
7?/1 + 32)
f(tz + h, Yi + h]J)

Fazendo as iteracdes para ¢+ de 0 até 70 obtemos a Tabela 4.8 com h = 0,5, na qual

apresentamos os resultados do Método de Runge-Kutta de quarto grau, onde o numero de

iteragdes € dado por 7, o valor da solucdo aproximada usando o Método de Runge-Kutta

de quarto grau é dado por y;, o valor da solucdo exata € dado por ¢j;, e o valor do erro de

aproximacgao em cada iteracao ¢ dado por o Erro.

Tabela 4.8: Método de Runge-Kutta de quarto grau - Exemplo 4.2 com h = 0, 5.

i ti Yi y(t:) Erro = [y(t:) — vi
0 0 0 0 0

1 0.5 612.161600000 612.161612886 0.000012886
2 1 1249.305988301 1249.306015124  0.000026823
3 1.5 1912.452731813 1912.452773691  0.000041877
4 2 2602.663006762 2602.663064877  0.000058115
5 25 3321.041296794 3321.041372403  0.000075608
6 3 4068.737160388 4068.737254821 0.000094433
7 3.5 4846.947070394 4846.947185062  0.000114668
8 4 5656.916328642 5656.916465039  0.000136397
9 45 6499.941058696 6499.941218405  0.000159709
10 5 7377.370279923 7377.370464619  0.000184696
66 33 195198.042665575 195198.054116004 0.011450429
67 33.5 203776.387339911 203776.399438212 0.012098301
68 34 212704.820894325 212704.833674308 0.012779983
69 345 221997.630726751 221997.644223906 0.013497155
70 35 231669.687314877 231669.701566456 0.014251579

Fonte: Arquivo pessoal.

A Figura 4.8 apresenta a curva da solucdo exata (na cor azul) e a solu¢do aproximada (na

cor vermelha) usando o Método de Runge-Kutta de quarto grau com h = 0, 5.
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Figura 4.8: Método de Runge-Kutta de quarto grau - Exemplo 4.2 com / = 0, 5.
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Fonte: Arquivo pessoal.

Por dltimo, usando o método de Runge-Kutta de quarto grau teremos que o saldo aproxi-
mado da pessoa no PPP aos 55 anos serd 231669, 687314877.

Finalmente, comparando os resultados apresentados nas Tabelas 4.5, 4.6, 4.7, 4.8 pode-
mos concluir que usando o Método de Runge-Kutta de quarto grau obtemos uma precisao muito
boa , isso pode ser confirmado observando a ultima coluna da Tabela 4.8, em que os valores do

Erro apresentam uma casa decimal de aproximagao.

4.3 Lei de Resfriamento de Newton

As Equacgdes Diferenciais Ordindrias podem ser aplicadas também na investigacdo de
um homicidio e até mesmo em casos de morte acidental. Isso ocorre devido a importancia de
estimar o instante da morte e, para tal fim, conhecer o comportamento da variacdo da tempe-
ratura do corpo, torna-se uma informacao de extrema importancia. Para analisar esse tipo de
problema podemos utilizar a Lei de resfriamento de Newton, a qual afirma que, a temperatura
superficial de um corpo se altera com uma taxa proporcional a diferenca de temperatura entre
o corpo e o meio ambiente. Em outras palavras, a lei de resfriamento de Newton nos diz que a
taxa de variagdo de temperatura y(¢) de um corpo em resfriamento é proporcional a diferenca
entre a temperatura do corpo e a temperatura constante y, do meio ambiente. Daqui, temos

dy _

== 1y~ ). (4.10)
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Em que,
e y: representa a temperatura do corpo no instante ¢.
e y,,: representa a temperatura constante do meio ambiente.

e y — y,, : representa a diferenca de temperatura.

t: representa o tempo.

e 7: representa a constante de proporcionalidade positiva que depende do material que
constitui o corpo, o sinal negativo na equacdo significa que a temperatura do corpo esta

diminuindo com o passar do tempo, em relacdo a temperatura do meio ambiente.
A seguir, vejamos uma aplicacdo sobre a Lei de Resfriamento de Newton.

Exemplo 4.3. Vamos supor que a policia encontra um caddver em condi¢des suspeitas no tempo
to = 0. Deste modo, o perito € chamado e, imediatamente, mede a temperatura do corpo,
obtendo o valor de y = 29°C'. Logo do corpo ser retirado, apds hora e meia sua temperatura
¢ novamente medida, sendo ela de y; = 21°C' . Acontece que o crime aparentemente ocorreu
durante a madrugada e corpo foi encontrado pela manha. Os profissionais da pericia trabalham
com a suposicdo de que a temperatura do meio ambiente entre a hora da morte ¥,,, € a hora em
que o cadaver foi encontrado pela policia ¢, tenha se mantido mais ou menos constante num
valor de vy, = 20°C. Na investigacdo do crime, a pericia também considera o fato de que a
temperatura normal de um ser humano vivo € de 37°C. Com todos esses dados reunidos pelos
profissionais da pericia, como eles podem determinar a hora do crime?

Comecamos analisando a equacao (4.10),

dy
% - _T(y - ym)7
logo,
d
y _ —rdt,
Y—Ym
integrando,
d
/ Jy__ / —rdt
Y—Unm
resulta,

In(y — ym) = —rt+C
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In(y —y,) = —-rt+C
Yy = e Tte
y — erite Ly
Yy = Cre™" 4 Y,

c

onde | = €% € uma constante.

Conforme os dados do problema, no tempo ¢ = 0 a temperatura é y(0) = 29°C, daqui

29 = Cie ™04 20
9 - Cl.

3
Por outro lado, sabemos que quando ¢ = 1,5 = 5 a temperatura é y(1,5) = 21°C,

assim \
21 = 9¢7G) 420
1 3
- — (3
9 ©
1
In (—) — Ine T3
9
1 3
n(3) - )
9 2
daqui,
) = -2
—In = —=r
2
2
r = 3 In(9) h~!

Logo, a equagdo exata da temperatura () do cadaver esta dada por
§(t) = 9e~ 3 MO 4 90,

Agora, dado que a temperatura normal de um ser humano vivo é de 37°C', da equacao
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anterior, resulta
37 = 9e 3Ot 4 20

17 = Qe 5Ot

i e*%ln(9)t

o5

In (

daqui,
t = —0,43418 h.
Ap6s realizada a pericia concluimos, entdo, que o crime aconteceu aproximadamente as

0,43418 horas antes do corpo ser encontrado pela policia.

Finalmente, podemos considerar o seguinte problema de valor inicial.

y = SOy - 20)
y(0) = 29.

4.11)

A seguir usaremos alguns métodos numéricos para obter a melhor solucao aproximada ao pro-

blema de valor inicial (4.11) do Exemplo 4.3.

Métodos numéricos
Vamos utilizar alguns dos métodos numéricos apresentados no Capitulo 3 para resolver o PVI (4.11),
emque —0,5 <t <0e N = 100. Para este problema vamos considerar o tempo, decrescente,
considerando o tempo inicial t = 0 até ¢ = —0, 5, ou seja, usaremos h = —0,005 e t; = tg+th.
Esses dados serdo utilizados para cada método a seguir.

As informacdes nas tabelas foram colocadas de acordo com o que € retornado pelo

software Matlab.

e Método de Euler

Para o método de Euler vamos utilizar t; = ¢y + ¢h, e a formula
Yirr = ¥i + hf(ts, vi),

2
sendo h = —0.005 ¢ f(t;,y;) = —3 In(9)(y — 20).

Logo, fazendo as iteragdes para ¢ de 0 até 100 obtemos a Tabela 4.9, que apresenta os

resultados do Método de Euler com h = —0, 005, onde o nimero de iteragdes € dado
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por ¢, o valor da solu¢do aproximada usando o Método de Euler é dado por y;, o valor da

solucdo exata € dado por g;, e o valor do erro de aproximacdo em cada iteracdao é dado

por o Erro.
Tabela 4.9: Método de Euler - Exemplo 4.3 com A = —0, 005.
i t Yi y(ts) Erro = |g(t;) — vi
0 O 29 29 0
1 -0.005 29.065916737 29.066158718 0.000241980
2 -0.010 29.132316254 29.132803766 0.000487511
3 -0.015 29.199202087 29.199938720 0.000736633
4 -0.020 29.266577796 29.267567180 0.000989384
5 -0.025 29.334446971 29.335692776 0.001245804
6 -0.030 29.402813226 29.404319160 0.001505935
7 -0.035 29.471680200 29.473450015 0.001769815
8 -0.040 29.541051562 29.543089049 0.002037487
9 -0.045 29.610931005 29.613239997 0.002308992
10 -0.050 29.681322251 29.683906623 0.002584371
87 -0.435 36.981042952 37.020520507 0.039477555
96 -0.480 38.133736912 38.180260945 0.046524033
97 -0.485 38.266549887 38.313903473 0.047353586
98 -0.490 38.400335595 38.448528403 0.048192808
99 -0.495 38.535101160 38.584142956 0.049041796
100 -0.500 38.670853759 38.720754407 0.049900648

Fonte: Arquivo pessoal.
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Figura 4.9: Método de Euler - Exemplo 4.3 com h = —0, 005.

36 ¢

>34

32 1

30 1

-0.5 -04 -0.3 -0.2 -0.1 0
t

Fonte: Arquivo pessoal.

A Figura 4.9 apresenta a curva da solucdo exata (na cor azul) e a solu¢do aproximada (na

cor vermelha) usando o Método de Euler com h = —0, 005.

Na Tabela 4.9 podemos observar que usando o método de Euler no PVI (4.11), a solucao
aproximada y,, apresenta uma boa aproximagao a solu¢do exata g, isso pode ser verificado

observando os valores do Erro em cada iteragcdo e o grafico 4.9.

Por ultimo, usando o método de Euler no PVI (4.11), teremos que o crime aconteceu

aproximadamente as 0, 435 horas antes de que o corpo seja encontrado pela policia.

Método de Runge-Kutta de segundo grau
No método de Runge-Kutta de segundo grau e vamos utilizar a seguinte férmula:

h-. .
Yirn = Y(tis1) =i+ 5 1+ 2],

sendo
{jl = f(tmyz');

J2 = Jo= f(ti+ h,yi+ j1).

Logo, fazendo as iteragdes para ¢ de 0 até 100 obtemos a Tabela 4.10 com h = 0, 005, que
apresenta os resultados do Método de Runge-Kutta de segundo grau, onde o nimero de
iteragcdes é dado por 4, o valor da solu¢do aproximada usando o Método de Runge-Kutta
de segundo grau € dado por y;, o valor da solucao exata é dado por g;, € o valor do erro

de aproximacdo em cada iteracdo é dado por o Erro.

A Figura 4.10 apresenta a curva da solucdo exata (na cor azul) e a solu¢do aproximada

(na cor vermelha) usando o Método de Runge-Kutta de segundo grau com h = 0, 005.

Por tltimo, usando o método de Runge-Kutta de segundo grau no PVI (4.11), teremos que
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Tabela 4.10: Método de Runge-Kutta de segundo grau - Exemplo 4.3 com A = 0, 005.

~.

L;

Yi

g(ti)

Erro=|y(t;) — i

O 0 9 O L kA W N = O

p—
=)

o]
-

96
97
98
99
100

0

-0.005
-0.010
-0.015
-0.020
-0.025
-0.030
-0.035
-0.040
-0.045
-0.050

-0.435

-0.480
-0.485
-0.490
-0.495
-0.500

29
29.066158127
29.132802576
29.199936922
29.267564766
29.335689736
29.404315486
29.473445697
29.543084077
29.613234363
29.683900316

37.020424077

38.180147289
38.313787789
38.448410667
38.584023144
38.720632496

29
29.066158718
29.132803766
29.199938720
29.267567180
29.335692776
29.404319160
29.473450015
29.543089049
29.613239997
29.683906623

37.020520507

38.180260945
38.313903473
38.448528403
38.584142956
38.720754407

0

0.000000590
0.000001189
0.000001797
0.000002414
0.000003040
0.000003675
0.000004318
0.000004972
0.000005634
0.000006306

0.000096430

0.000113656
0.000115684
0.000117736
0.000119812
0.000121912

Fonte: Arquivo pessoal.
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Figura 4.10: Método de Runge-Kutta de segundo grau - Exemplo 4.3 com ~ = 0, 005.
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Fonte: Arquivo pessoal.
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o crime aconteceu aproximadamente as 0, 435 horas antes de que o corpo seja encontrado

pela policia.

e Método de Runge-Kutta de terceiro grau

Para o método de Runge-Kutta de terceiro grau utilizaremos a seguinte formula

h. . . .
Yir1 = Yi + =[j1 + 4j2 + 73],

6
sendo
o= fltiv);
. f(t-+h A+h.).
J2 = i 27yz 2]1 3

gs = f(ti+h,yi+ 2hjs — hjy).



CAPITULO 4. APLICACOES DOS METODOS NUMERICOS

88

Fazendo as iteracdes para ¢ de 0 até 100 obtemos a Tabela 4.11 com hA = 0, 005, na qual

apresentamos os resultados do Método de Runge-Kutta de terceiro grau, onde o nimero

de iteracdes € dado por 7, o valor da solucao aproximada usando o Método de Runge-

Kutta de terceiro grau é dado por y;, o valor da solucdo exata é dado por 7;, e o valor do

erro de aproximagdo em cada iteracao é dado por o Erro.

Tabela 4.11: Método de Runge-Kutta de terceiro grau - Exemplo 4.3 com i = 0, 005.

~.

t;

Yi

y(t;)

Erro=j(t;) — vl

O 0 9 N LKt AW N~ O

p—
[e)

87

96
97
98
99
100

0

-0.005
-0.010
-0.015
-0.020
-0.025
-0.030
-0.035
-0.040
-0.045
-0.050

-0.435

-0.480
-0.485
-0.490
-0.495
-0.500

29
29.066158716
29.132803764
29.199938716
29.267567176
29.335692770
29.404319154
29.473450007
29.543089040
29.613239987
29.683906611

37.020520331

38.180260737
38.313903261
38.448528187
38.584142737
38.720754184

29
29.066158718
29.132803766
29.199938720
29.267567180
29.335692776
29.404319160
29.473450015
29.543089049
29.613239997
29.683906623

37.020520507

38.180260945
38.313903473
38.448528403
38.584142956
38.720754407

0

0.000000001
0.000000002
0.000000003
0.000000004
0.000000006
0.000000007
0.000000008
0.000000009
0.000000010
0.000000012

0.000000177

0.000000208
0.000000212
0.000000215
0.000000219
0.000000223

Fonte: Arquivo pessoal.

A Figura 4.11 apresenta a curva da solucdo exata (na cor azul) e a solu¢cdo aproximada

(na cor vermelha) usando o Método de Runge-Kutta de terceiro grau com h = 0, 005.

Por ultimo, usando o método de Runge-Kutta de terceiro grau no PVI (4.11), teremos que

o crime aconteceu aproximadamente as 0, 435 horas antes de que o corpo seja encontrado

pela policia.



CAPITULO 4. APLICACOES DOS METODOS NUMERICOS 89

Figura 4.11: Método de Runge-Kutta de terceiro grau - Exemplo 4.3 com & = 0, 005.

38t ——Runge-Kutta
—Exata
36 ¢
>34 T
32 ¢
30 ¢
-0.5

Fonte: Arquivo pessoal.

e Método de Rung-kutta quarto grau
Sabemos que o método de Runge-Kutta de quarto grau € o método mais utilizado, deste

modo para calcula-lo iremos utilizar a formula

h
tiv1 =t + =[j1 + 2J2 + 2743 + ja,

6

sendo )
jl = f(tlayz )
. (t . h n h )
J2 = 7 27?/7, 2]1
) h h
Js = ( ,?/H' J2)
j4 - f(tz + h, Y + h]3)

\

Fazendo as iteracdes para ¢ de 0 até 100 obtemos a Tabela 4.12 com h = 0.005, na qual
apresentamos os resultados do Método de Runge-Kutta de quarto grau, onde o nimero de
iteragdes € dado por 7, o valor da solucdo aproximada usando o Método de Runge-Kutta
de quarto grau é dado por ¥;, o valor da solucao exata € dado por ;, e o valor do erro de

aproximacado em cada iteragcdo € dado por o Erro.

A Figura 4.12 apresenta a curva da solucdo exata (na cor azul) e a solu¢cdo aproximada

(na cor vermelha) usando o Método de Runge-Kutta de quarto grau com h = 0, 005.

Por dltimo, usando o método de Runge-Kutta de quarto grau no PVI (4.11), teremos que
o crime aconteceu aproximadamente as 0, 435 horas antes de que o corpo seja encontrado

pela policia.
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Tabela 4.12: Método de Runge-Kutta de quarto grau - Exemplo 4.3 com i = 0, 005.

i t; Yi g(t:) Erro = [j(t;) — yi
0 O 29 29 0
1 -0.005 29.066158718 29.066158718 0
2 -0.010 29.132803766 29.132803766 0
3 -0.015 29.199938720 29.199938720 0
4  -0.020 29.267567180 29.267567180 0
5 -0.025 29.335692776 29.335692776 0
6 -0.030 29.404319160 29.404319160 0
7  -0.035 29.473450015 29.473450015 0
8 -0.040 29.543089049 29.543089049 0
9 -0.045 29.613239997 29.613239997 0
10  -0.050 29.683906623 29.683906623 0

87 -0.435 37.020520507 37.020520507 0

96 -0.480 38.180260945 38.180260945 0

97 -0.485 38.313903473 38.313903473 0

98 -0.490 38.448528402 38.448528403 0

99 -0.495 38.584142956 38.584142956 0

100 -0.500 38.720754407 38.720754407 0

Figura 4.12: Método de Runge-Kutta de quarto grau - Exemplo 4.3 com h = 0, 005.

30 ¢

-0.5

Fonte: Arquivo pessoal

——Runge-Kutta
—Exata

-04

-0.2
t

-0.3

Fonte: Arquivo pessoal.

-0.1 0
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Finalmente, comparando os resultados apresentados nas Tabelas 4.9, 4.10, 4.11, 4.12
podemos concluir que usando o Método de Runge-Kutta de quarto grau obtemos uma precisao
muito boa, isso pode ser confirmado observando a ultima coluna da Tabela 4.12, em que os

valores do E'rro convergem a zero.

4.4 Tanque de agua cilindrico

Consideremos o seguinte problema: suponhamos que temos um tanque de dgua, como
vemos na Figura 4.13. Colocamos o tanque por abaixo de um cano, enchendo-o por cima. Por
outro lado, supondo também que a 4gua sai por um cano conectado no fundo do tanque. Resulta

que a variagdo da altura do nivel de dgua esta dada por:

dH
dt

5T

T Atanque =7, + rysen (Et> CoS (%t) — TAcano\/ 27 H.

Figura 4.13: Tanque de dgua cilindrico

dm/d)

/\/Q}de Jdt

Acano
Fonte: Imagem adaptada de [12].

Para esse tanque consideramos os dados:
Atangue = 3,13m?, Acgno = 0,06m? 7y = 3001%g,r2 = 1000%,7 = 1000%, ej=29, 815%1.
Vamos determinar a altura da 4gua em fungao do tempo para 0 < ¢ < 150, se em ¢ = 0, temos
H(0) =3m.

Para tal fim, consideremos o seguinte problema de valor inicial:

dH 1 5 VIH
- = A [rl + rgsen (1—7;75) cos (1—’“215) — TAcanoV 21 H

7—AAtanque

H(0) = 3.

(4.12)
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Considere o PVI (4.12). Suponhamos o retangulo
R:={(t H)eR*:|t—-0| <150, |[H — 3| < 2}.

Logo, i« = 150 e u = 2. Seja,

1 5
_ [7”1 + r9sen (%t) CoS <%t> — TAcano\/QjH:|.

TAtcmque

St H) =
Vamos descobrir se existe um K > 0 tal que | f(¢, H)| < K. Assim, do retdngulo R, temos

[t| < 150
—150 < t < 150,

|H -3 <2
1< H <b.
Notemos que a fungdo f(¢, H) é continua em R, daqui f é limitada em R. Por outro

lado, a derivada parcial fy = —f existe e é limitada em R, ou seja, existe M € R, tal que

of OH
—| < M.
5| <
Portanto, pelos teoremas de existéncia e unicidade, o PVI (4.12 ) possui solucdo e ela é

unica.

Observacao 4.4. Com este problema podemos notar a for¢a dos métodos numéricos dado que a

1 5
T [7“1 + r9 sen (%t) CosS <%t> — T Acanov/27H | € bem elaborada, encontra
T tanque

a solugdo exata do PVI (4.12) pode ser um pouco complicado. Com isto é bastante vidvel o

solucdo de

buscarmos os valores aproximados da solu¢do utilizando os métodos numéricos.

Dado que nos problemas anteriores, os métodos numéricos utilizados permitiram en-
contrar uma boa aproximacao dos valores da solu¢do do PVI correspondente, podemos também
utilizar esses métodos numéricos para determinar valores aproximados da solugdo H(t) para o

Problema do Tanque de 4dgua cilindrico.

Métodos numéricos
Vamos utilizar alguns dos métodos numéricos apresentados no Capitulo 3 para resolver o
PVI (4.12), em que 0 < t < 150 e N = 750. Para este problema vamos considerar o tempo
inicial t = 0 até t = 150, ou seja, usaremos h = 0,2 e t; = to+¢h. Esses dados serdo utilizados
para cada método a seguir.

As informagdes nas tabela foram colocadas de acordo com o que € retornado pelo soft-

ware Matlab.
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e Método de Euler

Para o método de Euler vamos utilizar t; = ty + i¢h, e a féormula
Yivr = ¥i + hf(ts, vi),

1 5
sendo h =0.2e f(t;,y;) = —— [7’1 + ro sen (—ﬂt) cos (%t) — TAcanoV27H |.
TAtanque 12

Logo, fazendo as iteracdes para ¢ de 0 até 750 obtemos a Tabela 4.13. com h = 0, 2,
que apresenta os resultados do Método de Euler na terceira coluna, onde o nimero de

iteragdes € dado por 7, e o valor da solucdo aproximada usando o Método de Euler € dado
por ;.

A Figura 4.14 apresenta a curva da solugdo aproximada (na cor vermelha) usando o
Método de Euler com h = 0, 2.

Figura 4.14: Método de Euler com h = 0, 2.

0 50 100 150
t

Fonte: Arquivo pessoal.

e Método de Runge-Kutta de segundo grau

No método de Runge-Kutta de segundo grau e vamos utilizar a seguinte férmula:

h

Yir1 = Y(tis1) =y + 5 [jl +]'2},

sendo
{jl = f(ti7yi>;

g2 = Jo= f(ti+h,yi + 1)

Logo, fazendo as iteragdes para i de 0 até 750 obtemos a Tabela 4.13 com h = 0.2, que
apresenta os resultados do Método de Runge-Kutta de segundo grau na quarta coluna,
onde o nimero de iteragdes € dado por z, o valor da solu¢ao aproximada usando o Método

de Runge-Kutta de segundo grau € dado por y;.
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Figura 4.15: Método de Runge-Kutta de segundo grau com h = 0, 2.

‘—Runge—Kutta ‘ |

0 50 100 150
t

Fonte: Arquivo pessoal.

A Figura 4.15 apresenta a curva da solu¢do aproximada (na cor azul) usando o Método

de Runge-Kutta de segundo grau com h = 0, 2.

e Método de Runge-Kutta de terceiro grau

Para o método de Runge-Kutta de terceiro grau utilizaremos a seguinte férmula

h. . . .
Yir1 = Yi + =1 + 452 + js),

6
sendo
Ji = f(tiayi);
= f<t+h +h'>‘
J2 = 7 273/@ 2]1 )

js = f(ti+h,yi + 2hjs — hj).

Logo, fazendo as iteracdes para ¢ de 0 até 750 obtemos a Tabela 4.13 com h = 0, 2,
que apresenta os resultados do Método de Runge-Kutta de terceiro grau na quinta coluna,
onde o nimero de iteragdes € dado por z, o valor da solu¢ao aproximada usando o Método

de Runge-Kutta de terceiro grau € dado por y;.
A Figura 4.16 apresenta a curva da solu¢do aproximada (na cor verde) usando o Método

de Runge-Kutta de terceiro grau com h = 0, 2.

e Método de Rung-kutta quarto grau
Sabemos que o método de Runge-Kutta de quarto grau € o método mais utilizado, deste

modo para calcula-lo iremos utilizar a férmula

ti+1 = ti + 6[]1 -+ 2]2 —+ 2]3 +]4],



CAPITULO 4. APLICACOES DOS METODOS NUMERICOS 95

Figura 4.16: Método de Runge-Kutta de terceiro grau com h = 0, 2.

‘ Runge-Kutta ‘
3 L 4
25 |
)
2 L
1.5 |
0 50 100 150

t

Fonte: Arquivo pessoal.

sendo )
jl - f(tzvyz s
o = (t + f + = h )
j2 — 7 27% 2
) h h
J3 = ( 7% + .]2>
ja = [t +h Yi + hjs).

Figura 4.17: Métodos de Runge-Kutta de quarto grau com h = 0, 2.

3l ‘ Runge-Kutta ‘
25 1
>
2 L
1.5 1
0 50 100 150

t

Fonte: Arquivo pessoal.

Logo, fazendo as iteragcdes para ¢ de 0 até 750 obtemos a Tabela 4.13 com h = 0, 2, que
apresenta os resultados do Método de Runge-Kutta de quarto grau na sexta coluna, onde
o nimero de iteragdes é dado por 7, o valor da solu¢c@o aproximada usando o Método de

Runge-Kutta de quarto grau é dado por y;.
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A Figura 4.17 apresenta a curva da solucdo aproximada (na cor amarela) usando o Método

de Runge-Kutta de quarto grau com i = 0, 2.

Finalmente, comparando os resultados apresentados na Tabela 4.13, podemos concluir
que os valores aproximados da solucdo do PVI obtidas através dos métodos numéricos

estudados sdo proximos, como pode ser observado na Figura 4.18.

Figura 4.18: Métodos numéricos com h = 0, 2.

‘j‘ —Euler
30 5 —Runge-Kutta 2
/ | Runge-Kutta 3
25 F | Runge-Kutta 4
> /
2r I
1.5 ¢
0 50 100 150

t

Fonte: Arquivo pessoal.



CAPITULO 4. APLICACOES DOS METODOS NUMERICOS

Tabela 4.13: Método de Euler - Exemplo 4.4 com h = 0, 2.

Euler R-K2° grau R-K 3°grau R-K4° grau

i ti Yi Yi Yi Yi

0 O 3 3 3 3
1 02 2.989755807 2.998038585 2.998078126 2.998078137
2 04 2.996077169 3.011933194 3.012114849 3.012114862
3 06 3.017626075 3.039778195 3.040191758 3.040191766
4 038 3.051921871 3.078633679 3.079348601 3.079348603
5 1.0 3.095552074 3.124774243 3.125833925 3.125833923
6 1.2 3.144460556 3.174001838 3.175420304 3.175420301
7 1.4 3.194286891 3.221994444 3.223755664 3.223755662
8 1.6 3.240726245 3.264659260 3.266719168 3.266719167
9 1.8 3.279877664 3.298459043 3.300750030 3.300750028
10 2.0 3.308549968 3.320682978 3.323120402 3.323120394
740 148 1.272061258 1.258552226 1.257951220 1.257950190
741 148.2 1.244408885 1.234684712 1.234013367 1.234012379
742 1484 1.224121931 1.218308298 1.217637041 1.217636090
743 148.6 1.211507692 1.209321254 1.208714369 1.208713447
744 148.8 1.206058617 1.206873386 1.206382532 1.206381631
745 149 1.206578299 1.209524955 1.209184197 1.209183311
746 1492 1.211374302 1.215460890 1.215283731 1.215282855
747 1494 1.218495476 1.222736083 1.222714770 1.222713902
748 149.6 1.225987354 1.229524871 1.229632016 1.229631153
749 149.8 1.232137886 1.234347829 1.234540137 1.234539276
750 150 1.235687212 1.236251669 1.236475371 1.236474508

Fonte: Arquivo pessoal.
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Capitulo 5
Consideracoes Finais

Diante do exposto pode-se dizer que o estudo das Equagdes Diferenciais Ordinérias
(EDOs) é de grande importancia no desenvolvimento da Matemadtica, sendo as EDOs uma
grande ferramenta para modelar problemas do mundo fisico.

Com este trabalho podemos obter uma melhor compreensao das Equagdes Diferenci-
ais Ordindrias de primeira ordem, pois estudamos seus principais conceitos € também vimos,
através do Teorema de existéncia e unicidade, que para um problema de valor inicial que sa-
tisfaz determinadas condicoes, existe solucdo e ela ndao sé existe como também € tnica. Além
de conhecer mais sobre as EDOs, conseguimos também estudar alguns métodos para encon-
trar solucdes de Equagdes Diferenciais Ordindrias de primeira ordem. Foi destacado que nem
sempre € possivel encontrar, de maneira simples, a solucdo de um problema de valor inicial
(PVI), e que para resolvé-los podemos utilizar os métodos numéricos, com os quais obtemos
aproximagodes numéricas do valor da solu¢ao de um PVIL.

Apo6s estudarmos alguns dos conceitos principais, métodos de solucdo e os métodos
numéricos para Equacdes Diferenciais Ordindrias de primeira ordem, conseguimos apresentar
algumas aplicacdes de problemas de valor inicial, obtidas da andlise de alguns modelos refe-
rentes a situacoes do mundo real. Assim, podemos perceber que os modelos matematicos aqui
estudados sdo utilizados em alguns fendmenos de interesse cientifico. Como podemos perceber
€ possivel encontrar aplicagdes ndo s6 na Matemdtica, mas também nas dreas da Quimica e
Fisica. Em alguns casos, os problemas modelados ndo podem ser resolvidos facilmente sem
ajuda dos métodos numéricos para a solucdo de problemas de valor inicial.

Destacamos que através dos métodos numéricos, nem sempre podemos encontrar valo-
res que se encaixam dentro do limite aceitdvel da solugdo, isso acontece mesmo se os métodos
forem aplicados corretamente, devido a que existird um erro computacional, e também porque
se trata de problemas gerados de uma situacgao real.

Nos estudos numéricos, o tamanho do passo h deve ser bem escolhido, dado que quanto

menor for o valor de h, melhor serd a aproximagao e menor serd o erro.
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Podemos destacar também pelos modelos apresentados que o método de Runge-Kutta é
bastante eficaz, devido ndo ter o acumulo no seu erro. Nesse sentido, este método acaba sendo
o mais eficaz que os demais métodos apresentados.

Sintetizando, este trabalho trouxe muitas contribui¢des para minha formacao, pois pude
me aprofundar mais acerca do estudo de Equagdes Diferenciais Ordindrias de primeira ordem,
entendendo sua relevancia para os problemas do cotidiano. Assim, como contribuiu na minha
formacdo espero que venha contribuir nos demais académicos, de modo que venha estimular os

estudos da graduacao e também uma possivel pos-graduacao.
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Apéndice A

Codigos Computacionais

Neste capitulo de carater complementar, exibiremos os cddigos utilizados para cada

método numérico estudado neste trabalho. O software utilizado foi o MATLAB (R2016). In-

formamos que o c6digo usado para cada método varia as entradas e a equacao ordindria dy/dt.

Cédigo para a solucio de uma EDO de primeira ordem usando o método de Euler.
function [t,y] = EULER(EDO,a,b, h,y_ini)

)
°
o

°

%

o o° o° oo o°

o\

EULER resolve uma EDO de primeira ordem com valor inicial
usando o método de Euler

Varidveis de entrada:

EDO : Nome (string) de uma funcdo em arquivo que calcula dy/dt.
a : Primeiro valor de x.

b : Ultimo valor de x.

h : Tamanho do passo.

yint : Valor da solugdo e no primeiro ponto (valor inicial).

Varidveis de saida:

% t : Vetor com a coordenada t dos pontos da solucgéo.
% Yy : Vetor com a coordenada y dos pontos da solugdo.
N =(b—a)/h;

t = zeros(N +1,1);
y = zeros(N +1,1);

t(1) = a; y(1) = y-ing;
for 1=1: N

t(i+1)=1t@E) + hy
y(i+1) =y(i) + feval(EDO,t(i),y(i)) * h;

end
end
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A funcdo exemplo_euler (listada abaixo), digitada como o primeiro argumento da
func¢do EULER, calcula o valor de dy/dt.
function dydt = exemplo_euler(t,y)
dydt = (—1xy) +t+ 1;
end
O programa a seguir usa a funcdo EULER para resolver a EDO usando o método de Euler.
a=0; b=5; h=0.05; y.ini =1,
[t,y] = EULER('exemplo_euler’,a,b, h,y_ini);

Codigo para a solucao de uma EDO de primeira ordem usando o método de Taylor de
quarta ordem.
function [t,y] = TAYLOR 40(EDO,a,b, h,y_ini)

% TAYLOR_40 resolve uma EDO de primeira ordem com valor inicial

o\

usando o método de Taylor de quarta ordem.

o°

EDO : Nome (string) de uma fungdo em arquivo que calcula dy/dt.

% a : Primeiro valor de ¢t.

$ b : Ultimo valor de t.

% h : Tamanho do passo.

% y.ini : Valor da solugdo e no primeiro ponto (valor inicial).

o\

Varidveis de saida:

% t : Vetor com a coordenada t dos pontos da solucgéo.
% Yy : Vetor com a coordenada y dos pontos da solucgéo.
N = (b—a)/h;

t = zeros(N +1,1);
y = zeros(N + 1,1);
t(1) = a;y(1) = yimi;
for i=1:N
t(i+1)=1t3) + h;
[f0, 1, f2, 3] = factores(EDO, t(i),y(7));
y(i+1)=y(@) + (fO+h/2x f1+ (h?) /6% f2+ (h®)/24 % f3) * h;

end
end
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Codigo para a solucao de uma EDO de primeira ordem usando o método de Runge-Kutta
de segundo grau.

function [t,y] = RUNGE_KUTTA_20(EDO,a,b, h,y_ini)

o°

RUNGE_KUTTA_20 resolve uma EDO de primeira ordem com valor

o\

usando usando o método de Runge-Kutta de segundo grau.

o\

Varidveis de entrada:

% EDO : Nome (string) da funcgdo em arquivo que calcula dy/dt.

% a : Primeiro valor de t.

$ b : Ultimo valor de t.

% h : Tamanho do passo.

% yani : Valor da solugdo e no primeiro ponto (valor inicial).

o°

Varidvel de saida:

% t : Vetor com a coordenada t dos pontos da solucgao.
% Yy : Vetor com a coordenada y dos pontos da solucgao.
n=(b—a)/k

t = zeros(n,1); y= zeros(n,1);

for i=1:n
tii+1) = t(i) + b
K1 = feval(EDO,t(i),y(i));
yK1=vy(i) + K1 xh;
K2 = feval(EDO,t(i +1),yK1);
y(i+1) =y(i) + (K14 K2) % h/2;

end
end

Cédigo para a solucao de uma EDO de primeira ordem usando o método de Runge-Kutta
de terceiro grau.

function [t,y] = RUNGE_KUTTA_30(EDO,a,b, h,y_ini)

% RUNGE_KUTTA_30 resolve uma EDO de primeira ordem com valor

% usando usando o método de Runge-Kutta de terceiro grau.

o°

Varidveis de entrada:

% EDO : Nome (string) da funcgdo em arquivo que calcula dy/dt.
% a : Primeiro valor de ¢t.

$ b : Ultimo valor de t.

% h : Tamanho do passo.

o\

yint : Valor da solugdo e no primeiro ponto (valor inicial).
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% Variavel de saida:

% t : Vetor com a coordenada t dos pontos da solucgéo.
% Yy : Vetor com a coordenada y dos pontos da solucgao.
n=(b—a)/k;

t = zeros(n,1); y = zeros(n,1);
t(1) =a; y(1) = y-ini;
for 1=1:n

t(i+1) =t(i) + h;
J1 = feval(EDO,t(1),y(i));
zhal f = t(i1) + h/2;
yK1 =y(i) + J1xh/2;
J2 = feval(EDO, zhalf,yK1);
yK2 =y(i) — J1xh+ 2% J2x h;
J3 = feval(EDO,t(i + 1), yK2);
(i +1) = y(i) + (J1+ 4% J2 + J3) % h/6;

end
end
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Cédigo para a solucao de uma EDO de primeira ordem usando o0 método de Runge-Kutta

de quarto grau.
function [t,y] = RUNGE_KUTTA_40(EDO,a,b, h,y_ini)

o°  o°

o\

Varidveis de entrada:

RUNGE_KUTTA 40 resolve uma EDO de primeira ordem com valor

usando usando o método de Runge-Kutta de guarto grau.

% EDO : Nome (string) da funcgdo em arquivo que calcula dy/dt.

% a : Primeiro valor de t.

$ b : Ultimo valor de t.

% h : Tamanho do passo.

% yani : Valor da solugdo e no primeiro ponto (valor inicial).

o\

Varidvel de saida:

% t : Vetor com a coordenada t dos pontos da solucgéao.
% Yy : Vetor com a coordenada y dos pontos da solugao.
n=(b—a)/h;

t = zeros(n,1); y = zeros(n,1);

t(1) = a; y(1) = y-ini;
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for 1=1:n
t(i+ 1) =t(i) + h;
K1 = feval(EDO, (i), y(i));
zhalf = (i) + h/2;
yK1=y(i) + K1xh/2;
K2 = feval(EDO, zhalf,yK1);
yK2=vy(i) + K2xh/2;
K3 = feval(EDO, xhal f,yK2);
yK3 =y(i) + K3 x h;
K4 = feval(EDO,t(i + 1), yK3);
y(i +1) = y(i) + (K1 +2% K2+ 2% K3+ K4) % h/6;

end
end
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