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Resumo

Nesta obra apresentamos o formalismo tensorial da gravitação em termos conceituais, analíticos
e, quando necessário, numéricos. Inicialmente oferecemos uma espécie de nivelamento acerca
do cálculo tensorial e aspectos históricos da teoria da relatividade de Einstein, no intuito de
apresentar ao leitor uma visão mais palpável do tema da nossa pesquisa. Na sequência, abrimos
caminho para operar o principal tensor da relatividade geral, o tensor de Einstein. Mostramos
que este objeto guarda um dos resultados mais relevantes desta teoria. Trabalhamos tal objeto a
fim de reproduzir a famosa solução de Schwarzschild. Ademais, sabendo que a gravitação de
Einstein é uma teoria com respaldo experimental, consideramos crucial relembrar que esta teoria
é, naturalmente, compatível com a precessão do periélio de Mércurio. Esse resultado, além de
validar a teoria em pauta, oportuniza a abordagem acerca de simetrias do espaço-tempo. Mostra-
remos que tais simetrias estão intimamente ligadas aos tensores de Killing. Podemos antecipar
que tais objetos revelam simetrias ocultas no espaço-tempo e são cercados de peculiaridades,
muitas das quais são reveladas neste trabalho.

Palavras-chave: Relatividade Geral. Tensores. Métrica dual.



Abstract

In this work we present the tensor formalism of gravitation in conceptual, analytical and, when
necessary, numerical aspects. Initially, we offer a kind of tutorial about the tensor calculus and
historical aspects of Einstein’s theory of relativity, to present to the reader a more real view of the
subject of our research. In the following, we opened way to operate the main tensor of general
relativity, the Einstein tensor. We show that this object holds one of the most significant results
of this theory. We work such object to reproduce the famed Schwarzschild solution. Moreover,
knowing that Einstein’s gravitation is a theory with experimental support, we consider crucial
to remember that the theory is compatible with the precession of the perihelion of Mercury.
This result, in addition to validating the theory in question, gives an opportunity to approach
about symmetries of space-time. We show that some symmetries are closely linked to the Killing
tensors. We can anticipate that such objects reveal hidden symmetries in space-time and are
surrounded by peculiarities, many of which are disclosed in this work.

Keywords: General Relativity. Tensors. Dual metric.
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Introdução

O presente trabalho trata de aspectos conceituais, analíticos e computacionais relacio-
nados com a aplicação do cálculo tensorial em problemas fundamentais da gravitação. Sabe-se
que no período de gênese da teoria da gravitação de Einstein, poucos membros da comunidade
científica compreendiam tal teoria, tamanha abstração. Ou por causa das conclusões inesperadas
dessa teoria, inesperadas graças ao comodismo da nossa realidade a baixas velocidades e longín-
qua dos corpos com magnitudes solares. Aos poucos o cenário de incompreensão foi mudando,
porém ainda hoje muitos estão alheios ao conhecimento, mesmo superficial, de tal teoria.

Nesse sentido, o intuito primordial do trabalho é servir como um informativo acerca de
minúcias ligadas à famosa teoria da gravitação de Einstein. Deste modo, é oportunizado que
um número maior de indivíduos possam depreender tal teoria e, porventura, possa despertar o
interesse dos leitores para trilharem essa linha de pesquisa e/ou correlatas. Ademais, pelo fato do
formalismo ligado à teoria da relatividade geral servir de suporte à compreensão de teorias mais
avançadas como, por exemplo, a teoria quântica de campos, nosso trabalho configura-se como
um contato inicial aos acadêmicos que já se identificam com estas linhas teóricas de pesquisas.
Sendo assim, podemos contribuir à divulgação, forticação e à evolução da ciência fundamental,
uma das maiores responsáveis pelo desenvolvido tecnológico.

O trabalho está organizado em capítulos, seções e subseções. No primeiro capítulo o
leitor é apresentado formalmente ao que vem a ser a teoria da gravitação de Einstein. Já no
segundo capítulo temos três seções focadas na apresentação do formalismo tensorial usado
na relatividade geral. O terceiro capítulo, também, está dividido em três seções dedicadas à
construção do tensor de Riemann, objeto que dá origem a outros dois tensores, o tensor de Ricci
e o escalar de curvatura. Estes últimos objetos e o tensor métrico, visto no segundo capítulo,
compõem a estrutura do tensor de Einstein, tema trabalhado no quarto capítulo. Esse tensor
descreve o principal resultado da gravitação de Einstein. Neste capítulo apresentamos uma seção
dividida em duas subseções dedicadas à recuperar a solução famosa para o caso do tensor de
Einstein nulo, a solução de Schwarzschild.

No quinto e último capítulo apresentamos o conhecimento prévio para tratar sobre os
tensores de Killing, solução para as isometrias do espaço-tempo. Nesse intento, precisamos
compreender primeiro sobre as simetrias presentes ao longo de geodésicas, esse tema tem ligação
com a famosa precessão do periélio de Mércurio, um resultado, particularmente, importante
para a teoria de Einstein. Por isso, dedicamos a primeira seção desse capítulo para abordar o
pressuposto. Nas três últimas seções esclarecemos detalhes sobre simetria, isometria e métrica
dual, apesar de serem temas distintos estão intimamente relacionados, graças aos tensores de
Killing.
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1 Visão superficial da teoria da gravitação
de Einstein

Tendo em vista a importância, tanto tecnológica como intelectual, da teoria da gravitação
de Einstein, é válido mergulharmos sobre as linhas da teoria da relatividade de Einstein (teoria
da gravitação) para alcançar uma visualização mais palpável do tema da pesquisa.

Aproveitando o ensejo, é precípuo acentuar que muitas previsões teóricas no campo
da ciência, devido à limitação tecnológica, antecedem as experimentais exemplo nítido disso
é a existência do Bóson de Higgs, que resultou no Nobel da Física de 2013. A descoberta das
antipartículas, por Dirac, é outro exemplo da teoria antecedendo o experimento que também
levou ao Nobel [1]. Muitas delas, hoje, têm relevância reconhecida, porém, de início eram
taxadas como "sem utilidade" ou absurdas, pois ultrapassavam o nível imaginativo do nosso
senso comum.

Um grande exemplo disso é a teoria da relatividade de Einstein, as conclusões resultantes
dela (a contração do espaço, a dilatação do tempo, a união do espaço e tempo, simultaneidade é
relativa e o tempo não é absoluto [2, 3, 4, 5, 6, 7]), por serem mais perceptíveis em escalas de
massas astronômicas e velocidades próximas a da luz, fogem da nossa percepção e nos parecem
conclusões absurdas. Mas, a aplicação de tal conhecimento está presente no nosso dia a dia, o
Sistema de Posicionamento Global - GPS é um exemplo. Este precisa do uso da relatividade para
corrigir a passagem de tempo, pois nos satélites o tempo passa mais devagar do que na superfície
terrestre [3, 6].

A gênese da relatividade de Einstein ajudou a derrubar a suspeita de que a descrição do
universo estava completa. Essa suspeita surgiu graças ao sucesso das grandiosas leis formuladas
no passado, porém mal sabiam que a Física Clássica já apresentava "fissuras" em seus alicerces.
E assim, as teorias da Mecânica Quântica e a própria teoria da relatividade nasceram do intuito
de solucionar e entender os enigmas que assombravam a Física Clássica (Por que as Equações
de Maxwell não obedeciam ao princípio da relatividade newtoniana?) [3, 5, 7, 8].

Einstein, reavaliando as ideias acerca do espaço e tempo, conseguiu resolver tal enigma
[2, 4, 7, 8], e com seus dois postulados (1-Postulado da relatividade e 2-Postulado da velocidade
da luz) mostrou que a relatividade newtoniana não estava totalmente correta [2, 3, 5, 6, 7].
Sua teoria fornece resultados corretos a todas as velocidades possíveis e torna as Equações de
Maxwell invariantes e, ainda, previa muitos efeitos estranhos a primeira vista. Porém, o que vem
a ser essa famigerada relatividade?

A relatividade é uma área da Física preocupada em estudar a medição correta de eventos
(acontecimentos ou pontos do espaço-tempo). Tenta responder quando e onde ocorrem esses
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eventos e qual a distância que os separa no espaço e no tempo [3, 6]. Trata da relação entre os
valores medidos em referenciais que estejam se movendo um em relação ao outro. A teoria da
relatividade é composta por duas teorias bem diferentes: a Relatividade Restrita e a Relatividade
Geral [3, 9].

A Relatividade Restrita (1905) apresenta o termo "restrita" para acentuar o limite de sua
aplicação, somente em referenciais inerciais (em repouso ou a velocidade constante, nenhum
sistema acelerado é um referencial inercial), isto é, onde as Leis de Newton são válidas. O nível
matemático para demonstrá-la é fácil, quando comparada à exigência matemática da Relatividade
Geral [3]. Isso porque a Relatividade Geral opera em qualquer referencial, seja acelerado ou não,
e leva a uma nova formulação dos efeitos gravitacionais. Logo, o rigor matemático é maior, mais
abstrato e profundo, sendo necessária a análise tensorial para ser compreendida [9].

É importante aclarar que a Relatividade Restrita não é foco deste trabalhado. É necessário
a compreensão do formalismo tensorial para observar peculiaridades da teoria da gravitação de
Einstein. Sendo assim, o próximo capítulo tem como intuito apresentar características tensoriais
relevantes à depreensão do estudo de Einstein acerca da estrutura do espaço-tempo.
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2 Peculiaridades introdutórias do cálculo
tensorial

Com o passar dos tempos a teoria da relatividade newtoniana cedeu lugar à teoria
da gravitação de Einstein (teoria da Relatividade Geral). A evolução do formalismo vetorial
acompanhou tal processo, pois um novo cenário estava em pauta: espaços curvos associados a
equações diferenciais não-lineares. Nesse sentido, com o desenvolvimento do cálculo tensorial
foi possível abrigar o ambiente de estudo de Einstein, o espaço-tempo.

Nesse caso, como a teoria da gravitação é descrita em termos de tensores é imperativo
a compreensão da natureza vetorial. Todavia, as minúcias acerca dos vetores não compõe a
pauta do presente trabalho. Um exemplo do pressuposto é que a compreensão das componentes
contravariante e covariante dos tensores, a saber, depende de um grau de entendimento sobre os
vetores. Deve ficar claro que a compreensão vetorial antecede a tensorial, já que os tensores são
objetos matemáticos de generalização de vetores [9, 10].

Devido ao amplo campo de atuação dos vetores, há diversas definições para tais objetos.
A definição mais comum é: vetores são uma representação matemática de quantidades que
apresentam, basicamente, magnitude (módulo), direção e sentido, tal como velocidade e força.
Porém, também, podemos definir vetor como um tensor de primeira ordem (Aα ou Aα), isso
porque os tensores possuem "n" ordens. Um tensor de ordem zero (A0), por exemplo, nada mais
é que um objeto escalar, isto é, só possui magnitude (módulo). Portanto, objetos escalares e
vetoriais são tensores, porém apresentam ordens distintas. Deste modo vetores e escalares são
subconjuntos dos tensores [10].

Sendo assim, tensor é um objeto matemático que possui Nm componentes no espaço,
N representa o número de dimensões do espaço e m é a ordem do tensor - número de índices.
Sendo assim, os tensores, também, generalizam o conceito e a forma geométrica de matriz. Uma
forma para ilustrar o pressuposto é considerar, por exemplo, um tensor de segunda ordem Aαβ,
α,β = 1, 2 e 3 em um espaço tridimensional. A representação matricial deste objeto conteria
(32 = 9) 9 números, ou seja, uma matriz de três linhas e três colunas (fazendo uso da linguagem
da álgebra linear, temos uma matriz com 9 entradas aαβ).

Ademais, é importante termos em mente, que os vetores e, consequentemente, os tensores
são objetos com componentes que se transformam entre sistemas de coordenadas de modo
específico e previsível, fato crucial à Relatividade Geral. Essa reflexão permite-nos notar que
os vetores podem ter mais de um tipo de componentes e, esses diferentes tipos de componentes
são definidas a partir do seu comportamento em transformação de coordenadas. Nesse sentido,
fazemos a seguinte pergunta: O que acontece com um vetor quando ocorre uma mudança de um
sistema de coordenadas de S para S’?
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A resposta é simples, nada acontece com a natureza do vetor quando ocorre mudança
de sistema de coordenadas. O que pode diferir são suas componentes. Um modo análogo de
notar o pressuposto é o que sucede com objetos escalares. Ao medir a temperatura equivalente
a zero graus Celsius ou trinta e dois graus Fahrenheit, só há mudança de escala (*sistema),
mas o grau de agitação das moléculas (*natureza) é o mesmo para ambos sistemas [10]. Sendo
assim, de certo modo, essa característica contribui positivamente à relatividade de Einstein (trata,
basicamente, da relação entre os valores de objetos tensoriais medidos em referenciais que
estejam se movendo um em relação ao outro).

2.1 Componentes e transformações de tensores

As componentes de um dado vetor são resultados das projeções do vetor em relação a
um sistema Cartesiano, por exemplo. Falar de componentes de vetores implica em componentes
covariantes e contravariantes. É comum obter tais componentes, porém, muitas vezes, a obtenção
é feita "às cegas". Pois a familiarização quanto aos termos faz-se presente quando o conhecimento
sobre vetores não é meramente superficial.

As componentes covariantes de um vetor ~A em um plano Cartesiano são Ax e Ay, surgem
de projeções perpendiculares do vetor ~A em relação ao eixo x e y. Já as componentes contravari-
antes de ~A são resultados de projeções paralelas e o índice é super-escrito. Por exemplo: Ax e Ay.
A Fig.(1), a seguir, favorece a observação das componentes covariante e contravariante de um
dado vetor.

Figura 1 – Componentes contra e covariante [11]
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A título de esclarecimento, ~A = Ax~i+Ay~j pode ser representado por Al = (Ax ou
Ay) = (A1 ou A2). Assim, podemos afirmar que os índices contêm informações a respeito das
componentes dos vetores. Como vetor é um caso particular de um tensor, a mesma consideração
é válida para os tensores.

A relevância da noção de covariância e contravariância é confirmada na lei de transfor-
mação dos tensores. Os tensores podem ser submetidos a mudanças de sistema de coordenadas
de S a S′, nesse caso, por exemplo, o objeto Aαβ torna-se A′αβ. Como Aαβ é um objeto tensorial,
é obrigatório o mesmo apresentar o seguinte comportamento: A′αβ = ∂x′α

∂xγ

∂x′β

∂xλ
Aγλ [9, 10].

Todo objeto tensorial deve satisfazer o comportamento exemplificado de S à S′, lei de
transformação, do contrário não será um tensor. Para aclarar ainda mais essa lei observe a Fig.(2)
e veja na prática a forma geral de definir um tensor de primeira ordem. Podemos expandir a
transformação de coordenadas para tensores de ordens superiores, bem como para tensores
mistos – tensores que apresentam índices contra e covariantes. Veja a ilustração do pressuposto
nas Figs.(3 e 4).

Figura 2 – Definição para tensores de 1a ordem [11]

Figura 3 – Definição para tensores de 2a ordem [11]

Figura 4 – Definição de um tensor misto de 2a ordem [11]

De acordo com as Figs.(2, 3 e 4) podemos notar que o número de índices, além de
indicar a ordem do tensor, revela o número de derivadas parciais presentes na transformação de
coordenadas do objeto em questão.

Como já conhecemos as componentes covariante, contravariante e mista dos tensores
podemos aproveitar essa seção para apresentar operações elementares entre os tensores. A
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característica simétrica e antissimétrica de tensores será notada várias vezes no decorrer do
trabalho, bem como os exemplos de multiplicação que podem ser acompanhados na Fig.(5) a
seguir.

Figura 5 – Simetrização, assimetrização e multiplicação de tensores [11]

Note que na multiplicação externa o produto final é um tensor com ordem igual à soma
do número de índices envolvidos na operação. Já na multiplicação interna o produto final é
um tensor com ordem inferior à soma do número de índices presentes na operação, ocorre
um somatório dos índices covariante e contravariante iguais. Essas operações, de certa forma,
explicam o surgimento do tensor de Ricci e o escalar de curvatura, a saber.

Após a apresentação das operações elementares entre tensores, finalizamos essa seção
enfatizando que a natureza tensorial dos objetos é preservada quando ocorre mudança de sistema
de coordenadas, como já alertado no capítulo 2. Entretanto, uma pergunta fica nas entrelinhas,
existe uma relação entre as componentes contravariante e covariante de um mesmo tensor? A
resposta é simples: depende da estrutura do espaço temporal e pode ser conferida na próxima
seção.
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2.2 Espaço métrico e conversão entre componentes tensoriais

Podemos denominar espaço como um conjunto de váriaveis contínuas independentes
de todos os pontos representados por: x1, x2, ..., xN ≡ {xµ}, sendo µ = 1, 2,..., N. Ademais,
sabemos que é possível descrever o espaço xµ em outro conjunto de variáveis x′µ, caso análogo ao
exemplificado na subseção 2.1. E, novamente, fica claro que ao realizarmos uma transformação
de xµ −→ x′µ não perderemos nenhuma informação do espaço, o que muda são as componentes.
Todavia, podemos recuperá-las fazendo o uso da transformação inversa x′µ −→ xµ (transforma-
ções biunívocas). A descrição de um espaço e o conjunto de todas as suas transformações é
conhecida como Geometria [12].

Há espaços nos quais o conceito de vetor (~U), simplesmente, não existe. Isso ocorre
quando as componentes covariante (Uα) e contravariante (Uα) existem separadamente, logo
não apresentam um vínculo. O "palco" que abriga esse tipo de situação é chamado de "Es-
paço Afim" [12]. Por outro lado, há espaços, "Espaços Métricos", que permitem a existência
do conceito de vetor (~U), onde as componentes covariante e contravariante não existem de
forma independente, dessa forma apresentam um vínculo capaz de torná-las como grandezas
equivalentes [12].

Sendo assim, de fato há espaços que permitem a conversão de um objeto covariante à sua
forma contravariante e vice-versa. Essa transformação sempre ocorrerá em um mesmo sistema
de coordenadas [10]. Ou seja, não implica em uma transformação de sistema de S para S′. Para
realizar tal conversão, basta fazermos uso adequado do tensor métrico, gµν. Devido a relevância
desse objeto tensorial à gravitação de Einstein, construímos uma subseção dedicada somente a
apresentá-lo mesmo que brevemente, vide subseção 2.3.

Para melhor compreensão quanto à transformação de um objeto covariante em contrava-
riante e vice-versa acompanhe a Fig.(6) a seguir.

Figura 6 – Exemplo básico do tensor métrico em ação [11]

Logo, para existir um vetor, um tensor, é preciso existir um vínculo entre suas compo-
nentes covariante e contravariante, e isso só ocorre em um espaço métrico. A próxima subseção
presta informações acerca do tensor métrico, no intuito de evitar uma lacuna que comprometeria
a evolução do trabalho, pois os demais objetos, a serem apresentados, dependem do tensor
métrico, direta ou indiretamente.
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2.3 Tensor métrico

O tensor métrico, gµν, basicamente, funciona como um operador para elevar e abaixar
índices dos tensores. Boa parte dos raciocínios da relatividade de Einstein dependem do auxílio
do tensor métrico. Para entendermos melhor a função desse tensor imagine dois pontos separados
por uma distância infinitesimal (ds). Esses dois pontos formam um vetor d~r. Logo o quadrado do
diferencial elementar de comprimento pode ser escrito como: ds2 = d~r ·d~r. O vetor d~r pode ser
reescrito em termos das componentes contravariantes e vetores de bases coordenadas, ~eµ (e.g.,
d~r = ~eµdxµ). Logo, temos [10]:

ds2 = (d~r ·d~r)

=
(
~eµdxµ ·~eνdxν

)
=

(
~eµ ·~eν

)
dxµdxν

= gµνdxµdxν. (2.1)

Recorrendo à geometria euclidiana sabemos que ds2 pode ser escrito como: ds2 =

δi jdxidx j = dx2 +dy2 +dz2 (obs.: para melhor compreensão do objeto δi j vide subseção 3.3).
Essa expressão é um caso particular da geometria métrica representada por ds2 = gµνdxµdxν,
apresentada na Eq.(2.1).

Para um espaço euclidiano, as componentes gµν em coordenadas Cartesianas são dadas
por: gµν ≡ (1,1,1), já em coordenadas esféricas g′µν ≡ (1, r2, r2 sin2

θ). Para um espaço pseudo-
euclideano, espaço-tempo de Minkowski, as coordenadas Cartesianas são (ct, x, y e z), e o
sistema de coordenadas de Minkowski é dado por: (xα) = (x0, x1, x2, x3) = (ct, x, y, z).

O quadrado do elemento de linha do espaço-tempo de Minkowski para a assinatura da
métrica (+,−,−,−), é ds2 = c2dt2− dx2− dy2− dz2 e, para (−,+,+,+), é ds2 = −c2dt2 +

dx2 +dy2 +dz2. Note que na assinatura da métrica apenas a coordenada t apresenta sinal oposto
as demais. Quando a coordenada t é positiva as demais serão negativas. O contrário também
vale. Podemos escrever essa métrica na forma tensorial, ds2 = ηµνdxµdxν, sendo que ηµν é a
componente covariante do tensor métrico de Minkowski. A título de esclarecimento, como ηµν é
um tensor de segunda ordem ligado a um espaço-tempo quadrimensional (42 = 16 componentes),
teremos um matriz com 16 entradas, que representam as componentes de tal tensor. A matriz
formada por ηµν em um espaço de quatro dimensões, para c = 1, é dada por [9]:

ηµν =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

 ; com a assinatura:(+,−,−,−). (2.2)

Quando se trata de espaços riemannianos as componentes do tensor métrico representam
a solução para uma dada geometria do espaço-tempo, obtida a partir do tensor de Einstein
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Gµν, a saber. Por exemplo, uma das soluções mais famosas para o caso Gµν = 0 é a solução
de Schwarzschild. Com base em coordenadas esféricas, (ct,r,θ,φ), levando em conta outra
assinatura da métrica (−,+,+,+), tal solução é dada por:

gµν ≡

(
−
(

1− 2m∗
r

)
,

(
1− 2m∗

r

)−1

, r2, r2sen2
θ

)
, (2.3)

sendo que m∗= MG
c2 é chamada de massa geométrica, apresenta unidade de comprimento.

Lembramos que esta explicação em torno do espaço riemanniano configura-se como um
mero prenúncio de uma das principais pautas do presente trabalho. Ademais, as subseções a
seguir tratam dos tensores que compõem o principal tensor da gravitação. Sendo este o tensor
de Einstein, Gµν, que descreve a geometria do espaço-tempo em termos do conteúdo de energia
e momento. Será possível notar que os objetos tensoriais que estruturam o comportamento de
Gµν dependem do tensor métrico. O primeiro a ser abordado é o tensor de curvatura ou tensor de
Riemann. No capítulo a seguir mostramos a construção deste objeto.
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3 Derivada covariante e tensor de curvatura

3.1 Derivada covariante

A derivada covariante é uma maneira de diferenciar um vetor ou um tensor de ordem
superior, que considera os prováveis efeitos de mudança na magnitude e direção dos vetores de
bases matematicamente, representam "palmos" dos vetores no espaço, apontam ao longo dos
eixos de um sistema de coordenada e podem ser descritos em um outro sistema de coordenadas
por meio de derivadas parciais usadas para gerar novos tensores [10].

A derivada em questão é rotulada por derivada covariante (∇α). Sua aplicação está
presente desde espaços euclideanos até espaços curvos riemannianos da Relatividade Geral.
Portanto, está ligada ao conceito de transporte paralelo, ou seja, transportar um vetor sem
provocar mudança na magnitude e direção. A importância de tal transporte está no fato de
possibilitar a combinação e comparação de vetores expressados em distintas localizações ligadas
pelo mesmo espaço.

Dessa forma, a derivada covariante ajuda generalizar o conceito de transporte paralelo,
pois em espaços curvos é difícil cumprir a exigência do mesmo. Por conseguinte, nesses espaços
o conceito de transporte paralelo passa ser definido como sendo o transporte pelo qual a derivada
covariante é igual a zero. Entretanto, uma pergunta está no ar, qual seria a trajetória pertinente a
cumprir a exigência do transporte paralelo em um espaço curvo? Uma trajetória geodésica, curva
de menor comprimento que liga dois pontos no espaço, permite o êxito do intento pressuposto.

O conceito de derivada covariante é crucial na construção de um dos principais tensores
da teoria da gravitação de Einstein: o tensor de curvatura ou tensor de Riemann-Christoffel ou,
simplesmente, tensor de Riemann. Visando facilitar o entendimento do processo de uma derivada
covariante, criamos duas ilustrações. Acompanhe a Fig.(7) e veja que a derivada covariante é
composta de dois termos: o primeiro é uma derivada parcial e o segundo envolve o símbolo de
Christoffel (conexão métrica Γ

γ

αβ
), responsável por descrever mudanças nas bases do vetor ou

tensor.

Observando a Fig.(7), notamos a importância da conexão métrica Γ
γ

αβ
. Dependendo do

comportamento dessa conexão é possível que a derivada covariante de algum objeto tensorial
gere um novo tensor. Por isso, a seguinte afirmação "a derivada covariante gera novos tensores"
é válida quando a conexão possui o comportamento do símbolo de Christoffel, como se segue:

Γ
a
bc =

1
2

gad (∂bgdc +∂cgdb−∂dgbc) . (3.1)

Os índices a, b, c e d na expressão Eq.(3.1) foram usados no intuito de facilitar a
compreensão quanto a comportamento e posição de cada índice dentro da estrutura da expressão.
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Poderiam ser quaisquer outros, por exemplo: i, j, k e l. A Fig.(7) também ilustra o fato do
símbolo de Christoffel não ser um tensor, pois não satisfaz a lei de transformação dos tensores
vista nas Figs.(2, 3 e 4).

Figura 7 – Derivada covariante [11]

Outra característica ainda não esclarecida é que, ao contrário das derivadas parciais,
as derivadas covariantes não comutam. Por exemplo, ao trocarmos a ordem dos índices nas
derivadas parciais não alteramos o resultado, por exemplo:

∂2V
∂xβ∂xγ

=
∂2V

∂xγ∂xβ
→ ∂2V

∂xβ∂xγ
− ∂2V

∂xγ∂xβ
= 0. (3.2)

Note que nesse exemplo fizemos uma permutação dos índices β e γ e essa permutação
não alterou o resultado. Já em relação as derivadas covariantes, uma simples permutação de
índices altera os resultados, pois gera termos diferentes, logo, não serão anulados. Graças a essa
peculiaridade da derivada covariante surge o tensor de curvatura (Rλ

σµν), que será tratado na
próxima seção.
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3.2 Tensor de curvatura

O tensor de curvatura ou tensor de Riemann-Christoffel, Rλ

σ[µν], é um objeto tensorial de
quarta ordem, antissimétrico nos dois últimos índices descrito por:

Rλ
σµν = ∂µΓ

λ
σν−∂νΓ

λ
σµ +Γ

α
σνΓ

λ
αµ−Γ

α
σµΓ

λ
αν, (3.3)

sendo
∂µ =

∂

∂xµ e ∂ν =
∂

∂xν
. (3.4)

Esse objeto descreve a curvatura do espaço-tempo tendo ele um número qualquer de
dimensões [13]. Surge graças a uma peculiaridade do operador derivada covariante, que foi
esclarecida na seção anterior. Para construir esse objeto consideramos: ∇νVσµ 6= ∇µVσν. Sabemos
que a derivada covariante de um tensor pode gerar um novo tensor, podemos considerar que
∇νVσµ gera um tensor Vσµν. Sendo assim, podemos reescrever ∇νVσµ 6= ∇µVσν como:

Vσµν 6= Vσνµ −→Vσµν−Vσνµ 6= 0

Vσµν−Vσνµ = Rλ
σµν︸︷︷︸

tensor de curvatura

Vλ. (3.5)

A construção do objeto em pauta pode ser acompanhada nas Figs.(8 a 10) a seguir.

Figura 8 – Construção de Vαβ;γ =Vαβγ [11]
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Figura 9 – Construção de Vαγ;β =Vαγβ [11]

Figura 10 – Construção do tensor de curvatura Vαγβ−Vαγβ = Rσ

αβγ
Vσ [11]

De fato conseguimos obter o comportamento do tensor de Riemann a partir da não comu-
tatividade da derivada covariante de um tensor de segunda ordem covariante, como mostram as
Figs.(8 a 10). O tensor de curvatura é responsável pela gênese de dois objetos tensoriais importan-
tes para a relatividade, o tensor de Ricci e o escalar de curvatura. Na próxima seção abordamos a
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construção de tais objetos que dependem de uma operação semelhante, a multiplicação interna
entre tensores, vista na seção 2.1.

3.3 Tensor de Ricci e escalar de curvatura

Nessa seção será necessário introduzir uma nova operação entre os tensores chamada
Contração Interna para construir o tensor de Ricci. Essa operação depende de um novo objeto
chamado Delta de Kronecker e representado por: δα

β
. O Delta de Kronecker surge do produto

interno entre as componentes do Tensor Métrico (e.g., gµβgµα = δα

β
, análogo ao produto de uma

matriz pela sua inversa) e opera de acordo com as seguintes condições:

δ
α

β
=

{
1 se α = β −→ não anula o objeto estiver acompanhado,
0 se α 6= β −→ anula o objeto que estiver acompanhado.

(3.6)

Com esse objeto podemos obter o tensor de Ricci Rµν a partir de uma contração interna
do tensor de curvatura (Rλ

σµν) nos índices λ e µ. Veja:

Rλ
σµνδ

µ
λ

=
[
Rλ

σ1νδ
1
λ

]
︸ ︷︷ ︸

R1
σ1νδ

1
1︸ ︷︷ ︸

α=β, δ=1

+R2
σ1νδ

1
2︸ ︷︷ ︸

α6=β, δ=0

+ ...︸︷︷︸
α 6=β, δ=0

+
[
Rλ

σ2νδ
2
λ

]
︸ ︷︷ ︸

R1
σ2νδ

2
1︸ ︷︷ ︸

α6=β, δ=0

+R2
σ2νδ

2
2︸ ︷︷ ︸

α=β, δ=1

+ ...︸︷︷︸
α6=β, δ=0

+ ...

=
[
R1

σ1ν

]
+
[
R2

σ2ν

]
+ ...

= Rσν. (3.7)

Sendo assim podemos afirmar que o tensor de Ricci é a forma reduzida do tensor de
Riemann, logo temos [9]:

Rσν = Rµ
σµν = gµαRασµν. (3.8)

Para obter o escalar de curvatura, R, basta realizar a multiplicação interna pertinente
entre o tensor de Ricci e o tensor métrico, conforme apresentamos a seguir:

R = gσνRσν. (3.9)

Como podemos ver o escalar de curvatura surge de uma contração total dos índices do
tensor métrico com os do tensor de Ricci. A importância destes objetos, tensor de Ricci e escalar
de curvatura, está no fato dos mesmos comporem a estrutura do tensor de Einstein, Gµν, os
detalhes ligados a este objeto tensorial serão vistos no próximo capítulo.



26

4 Tensor de Einstein

Graça aos objetos tensoriais, Einstein conseguiu formular uma expressão tensorial,
descrita pelo tensor de Einstein Gµν, para obter informações acerca da geometria do espaço-
tempo. Basicamente, é possível afirmar que o tensor de Einstein apresenta dois formatos: um
dos formatos depende, explicitamente, do tensor de Ricci, do tensor métrico e do escalar de
curvatura, veja a seguir:

Gµν = Rµν−
1
2

gµνR. (4.1)

O outro formato para o tensor de Einstein sintetiza o principal resultado da Relatividade
Geral: a relação entre geometria e matéria/energia. Isso porque o tensor Gµν pode ser descrito
em termos do tensor de energia-momento, Tµν, objeto que armazena informações acerca das
propriedades físicas da distribuição da matéria [9]. Todas essas informações estão sintetizadas
na famosa equação de Einstein da Relatividade Geral:

Gµν = κTµν. (4.2)

Graças à constante de acoplamento ou constante gravitacional de Einstein [13], κ = 8πG
c4 ,

que depende da constante de gravitação universal G, os resultados da relatividade de Einstein
podem retornar aos da gravitação de Newton. Nesse sentido, podemos afirmar que a teoria da
gravitação de Einstein é uma generalização da gravitação de Newton.

Observando a Eq.(4.2), sabemos que Gµν = 0 implica em Tµν = 0, indica que o local do
espaço-tempo analisado não apresenta energia e nem momento, isto é, só há geometria neste
ponto do espaço-tempo. Essa geometria só poderá ser plana quando a localização do ponto
escolhido tender ao infinito em relação à matéria (e.g., quando gµν = ηµν, tensor métrico igual
ao tensor métrico de Minkowski, ηµν, representa espaço pseudo-euclideano, isto é plano). Caso
contrário a geometria será curva. Isto é, quando tomarmos um ponto do espaço-tempo próximo
(vizinhança) a uma matéria, a geometria é curva (e.g., gµν 6= ηµν), pois a matéria/energia curva o
espaço-tempo.

Observamos outra consideração a partir de Tµν = 0. Definitivamente, o ponto do espaço
que está sendo analisado não está sobre uma matéria/energia, do contrário Tµν 6= 0. Nesse
sentido, podemos afirmar que para cada matéria há um tensor de energia-momento associado e
ao tomarmos um dado ponto no espaço-tempo, o resultado de Tµν é importante, pois indicará a
presença ou não de matéria/energia naquele ponto de análise.

Também, é possível provar que Gµν = 0 leva a Rµν = 0. Considerando a Eq.(4.1) igual a
zero, em quatro dimensões, temos:
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Gµν = Rµν−
1
2

gµνR = 0 (4.3)

= gµνRµν︸ ︷︷ ︸
R

−gµνgµν︸ ︷︷ ︸
4

R
2
= 0

= R−4
R
2
= 0

= −2R = 0 (4.4)

Substituímos R = 0 na Eq.(4.1) e obtemos:

Rµν−gµν

0︷︸︸︷
R
2

= 0−→ Rµν = 0. (4.5)

Antes de darmos sequência, sabemos que Gµν apresenta caráter essencialmente geo-
métrico, pois depende somente de gµν e suas derivadas. Sabemos, ainda, que a curvatura de
um espaço é uma característica própria do espaço, então independe de um peculiar sistema de
coordenadas no qual podemos expressar gµν. Nesse caso, para um espaço ser rotulado como
curvo, é preciso que em pelo menos um ponto do espaço-tempo o tensor Rλ

σµν não seja anulado.
Façamos uma pergunta, qual métrica do espaço-tempo curvo seria capaz de gerar Rµν = 0 = Gµν?
A resposta para essa questão é encontrada na próxima seção.

4.1 Métrica de Schwarzschild

Para encontrar uma métrica do espaço-tempo curvo capaz de satisfazer Rµν = 0 = Gµν

vamos considerar uma métrica esférica espacial geral:

ds2 =C(r)dr2 + r2dθ
2 + r2sen2

θdφ
2 +D(r)dt2. (4.6)

Observe que as funções C(r) e D(r) não estão definidas. Além disso, podemos observar
que as componentes do tensor métrico compõem uma matriz diagonal, cujos valores das entradas
são:

g11 =C(r), g22 = r2, g33 = r2sen2θ e g44 = D(r). (4.7)

Nesse sentido, estamos em busca da solução de Schwarzschild, a primeira solução
encontrada para o caso de Gµν = 0. A métrica de Schwarzschild é dada por:

ds2 =

(
1

1− 2GM
c2r

)
dr2 + r2d2

θ+ r2sen2
θd2

φ−
(

1− 2GM
c2r

)
c2dt2. (4.8)
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Basicamente, a solução de Schwarzschild trata de um campo gravitacional assintotica-
mente plano provocado por uma simetria esférica, estacionária e estática [9].

O processo explícito para obter a referida solução foi desenvolvido no presente trabalho.
Tomamos a métrica, Eq.(4.6), e sabendo que o tensor de Ricci depende do tensor de Riemann, que
por sua vez, depende dos símbolos de Christoffel, obtemos resultados compatíveis ao software
Maple, acoplado ao pacote GRTensorII. Vale grifar que programas computacionais, como os
citados, são úteis para operações extensas, por exemplo. Sendo assim, vamos esclarecer primeiro
o procedimento computacional e posteriormente o analítico.

4.1.1 Maple e GRTensorII

O software Maple [14] e o pacote GRTensorII [15] foram ferramentas de grande valia
para o desenvolvimento desse projeto. A princípio precisávamos encontrar Rµν = 0 para satisfazer
Gµν = 0 e o processo matemático envolvido nessa atividade é extenso. O tensor de Riemann
Rλ

σµν evidencia o pressuposto, trata-se de um tensor antissimétrico de quarta ordem [9], portanto,
em um espaço quadridimensional apresenta 256 componentes (44 = 256).

Vale grifar que o leque de funções que o Maple possibilita é vasto e pode ser explorado
com certo grau de facilidade, graças aos tutoriais, por exemplo. O pacote GRTensorII foi utilizado
para oportunizar a realização de cálculos tensoriais no Maple. Com esse pacote foi possível,
basicamente: (i) inserir a métrica a ser trabalhada, a Eq.(4.6); (ii) calcular as componentes do
tensor de Riemann; (iii) calcular os símbolos de Christoffel envolvidos e por fim (iiii) encontrar
as componentes não nulas do tensor de Ricci.

Com os programas, devidamente, instalados passamos a utilizá-los em favor do fator
comparação entre os cálculos analíticos e os computacionais. Na primeira linha de comando do
Maple inserimos o comando restart; para iniciar as atividades, em seguida, na segunda linha
inserimos o comando grtw(); para o Maple usar o pacote GrTensorII.

O próximo comando estava relacionado com a métrica. O pacote GRTensorII conta com
uma série de métricas prontas para o uso, todavia a que usamos não estava presente. Entretanto,
esse pacote permite inserir qualquer métrica. Sendo assim, incluímos a métrica, Eq.(4.6), no
programa e a salvamos. Nesse sentido, o comando usado para o Maple usar a métrica em questão
foi o qload();, dentro do parênteses escrevemos o nome no qual a métrica foi salva. O software
fazia o reconhecimento da métrica e, posteriormente, digitávamos o comando para calcular o
tensor de Riemann, grcalc(R(up, dn, dn, dn));. Logo em seguida, o Maple mostrava o tempo que
fora levado para calcular as 256 componentes do objeto em questão (menos de 1 segundo), a
rapidez era um fator comum nos cálculos.

Para vermos os resultados das componentes do tensor de Riemann, inserimos o comando
grdisplay(_);. O processo para calcular os símbolos de Christoffel e o tensor de Ricci foi análogo
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ao feito para o tensor de Riemann, porém o comando usado para o símbolo de Christoffel foi o
grcalc(Chr2); e para o tensor de Ricci grcalc(R(dn,dn));.

Sendo assim, é nítido que os softwares em destaque, quando bem administrados são
ferramentas que otimizam os cálculos e oportunizam a comparação dos resultados analíticos
com os computacionais. Porém é preciso estar atento a alguns detalhes que podem comprometer
a interpretação do resultado como, por exemplo, qual a assinatura, (−,−,−,+) ou (+,+,+,−)
para (r, θ, φ e ct), que o programa está tomando como referência (o comando usado para
descobrir qual a assinatura é grdisplay(sig);). Detalhes como o ilustrado, por evitar confusões
e/ou equívocos no momento das comparações dos resultados, são cruciais para o sucesso dos
cálculos.

Concluído o procedimento computacional, essencial para o fator comparação com o
resultado analítico, podemos seguir com o procedimento analítico em busca da métrica que
satisfaz Gµν = 0.

4.1.2 Procedimento analítico para obter a solução de Schwarzschild

Nosso ponto de partida foi agraciado pela característica antissimétrica do tensor de
Riemann, pois nos concede o resultado imediato de 64 componentes desse tensor, logo o número
de componentes que ainda precisam ser definidas decai de 256 para 192 componentes! Como
Rλ

σµν =−Rλ
σνµ [9], se µ = ν temos:

Rλ
σνν =−Rλ

σνν ⇔ Rλ
σνν = 0. (4.9)

A operação expressa acima esclarece, simplesmente, que quando os dois últimos índices do
tensor de Riemann forem iguais, Eq.(4.9), a componente em questão será nula. Sendo assim,
como o espaço é quadridimensional, todos os índices variam de 0 a 3 (t, r, θ e φ), convenção
geral adotada nas literaturas, de forma que as métricas são escritas na ordem (t, r, θ e φ) [9]. Ou
variam de 1 a 4 (r, θ, φ e t), compatível com a ordem adotada pelo software Maple. Adotamos a
variação dos índices de 1 a 4 para estabelecermos compatibilidade com o software usado.

Sendo assim, sabemos que Rλ
σνν resultará em 64 componentes nulas, pois λ e σ variam

de 1 a 4, bem como νν, logo temos (4×4×4 = 64 componentes). Ademais, os cálculos para
determinar as 192 componentes podem ser reduzidos pela metade. Deste modo, graças à caracte-
rística antissimétrica do tensor em questão, só precisávamos calcular 96 componentes específicas.
Só para ilustrar esse fato, note que se conhecemos a componente R1

123, automaticamente, conhe-
cemos a componente R1

132, pois R1
123 =−R1

132. Sendo assim, para o tensor de Riemann temos os
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seguintes objetos:

Rλ
112 =−Rλ

121 Rλ
221 =−Rλ

212 Rλ
331 =−Rλ

313 Rλ
441 =−Rλ

414

Rλ
113 =−Rλ

131 Rλ
223 =−Rλ

232 Rλ
332 =−Rλ

323 Rλ
442 =−Rλ

424

Rλ
114 =−Rλ

141 Rλ
224 =−Rλ

242 Rλ
334 =−Rλ

343 Rλ
443 =−Rλ

434

Rλ
123 =−Rλ

132 Rλ
231 =−Rλ

213 Rλ
321 =−Rλ

312 Rλ
421 =−Rλ

412

Rλ
124 =−Rλ

142 Rλ
241 =−Rλ

214 Rλ
341 =−Rλ

314 Rλ
431 =−Rλ

413

Rλ
143 =−Rλ

134 Rλ
243 =−Rλ

234 Rλ
342 =−Rλ

324 Rλ
423 =−Rλ

432

(4.10)

Observe que mantemos o índice λ no intuito de oportunizar uma apresentação sucinta
acerca do número de componentes. Para aclarar esse detalhe, considere o objeto Rλ

112, tomamos
ele como representante de um grupo de quatro componentes, cujos índices covariantes (σµν) são
1, 1 e 2 (R1

112, R2
112, R3

112 e R4
112). Nesse sentido, cada um dos 48 objetos supracitados representa

4 componentes do tensor, logo 192 componentes estão em pauta.

Para obtermos a expressão de cada uma das componentes, precisamos considerar, a
princípio, o comportamento do tensor de Riemann (Rλ

σµν) Eq.(3.3) e do símbolo de Christoffel
Eq.(3.1). Sendo assim, para exemplificar o processo de obtenção de uma componente do tensor
de Riemann vamos considerar a componente R4

114:

R4
114 =

∂Γ4
14

∂x1 −
∂Γ4

11
∂x4 +Γ

α
14Γ

4
α1−Γ

α
11Γ

4
α4. (4.11)

Como podemos notar a expressão da componente R4
114 depende de vários símbolos de

Christoffel. Deste modo, devemos obter os valores para cada um desses objetos e, como já sabe-
mos o comportamento do símbolo de Christoffel, Eq.(3.1), basta conhecermos as componentes
do tensor métrico, Eq.(4.7). Note que os símbolos de Christoffel envolvidos na componente R4

114

da Eq.(4.11) são: Γ4
14, Γ4

11, Γα
14Γ4

α1 e Γα
11Γ4

α4. Todavia, os dois últimos objetos não estão bem
definidos, os índices α estão idicando um somatório (notação de Einstein). O objeto Γα

14Γ4
α1 é

expresso por:
Γ

α
14Γ

4
α1 = Γ

1
14Γ

4
11 +Γ

2
14Γ

4
21 +Γ

3
14Γ

4
31 +Γ

4
14Γ

4
41. (4.12)

O processo para Γα
11Γ4

α4 é análogo à Eq.(4.12). Sendo assim, é nítido que há vários
símbolos de Cristoffel envolvidos na componente R4

114. A propósito, é importante salientar que
apesar do número de símbolos de Christoffel envolvidos, o processo para obtê-los é análogo ao
que será ilustrado a seguir. Selecionamos Γ4

14 para exemplificar o processo, veja:

Γ
4
14 =

1
2

g4α(∂1gα4 +∂4gα1−∂αg14) =
1
2

g4α
∂1gα4︸ ︷︷ ︸
(I)

+
1
2

g4α
∂4gα1︸ ︷︷ ︸

(II)

− 1
2

g4α
∂αg14︸ ︷︷ ︸

III

(4.13)

(I) = 1
2g41∂1g14 +

1
2g42∂1g24 +

1
2g43∂1g34 +

1
2g44∂1g44,

(II) = 1
2g41∂4g11 +

1
2g42∂4g21 +

1
2g43∂4g31 +

1
2g44∂4g41,
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(III) = 1
2g41∂1g14 +

1
2g42∂2g14 +

1
2g43∂3g14 +

1
2g44∂4g14.

Antes de prosseguir devemos relembrar e esclarecer alguns detalhes. Sabemos que as
componentes do tensor métrico compõem uma matriz diagonal, cujos valores das entradas da
diagonal principal podem ser definidos com base na métrica tomada como referência, Eq.(4.6).
Assim, temos: g11 = C(r), g22 = r2, g33 = r2sen2θ e g44 = D(r). Deste modo, por ser uma
matriz diagonal, as demais entradas são nulas (sempre que os índices covariantes (µν) forem
distintos (µ 6= ν) a componente em pauta será nula). Outro detalhe é que o tensor métrico possui
componentes contravariantes, gµν, isto é, com índices contravariantes. Portanto, vale grifar que
gµλgλν = δν

µ, logo podemos afirmar que as componentes contravariantes são:

g11 = 1
C(r) , g22 = 1

r2 , g33 = 1
r2sen2θ

e g44 = 1
D(r) . (4.14)

Sendo assim, como conhecemos tanto as componentes covariantes como as contravarian-
tes do tensor métrico agora podemos encontrar os valores para (I), (II) e (III) de Γ4

14:

• Γ
4
14 =

1
2

g4α
∂1gα4︸ ︷︷ ︸
(I)

+
1
2

g4α
∂4gα1︸ ︷︷ ︸

(II)

− 1
2

g4α
∂αg14︸ ︷︷ ︸

(III)

,

(I) = 1
2g44∂1g44 =

1
2

1
D(r)∂rD(r), (II) = 0, (III) = 0,

Γ
4
14 = (I)+(II)− (III) =

1
2D(r)

∂rD(r). (4.15)

Obtemos o resultado para Γ4
14, mas na verdade, também, obtemos o resultado para Γ4

41,
isso porque o símbolo de Christoffel é um objeto simétrico (Γσ

βτ
= Γσ

τβ
) [9], logo Γ4

14 = Γ4
41.

Seguindo processo análogo ao exemplificado, calculamos cada um dos símbolos de Chris-
toffel envolvidos na componente R4

114 e, os não nulos foram: Γ4
14 = 1

2D(r)∂rD(r) = Γ4
41 e

Γ1
11 = 1

2C(r)∂rC(r). É importante grifar que no software usado os índices aparecem em ter-
mos de 1 a 4, porém aparecem na forma equivalente, ou seja, (r, θ, φ e t). Sendo assim, podemos
definir a expressão para a componente R4

114:

R4
114 =

∂Γ4
14

∂x1 −

0︷ ︸︸ ︷
∂Γ4

11
∂x4 + Γ

α
14Γ

4
α1−Γ

α
11Γ

4
α4

=
∂

(
1

2D(r)∂rD(r)
)

∂r
+ Γ

α
14Γ

4
α1︸ ︷︷ ︸

Γ4
14Γ4

41=
(

∂rD(r)
2D(r)

)2

− Γ
α
11Γ

4
α4︸ ︷︷ ︸

Γ1
11Γ4

14=
∂rC(r)∂rD(r)

4C(r)D(r)

=
∂

(
1

2D(r)∂rD(r)
)

∂r︸ ︷︷ ︸
∂r

(
1

2D(r)

)
∂rD(r)+ 1

2D(r)∂2rD(r)

+

(
∂rD(r)
2D(r)

)2

− ∂rC(r)∂rD(r)
4C(r)D(r)
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= ∂r

(
1

2D(r)

)
︸ ︷︷ ︸
(2D(r))−1

∂rD(r)+
1

2D(r)
∂

2rD(r)+
(

∂rD(r)
2D(r)

)2

− ∂rC(r)∂rD(r)
4C(r)D(r)

= −(2D(r))−2
∂r (2D(r))∂rD(r)+

∂2rD(r)
2D(r)

+

(
∂rD(r)
2D(r)

)2

− ∂rC(r)∂rD(r)
4C(r)D(r)

= −2∂rD(r)∂rD(r)
4D(r)2 +

∂2rD(r)
2D(r)

+

(
∂rD(r)
2D(r)

)2

− ∂rC(r)∂rD(r)
4C(r)D(r)

= −(∂rD(r))2

2D(r)2 +
∂2rD(r)
2D(r)

+
(∂rD(r))2

4D(r)2 −
∂rC(r)∂rD(r)

4C(r)D(r)

=
C(r)

[
2(∂rD(r))2− (∂rD(r))2

]
−2C(r)D(r)∂2rD(r)+D(r)∂rC(r)∂rD(r)

−4C(r)D(r)2

=
C(r)(∂rD(r))2−2C(r)D(r)∂2rD(r)+D(r)∂rC(r)∂rD(r)

−4C(r)D(r)2 . (4.16)

Terminamos de exemplificar o processo utilizado para encontrar uma componente do
tensor de Riemann. O processo para definir as demais componentes é análogo. Calculamos as
demais componentes do tensor em questão e chegamos ao resultado de 24 componentes não
nulas para esse objeto. Já os símbolos de Christoffel não nulos encontrados foram:

Γ4
41 =

∂rD(r)
2D(r) , Γ1

11 =
∂rC(r)
2C(r) , Γ2

33 =−senθcosθ,

Γ1
22 =−

r
C(r) , Γ3

32 =
cosθ

senθ
, Γ1

33 =−
rsen2θ

C(r) ,

Γ3
13 =

1
r , Γ2

12 =
1
r e Γ1

44 =−
∂rD(r)
2C(r) .

(4.17)

Deste modo, a partir dos símbolos de Christoffel não nulos, das 256 componentes
do tensor de Riemann apenas 24 componentes foram diferentes de zero. Na verdade, como
Rλ

σµν =−Rλ
σνµ podemos ilustrar essas 24 componentes diferentes de zero, simplesmente, a partir

de 12 componentes específicas, já que as outras serão respectivamente equivalentes a essas 12,
porém com sinal contrário:

R1
212 =

r∂rC(r)
2C(r)2 , R2

112 =−
∂rC(r)
2rC(r)

, (4.18)

R1
313 =

rsen2θ∂rC(r)
2C(r)2 , R3

113 =−
∂rC(r)
2rC(r)

, (4.19)

R2
323 =

sen2θ(C(r)−1)
C(r)

, R3
223 =−

C(r)−1
C(r)

, (4.20)

R2
424 = −∂rD(r)

2rC(r)
, R4

224 =
r∂rD(r)

2D(r)C(r)
, (4.21)

R3
434 = −∂rD(r)

2rC(r)
, R4

334 =
rsen2θ(∂rD(r))

2C(r)D(r)
, (4.22)

R1
414 =

−2C(r)D(r)∂2rD(r)+D(r)∂rC(r)∂rD(r)+C(r)(∂rD(r))2

4D(r)C(r)2 e (4.23)
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R4
114 =

C(r)(∂rD(r))2−2C(r)D(r)∂2rD(r)+D(r)∂rC(r)∂rD(r)
−4C(r)D(r)2 . (4.24)

Para encontrarmos as componentes do tensor de Ricci, o processo será facilitado, pois
já conhecemos as componentes do tensor de Riemann. Nesse sentido, sabemos que quando
igualamos índices específicos do tensor de Riemann surge o tensor de Ricci. Quando λ = σ = α

temos Rλ
σµν = Rα

σαν = Rσν [9, 10]. Vale grifar que Rσν gera uma matriz com 16 componentes:

Rσν = Rα
σαν =


Rα

1α1 Rα
1α2 Rα

1α3 Rα
1α4

Rα
2α1 Rα

2α2 Rα
2α3 Rα

2α4

Rα
3α1 Rα

3α2 Rα
3α3 Rα

3α4

Rα
4α1 Rα

4α2 Rα
4α3 Rα

4α4

=


R11 R12 R13 R14

R21 R22 R23 R24

R31 R32 R33 R34

R41 R42 R43 R44

 . (4.25)

Como podemos, notar cada componente, entrada da matriz, é composta por uma soma
de componentes do tensor de Riemann:

Rσν = Rα
σαν = R1

σ1ν +R2
σ2ν +R3

σ3ν +R4
σ4ν. (4.26)

O resultado para o tensor de Ricci para o caso estudado já é conhecido. A análise
tensorial que realizamos com base nesse problema é compatível com a ref.[9]. Sabemos que as
componentes fora da diagonal principal deste objeto são todas nulas:

Rσν =


R11 0 0 0
0 R22 0 0
0 0 R33 0
0 0 0 R44

 . (4.27)

Sendo assim, considerando as 24 componentes não nulas do tensor de Riemann, bem
como a Eq.(4.26) podemos encontrar o resultado para cada componente do tensor de Ricci.
Ilustraremos primeiro as componentes fora da diagonal principal e, para provar que são nulas,
note que não aparece nenhuma das 24 componentes não nulas do tensor de Riemann:

Rα
1α2 = R1

112 +R2
122 +R3

132 +R4
142 = 0, Rα

2α1 = R1
211 +R2

221 +R3
231 +R4

241 = 0,
Rα

1α3 = R1
113 +R2

123 +R3
133 +R4

143 = 0, Rα
2α3 = R1

213 +R2
223 +R3

233 +R4
243 = 0,

Rα
1α4 = R1

114 +R2
124 +R3

134 +R4
144 = 0, Rα

2α4 = R1
214 +R2

224 +R3
234 +R4

244 = 0,
(4.28)

Rα
3α1 = R1

311 +R2
321 +R3

331 +R4
341 = 0, Rα

4α1 = R1
411 +R2

421 +R3
431 +R4

441 = 0,
Rα

3α2 = R1
312 +R2

322 +R3
332 +R4

342 = 0, Rα
4α2 = R1

412 +R2
422 +R3

432 +R4
442 = 0,

Rα
3α4 = R1

314 +R2
324 +R3

334 +R4
344 = 0, Rα

4α3 = R1
413 +R2

423 +R3
433 +R4

443 = 0.

Deste modo, agora vamos encontrar as componentes da diagonal principal (R11 = Rα
1α1,

R22 = Rα
2α2, R33 = Rα

3α3 e R44 = Rα
4α4). Para prosseguir precisamos considerar: (i) a Eq.(4.26) e
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(ii) as 12 componentes não nulas do tensor de Riemann, lembrando do caráter antissimétrico do
tensor de Riemann Rλ

σµν =−Rλ
σµν, portanto são 24 componentes não nulas. Precisamos, também,

retornar ao resultado observado para as componentes do tensor de Riemann e, então, notar que há
componentes com comportamentos iguais, sendo elas R2

112 = R3
113 e R2

424 = R3
434. Sendo assim,

temos:

R11 =

0︷︸︸︷
R1

111+R2
121 +R3

131 +R4
141 = 2

(
R2

121
)
+R4

141, (4.29)

R22 = R1
212 +

0︷︸︸︷
R2

222+R3
232 +R4

242, (4.30)

R33 = R1
313 +R2

323 +

0︷︸︸︷
R3

333+R4
343, (4.31)

R44 = R1
414 +R2

424 +R3
434 +

0︷︸︸︷
R4

444 = R1
414 +2

(
R2

424
)
. (4.32)

Verificamos que o tensor de Ricci apresenta quatro componentes que não são identica-
mente nulas, porém três destas componentes são independentes. Todavia uma forma mais eficaz
para encontrar as funções incógnitas é a partir de Gµν = 0. Porém, a forma mista gνλGµν =Gλ

µ = 0
é mais conveniente. O motivo disso é que graças à contração da identidade de Bianchi ∇λGλ

µ ≡ 0
[9] o sistema de equação diferencial de Gλ

µ = 0 resultará em apenas duas equações diferenciais
não-lineares independentes [16]. Sendo assim, sabemos que Gµν = Rµν− 1

2gµνR, portanto:

Gλ
µ = gνλ

(
Rµν−

1
2

gµνR
)
. (4.33)

Realizamos mudanças de variáveis C(r) = eA(r) e D(r) = −eB(r) para simplificar as
equações e torná-las compatíveis ao limite da métrica de Minkowski [12]. Desenvolvendo
Gλ

µ = 0 chegamos ao seguinte resultado:

G1
1 =−

(
eA(r)−1− r∂rB(r)

)
eA(r)r2

= 0, (4.34)

G2
2 =−

2
(
∂rA(r)−∂rB(r)− r∂2rB(r)

)
+ r∂rA(r)∂rB(r)− r(∂rB(r))2

4reA(r)
= 0, (4.35)

G3
3 =−

2
(
∂rA(r)−∂rB(r)− r∂2rB(r)

)
+ r∂rA(r)∂rB(r)− r(∂rB(r))2

4reA(r)
= 0, (4.36)

G4
4 =−

r∂rA(r)+ eA(r)−1
r2eA(r)

= 0. (4.37)

Observe que as equações (4.35) e (4.36), de acordo com a contração da identidade
de Bianchi são identicamente nulas, portanto restaram apenas as equações (4.34) e (4.37).
Subtraindo a Eq.(4.34) pela Eq.(4.37), temos:

∂rA(r)+∂rB(r) = 0 → ∂rA(r) =−∂rB(r). (4.38)
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Manipulando a Eq.(4.37) e multiplicando-a por r2, chegamos em um resultado conhecido:

− re−A(r)
∂rA(r)+ e−A(r) = 1. (4.39)

Note que a expressão à esquerda da Eq.(4.39) é equivalente a ∂r(re−A(r)). Sendo assim,
integrando ∂r(re−A(r)) = 1 e manipulando o resultado encontramos:

eA(r) =
1

1+ γ

r
=C(r). (4.40)

De modo análogo, encontramos a outra função incógnita:

− eB(r) = (1+
γ

r
) = D(r). (4.41)

Sabemos que γ na expressão 1+ γ

r é uma constante e para definí-la devemos considerar
o limite newtoniano (campos gravitacionais pouco intensos e velocidades baixas). De acordo
com esse limite temos um comportamento conhecido para o tensor métrico, g00 = g44 ∼= 1+ 2Φ

c2

[9]. Comparando a expressão 1+ γ

r com o g44 notamos certa simetria. O resultado para γ ainda
pode ser melhorado, pois, também, conhecemos o potencial de um ponto de massa, sendo ele
Φ =−GM

r [9], assim ao substituí-lo em g44 chegamos à conclusão de que γ =−2GM
c2 .

Deste modo, substituindo a constante γ = −2GM
c2 nas funções incógnitas Eq.(4.40) e

Eq.(4.41). E por fim aplicando estas na Eq.(4.6) reencontramos a solução trivial para o caso
Gµν = 0, a solução de Schwarzschild apresentada na Eq.(4.8):

ds2 = C(r)dr2 + r2dθ
2 + r2sen2

θdφ
2 +D(r)dt2,

=

(
1

1− 2GM
c2r

)
dr2 + r2d2

θ+ r2sen2
θd2

φ−
(

1− 2GM
c2r

)
c2dt2. (4.42)

Em todo caso, esta não é a única solução conhecida para Gµν = 0, visto que é sabido da
existência de outras soluções particulares que não apresentam a mesma forma da solução de
Schwarzschild (e.g., solução de Kerr [9]).

Graças à constante γ podemos descrever o comportamento dado para o raio de Schwarzs-
child r = 2GM

c2 [9]. Quando C(r)→ ∞ na Eq.(4.6) a partícula é atraída por um centro de forças,
sem chances de espacar [17], então temos:

C(r) =
1

1+ γ

r
=

1
1− 2GM

c2r

= ∞. (4.43)

Isso implica que 1− 2GM
c2r = 0, logo podemos obter o comportamento do raio de Schwarzschild,

r = 2GM
c2 .

O comportamento desse raio está ligado a uma grande coincidência matemática entre
teoria clássica e a teoria relativística. Pois é possível encontrar o comportamento do raio de
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Schwarzschild considerando apenas a velocidade de escape como sendo a velocidade da luz, então
temos c =

√
2GM

r → r = 2GM
c2 [9]. Entretanto é apenas uma coincidência, pois seu surgimento é

explicado a partir de princípios relativísticos.

O raio de Schwarzschild é, basicamente, uma região limite de escape em um dado campo
gravitacional. Em outras palavras, significa que quando uma dada massa for comprimida a ponto
de possuir um raio inferior ao raio de Schwarzschild nem a luz será capaz de escapar do campo
gravitacional gerado por essa massa, portanto teremos um objeto conhecido por buraco negro.
Aproveitamos a deixa, relacionada a singularidades, para abordar aspectos conceituais ligados a
simetrias e isometrias do espaço-tempo no próximo cápitulo.
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5 Tensores de Killing

Graças a bagagem teórica extraída da Relatividade Geral podemos aplicá-la para tra-
balhar com os tensores de Killing. Sendo estes tema recente na literatura. São cercados de
peculiaridades, algumas delas serão abordadas no presente capítulo. Embora este capítulo seja
intitulado por tensores de Killing, é necessário deixar esta abordagem em segundo plano. Isso
porque precisamos relembrar um pouco sobre o princípio de Hamilton e a equação de Euler-
Lagrange. Pois conduzirão a discussão até o conceito de simetrias do espaço-tempo, sendo estas,
fortemente, relacionadas aos objetos de estudo do presente cápitulo, tensores de Killing.

Sabemos que o princípio de Hamilton e as equações de movimento, que resultam da
aplicação deste princípio, são conhecidas por equações de Euler-Lagrange. Podemos enunciar o
príncipio de Hamilton, em termos de cálculo de variações como [6]: δ

∫ t2
t1 (T −U)dλ = 0. Dito

de outra forma, o princípio de Hamilton afirma que o caminho real seguido por um sistema
dinâmico, que se move de um ponto a outro qualquer em um intervalo de tempo específico, será
aquele que minimiza a integral de tempo da diferença entre as energias cinéticas e potenciais.

Um dos problemas básicos do cálculo de variações é determinar uma função, L ≡
T −U = L(xi, ẋi), cuja integral desta seja um extremo, um máximo ou um mínimo. A solução
para este problema é a equação de Euler-Lagrange, expressa por:

∂L
∂xi
− d

dλ

(
∂L
∂ẋi

)
= 0, (5.1)

a quantidade L é chamada de função de Lagrange ou lagrangiana de uma partícula. Nesse sentido,
enunciamos que trabalhando com a lagrangiana de uma partícula, vinculada a uma métrica do
espaço-tempo, é possível obter as equações da geodésica,

ẍa +Γ
a
bcẋbẋc = 0. (5.2)

A métrica geodésica entre dois pontos nada mais é que uma curva de valor estacionário
sobre uma superfície do espaço riemanniano. Em outras palavras, temos que geodésica é uma
curva cujo comprimento é mínimo, e mantém-se fixos o seu ponto inicial e final [18]. Ademais é
possível encontrar as componentes do símbolo de Christoffel. Isso porque o princípio variacional
e a equação de Euler-Lagrange fornecem um método útil para determinar geodésicas, pois
quando L = 1

2gµνẋµẋν temos a seguinte relação [9]:

ẍa +Γ
a
bcẋbẋc = 0 =

∂L
∂xa −

d
dλ

(
∂L
∂ẋa

)
. (5.3)

Nesse sentido, fica claro que as componentes do símbolo de Christoffel podem ser obtidas
estabelecendo a comparação entre o lado esquerdo e direito da Eq.(5.3). Nesse caso é necessário
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encontrar as componentes da geodésica a partir da Eq.(5.2) e, logo após, encontrá-las a partir
do formato da equação de Euler-Lagrange. É importante levar em conta as coordenadas do
espaço-tempo e considerar a notação para ẋa de forma análoga para ẍa:

ẍ1 = r̈, ẍ2 = θ̈, ẍ3 = φ̈ e ẍ4 = ẗ. (5.4)

Igualmente relevante é saber definir L. Sabendo que gµν = gνµ, encontramos:

L =
1
2

gµνẋµẋν =

[
1
2

g11ẋ1ẋ1 +
1
2

g22ẋ2ẋ2 +
1
2

g33ẋ3ẋ3 +g34ẋ3ẋ4 +
1
2

g44ẋ4ẋ4
]
. (5.5)

Note que a equação de Euler-Lagrange na Eq.(5.3) possui um índice λ. Logo para um
espaço-tempo com quatro coordenadas, teremos uma equação para cada coordenada. Tomamos
como referência uma outra métrica do espaço-tempo já mencionada como outra solução co-
nhecida para Gµν = 0. A métrica de Kerr é semelhante à métrica de Schwarzschild, porém faz
referência a um campo gravitacional gerado por um corpo em rotação, o fator a representa esta
rotação. Em coordenadas com simetria esférica temos:

ds2 =
r2 +a2cos2θ

r2−2mr+a2 dr2 +
(
r2 +a2cos2

θ
)

dθ
2 + sen2

θ

(
r2 +a2 +

2mra2sen2θ

r2 +a2cos2θ

)
dφ

2

+

(
− 4marsen2θ

r2 +a2cos2θ

)
dφdt +

(
−1+

2mr
r2 +a2cos2θ

)
dt2. (5.6)

Perceba que quando a = 0 temos a métrica de Schwarzschild. Substituindo as compo-
nentes do tensor métrico do espaço-tempo em pauta na Eq.(5.5), lembrando que 2g34ẋ3ẋ4 =(
− 4marsen2θ

r2+a2cos2θ

)
ẋ3ẋ4, é possibilitado trabalhar as quatro equações de Euler-Lagrange. A seguir

apresentamos duas dessas equações encontradas,

• Para (r):

0 =

[
−mr2 +a2r+a2mcos2θ−a2rcos2θ

(r2−2mr+a2)2

]
ṙṙ+ rθ̇θ̇

+

[
sen2θ(r5 +2r3a2cos2θ+ ra4cos4θ−mr2a2sen2θ+a4msen2θcos2θ)

(r2 +a2cos2θ)2

]
φ̇φ̇

+

[
−2ma3sen2θcos2θ+2mar2sen2θ

(r2 +a2cos2θ)2

]
φ̇ṫ +

[
m(a2cos2− r2)

(r2 +a2cos2θ)2

]
ṫ ṫ

− d
dλ

[(
r2 +a2cos2θ

r2−2mr+a2

)
ṙ
]
. (5.7)

• Para (φ): obs.: com base na Eq.(5.6) sabemos que L, na Eq.(5.5), não depende de φ,

portanto
∂L
∂φ

= 0. Significa que o objeto a ser diferenciado em
[

d
dλ

(
∂L
∂φ̇

)
= 0
]

é uma

grandeza que se conserva ao longo da geodésica.

d
dλ

[(
r2sen2

θ+a2sen2
θ+

2mra2sen4θ

r2 +a2cos2θ

)
φ̇+

(
−4marsen2θ

r2 +a2cos2

)
ṫ
]
= 0. (5.8)
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• Para (t): obs. é análogo ao que ocorre para (φ), também temos outra grandeza que se

conserva ao longo da geodésica.

d
dλ

[(
−1+

2mr
r2 +a2cos2θ

)
ṫ +
(
−4marsen2θ

r2 +a2cos2θ

)
φ̇

]
= 0. (5.9)

Encontramos duas simetrias do espaço-tempo. Entenda o porquê na seção subsequente à
seção precessão do periélio de Mercúrio, que configura como um adendo informativo devido
tamanha importância à teoria da gravitação de Einstein.

5.1 Precessão do periélio de Mercúrio

A resolução da equação da geodésica, Eq.(5.2), para uma partícula no plano equatorial,
θ = π

2 , no espaço-tempo de Schwarzschild, Eq.(4.8), leva a obter um dos primeiros resultados
que contribuíram à consagração experimental da teoria da relatividade de Einstein, a precessão
do periélio de Mercúrio.

Sabemos que antes da teoria de Einstein já se considerava a precessão do periélio, pois um
sistema planetário é composto por n-corpos que levam a um efeito de pertubação no movimento
de um determinado planeta. Entretanto, a previsão clássica era incompatível à observacional.
Cerca de 43 segundos de arco por século era a diferença, que na escala astrofísica representaria
um grande erro acumulado.

Na época, como resposta ao problema, julgaram existir um outro planeta (Vulcan) com
órbita dentro da órbita de Mércurio. Todavia Vulcan nunca foi descoberto [9]. O mistério teve
fim com a publicação da teoria da gravitação de Einstein. A previsão teórica obtida por Einstein
como consequência natural de sua teoria para a precessão do periélio de Mercúrio foi de 42,98
segundos de arco por século [9].

O resultado para a geodésica de um corpo com movimento no plano equatorial leva a um
sistema de equações diferenciais [9]. Graças à presença de simetrias ao longo da geodésica, é
possível agrupar as equações diferenciais em apenas uma equação e, então, obter r(λ) a partir de
u = r−1 [9]:

u' m
h2{1+ ecos[φ(1− ε)]}, (5.10)

sendo h = r2φ(λ) e ε = 3m2

h2 um parâmetro de pertubação.

Tal resultado mostra que a órbita da partícula é aproximadamente uma elipse e com um
período de 2π no máximo. A expressão a seguir esclarece melhor o pressuposto, veja [9]:

2π

1− ε
' 2π(1+ ε). (5.11)

Essa equação revela que a elipse terá uma variação angular de 2πε do eixo menor
(periélio) entre dois pontos de maior aproximação. Em outras palavras, significa que a órbita de
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tal partícula não é uma elipse fechada. Para o caso da precessão do periélio de Mercúrio, Einstein
obteve [9]:

2πε≈ 24π3a2

c2T 2(1− e2)
. (5.12)

Obs.: a corresponde ao semi-eixo maior da elipse e T representa o período da órbita.

Enfim, a precessão do periélio de Mercúrio é um fenômeno observado na natureza
previsto pela relatividade de Einstein, sendo compatível a um dos três Testes Clássicos dessa
teoria, sendo eles: a precessão do periélio de Mercúrio, a deflexão da luz e o desvio gravitacional
para o vermelho [9]. Na obra SUBTLE is the LORD [19], nas palavras de Abraham Pais, físico
biógrafo de Einstein, "This discovery was, I believe, by far the strongest emotional experience
in Einstein’s scientific life, perhaps in all his life. Nature had spoken to him. He had to be
right" (PAIS, 2005, p.253). Finalizada essa seção, abordamos aspectos ligados à simetria do
espaço-tempo, visando compreender os tensores de Killing na próxima seção.

5.2 Simetria do espaço-tempo

Graças à Eq.(5.3) ficou claro que é possível trabalhar a solução das equações diferenciais
da geodésica tanto pela Eq. (5.2) como a partir da equação de Euler-Lagrange. Analisando ambos
os formatos, notamos que a resolução a partir do formado de Euler-Lagrange é mais simples,
visto que não apresenta derivada de segunda ordem, como ocorre na Eq.(5.2).

Sendo assim, trabalhando a equação de Euler-Lagrange dentro do formalismo tensorial
podemos encontrar mais facilmente a geodésica de uma partícula relativística para um dado
espaço-tempo. Além disso, esse formato abre espaço para as simetrias,

d
dλ

(
∂L
∂ẋa

)
= 0, (5.13)

presentes na geodésica, que indicam grandezas conservadas. Sabemos que teorema de Noether
ajuda evidenciar a relação entre simetria e leis de conservação. Para maiores informações a
respeito deste teorema consulte ref.[20].

As simetrias simplificam as equações favorecendo o encontro de um caminho mais
simples para solucionar equações diferenciais. Apresentam aplicações desde a integrabilidade do
movimento geodésico até buracos negros [21]. Além disso, guardam as leis mais fundamentais
da natureza, visto que guardam grandezas que se conservam ao longo de geodésicas do espaço-
tempo. Possibilitam classificar soluções e simplificam problemas físicos complicados [22]. Já os
tensores de Killing são objetos que revelam simetrias ocultas no espaço-tempo, bem como os
responsáveis pelas transformações de campo que preservam a métrica, correspondendo a uma
isometria [22].
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5.3 Isometria e tensores de Killing

Em resumo, isometrias são simetrias contínuas, cuja solução é dada pelas componentes do
tensor Stackel-Killing. Os tensores de Killing apresentam-se na forma simétrica ou antissimétrica,
nomeados, respectivamente, como Stackel-Killing, ξ(µν), e Yano-Killing Y[νρ]. Vamos focar no
tensor de Killing simétrico, embora mais a frente será revelado a relação existente entre ambos
objetos tensoriais.

Sabemos que a isometria surge a partir da derivada de Lie da métrica [23], e para
relembrar que o tensor de Killing de primeira ordem corresponde a uma isometria:

Lξgµν = 0,

= ξ
λ
∂λgµν +∂µξ

λgλν +∂νξ
λgµλ,

= ∇µξν +∇νξµ,

= ∇(µξν) = ξ(µ;ν) = 0. (5.14)

Portanto, temos que a isometria depende dos símbolos de Christoffel, já que envolve
derivadas covariantes:

∇(µξν) = ∇µξν +∇νξµ. (5.15)

Sendo assim operamos a Eq.(5.15) com base no espaço-tempo de Kerr, Eq.(5.6), para
obter as componentes do vetor de Killing, ξµ. Consideramos gµν(r,θ) e buscamos definir as
equações diferenciais resultantes da isometria em questão. Encontramos 10 equações diferenciais,
sendo que as menores apresentamos a seguir:

(Ptt) → −r4
ξ1 +a2cos2r2

ξ1 +2mr3
ξ1−2mra2cos2

θξ1−a2r2
ξ1 +a4cos2

θξ1

+ 2ξ2ra2cosθsenθ = 0, (5.16)

(Prt) → −2mar2
ξ3 +2ma3cos2

θξ3−2mr2a2
ξ4−2mr4

ξ4 +2ma4cos2
θξ4

+ 2ma2r2cos2
θξ4 + r6

∂1ξ4 +2a2r4cos2
θ∂1ξ4−2r5m∂1ξ4 + r2a4cos4

θ∂1ξ4

− 2mr3a2cos2
θ∂1ξ4 +a2r4

∂1ξ4 +2r2a4cos2
θ∂1ξ4−2a2mr3

∂1ξ4 +a6cos4
θ∂1ξ4

− 2a4mrcos2
θ∂1ξ4 +2mr3a2sen2

θ∂1ξ4 +2mra4cos2
θsen2

θ∂1ξ4 = 0, (5.17)

(Ptφ) → −ξ1r4senθ+ξ1r2a2cos2
θsenθ+2ξ1mr3senθ−2ξ1mra2cos2

θsenθ

− ξ1a2r2senθ+ξ1a4cos2
θsenθ+2ξ2r3cosθ+2ξ2ra2cos3

θ

+ 2ξ2ra2sen2
θcosθ = 0, (5.18)

(Prr) → −2mr3
∂1ξ1−2mra2cos2

θ∂1ξ1 + r4
∂1ξ1 + r2a2cos2

θ∂1ξ1 +a2r2
∂1ξ1

+ a4cos2
θ∂1ξ1 +mr2

ξ1− ra2
ξ1 +ξ1a2rcos2

θ−ξ1a2mcos2
θ

− ξ2a2cosθsenθ = 0, (5.19)
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(Prθ) → r2
∂2ξ1 +a2cos2

θ∂2ξ1 +2ξ1a2cosθsenθ−2rξ2 + r2
∂1ξ2

+ a2cos2
θ∂1ξ2 = 0, (5.20)

(Pθθ) → r2
∂2ξ2 +a2cos2

θ∂2ξ2− r3
ξ1−2mr2

ξ1 +a2rξ1

+ a2
ξ2cosθsenθ = 0. (5.21)

É nítido que o uso do programa computacional (Maple e GrTensorII) foi uma ferramenta
essencial e justificável para termos um controle analítico dos resultados. Note que os resultados
para o vetor de Killing na métrica de Kerr são extensos, logo podemos supor que os resultados
para o tensor de Killing de ordens superiores serão ainda maiores. Sendo assim, trabalhando o
sistema de equações diferenciais resultante da Eq.(5.15) encontramos a solução para a isometria
do espaço-tempo de Kerr:

ξ3 = ξφ =

(
a2C1(r2−2mr+a2)cos2θ+ r(C1r3 +a2C1r+C1)

)
sen2θ

r2 +a2cos2θ
, (5.22)

ξ4 = ξt = − 1
(r2 +a2cos2θ)am

(
a4mC1cos4

θ+a2
(
−2m2rC1 +a2mC1sen2

θ− 1
2

C2

+ r2mC1

)
cos2

θ+ r
(

ra2mC1sen2
θ+(−1

2
r+m)C2

))
. (5.23)

Obs.: C1 e C2 são constantes arbitrárias.

Observe que tínhamos encontrado para a geodésica de Kerr duas simetrias, Eq.(5.8) e
Eq.(5.9), que indicavam grandezas que se conservam ao longo da geodésica. Sabemos que os
objetos conservados estavam associados às coordenadas φ e t, portanto era possível constatar que
dentre as quatro componentes do vetor de Killing em questão, apenas ξ3 = ξφ e ξ4 = ξt seriam
diferentes de zero.

Além disso, é possível mostrar que o tensor de Stackel-Killing descreve o comportamento
de uma classe de grandezas conservadas não triviais quando dado espaço-tempo admite esse
objeto, para o vetor de Killing a grandeza conservada é dada por: Q = pµξµ = pµξµ. Essa
característica acaba por revelar que o tensor de Stackel-Killing está ligado a uma geometria dual.
Esse fato é comprovado quando operamos a hamiltoniana de uma partícula relativística sem spin
num espaço-tempo curvo H = 1

2 pµ pνgµν, implicando na existência de uma grandeza conservada
Q = 1

2ξµν pµ pν, cuja evolução temporal é dada por [21, 24, 25]:

{Q,H} = {pµ pνξ
µν, pλ pρgλρ},

=
2
3

pα pβ pλ
∇(λξαβ) = 0. (5.24)

O comportamento análogo entre a grandeza conservada e a hamiltoniana revela que estas
expressões equivalem a uma relação recíproca entre dois sistemas diferentes [21, 24, 25]. Um
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sistema no qual a hamiltoniana é dada por H e a grandeza conservada é dada por Q e outro
contrário. Ou seja, o invariante geométrico é dado por H e a hamiltoniana é dada por Q.

O aspecto dual ilustrado é conhecido como dualidade geométrica [21, 24, 25]. Na Física
temos vários exemplos de dualidade, correspondência física entre dois sistemas, por exemplo [1]:
dualidade onda-partícula, dualidade do campo elétrico e magnético nas equações de Maxwell
e dualidade entre leis de superfície e leis de volume na teoria holográfica. É precípuo aclarar
que um sistema é dual a outro por manter algumas características simplificadas ou não-triviais
descritas com parâmetros e variáveis diferentes [24].

A dualidade geométrica é esclarecida, pois o tensor métrico é, na verdade, um tensor de
Stackel-Killing de segunda ordem, e vice-versa. Ou seja, o tensor métrico, também, é solução
da isometria estendida ∇(λgµν) = 0 [25]. Sendo assim, a dualidade implica em uma métrica
não-trivial ligada ao espaço-tempo, a métrica dual [24, 25]: g̃µν = ξµν.

Nesse caso, vamos encontrar a métrica dual para o espaço-tempo de Schwarzschild na
próxima seção. Pois a experiência com o vetor de Killing, ξµ, no espaço-tempo de Kerr revelou
que obter ξµν associado a essa métrica não é viável.

5.4 Métrica dual ao espaço-tempo de Schwarzschild

O procedimento realizado para obter ξµ, associado ao espaço-tempo de Kerr mostra
claramente que, para ordens superiores deste objeto, a isometria resultará em um sistema bastante
complexo a ser solucionado. Sendo assim, adotamos a métrica de Schwarzschild com a mudança
de variável u = cosθ para simplicar ainda mais os cálculos. Aproveitamos para anunciar que
fazendo uso pertinente do tensor de Yano-Killing, Y[µν], que surge da expressão ∇(αYµ)ν = 0, é
possível obter ξ(µν), [23], com menos rigor:

ξµν = Y α
µ Yαν. (5.25)

O problema fica simplicado, pois conhecendo as componentes do Yano-Killing é fácil
obtermos sua forma mista (Y ρ

µ = Y ρνgνµ) e contravariante (Y µα = Yνρgνµgρα). Assim, encontrar
o tensor de Stackel-Killing a partir das componentes inversas do tensor de Yano-Killing é viável
para a método analítico. Todavia os cálculos mostraram que o resultado a partir da Eq.(5.25) é
apenas um subconjunto de ∇(λξµν) = 0.

Utilizamos artifícios computacionais para auxiliar o cálculo tensorial do Yano-Killing,
pois foi precípuo checar eventuais trocas de fatores numéricos ao longo do processo analítico.
Deste modo, para a dada métrica, encontramos as componentes do Yano-Killing de segunda
ordem: Y23 =C1r3 =−Y32, sendo C1 uma constante. Respeitando a Eq.(5.25), trabalhamos tais
componentes e obtemos as componentes do Stackel-Killing, sendo elas:

ξ22 =
C2

1r4

1−u2 e ξ33 =C2
1r4(1−u2). (5.26)
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Esse resultado representa a solução do Stackel-Killing obtida da solução do Yano-Killing
de segunda ordem. Entretanto, obtemos, também, a solução do Stackel-Killing obtida da solução
da isometria estendida,

∇(αξµν) = ∇αξµν +∇νξαµ +∇µξνα = 0, (5.27)

e encontramos outras componentes não-nulas do objeto, vide Fig.(11), sendo elas: ξ11, ξ34 e
ξ44. Alertamos que apesar da figura representar as componentes de ξµν por kµν, vamos manter a
apresentação por ξµν.

Figura 11 – A solução geral do Stackel-Killing obtida da isometria, ∇(αξµν) = 0 associada à
métrica de Schwarzschild modificada, u = cosθ.

Fonte: extraída do resultado computacional.

Nesse sentido, para obtermos certa compatibilidade entre ambas as vias de obtenção
do Stackel-Killing constatamos, a partir das componentes ξ11 e ξ34, que a componente Y23 não
poderia ser a única não-nula. De acordo com a análise tensorial, as componentes Y13, Y14 e Y24,
também, deveriam ser não-nulas. Entretanto, o pressuposto não ocorre, já que o Yano-Killing de
segunda ordem obtido é solução única não trivial para a métrica de Schwarzschild.

De acordo com o resultado geral do Stackel-Killing, Fig.(11), temos constatações imedi-
atas. É um tensor com componentes fora da diagonal principal, sendo não-nulas as componentes:
ξ11(r,u), ξ22(r,u), ξ33(r,u), ξ43(r,u) = ξ34(r,u) e ξ44(r,u). Sabemos, também, que existem cinco
constantes envolvidas, (_C1, _C2, _C3, _C4 e _C5), estas serão reescritas como: Ci(i = 1, ...,5).

Lembrando que g̃µν = ξµν, levando em conta o resultado apresentado na Fig.(11) temos
as componentes do tensor de Stackel-Killing associado ao espaço-tempo adotado, logo obtemos
a seguinte métrica dual generalizada para tal espaço-tempo de Schwarzschild:

d̃s
2

=
C2r

r−2m
dr2 +

(−C2 +C4r2)r2

(u2−1)
du2 +(u2−1)r2((C5(u2−1)+C4)r2−C2)dφ

2

+ 2C1(r−2m)r(u2−1)dφdt +
(2m− r)(2(C2 +C3)m−C3r)

r2 dt2. (5.28)
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Note que a presença das constantes Ci(i = 1, ...,5) confere um comportamento generali-
zado para a métrica dual. Podemos afirmar, então, que temos uma classe de métricas duais. Um
resultado importante é que a partir da solução do Stackel-Killing obtida por Holten para métrica
de Kerr-Newmann [25], tem-se:

ds2 = − ∆

ρ2

[
dt−asen2

θdφ
]2
+

sen2θ

ρ2

[
(r2 +a2)dφ−adt

]2
+

ρ2

∆
dr2 +ρ

2dθ
2. (5.29)

Obs.: sendo ∆ = r2 +a2−2Mr+Q2 e ρ2 = r2 +a2cos2θ.

Podemos inferir uma solução do Stackel-Killing de Schwarzschild aplicando o limite de
a,Q indo a zero. Nesse caso, o Stackel-Killing coincide dentro da nossa solução geral para o
subconjunto de constantes C1 =C2 =C3 =C5 = 0 e C4 =−1. Ou seja, o resultado de Holten
[25] (com a,Q = 0):

ξ = ξµνdxµdxν

=
a2cos2θ∆

ρ2

[
dt−asen2

θdφ
]2
+

r2sen2θ

ρ2

[
(r2 +a)dφ−adt]2

− ρ2a2cos2θ

∆
dr2 + r2

ρ
2dθ

2 (5.30)

é um subconjunto da nossa solução geral.

Para provar que um sistema dual pode manter algumas das propriedades do sistema
original, vamos contar com um objeto tensorial conhecido por escalar de Kretschmann. O
escalar de Kretschmann é um invariante geométrico dado pela multiplicação interna entre as
componentes contravariante e covariante do tensor de Riemann K = RµνλβRµνλβ, logo o escalar
de Kretschmann dual é dado por [24]:

K̃ = R̃µνλβR̃µνλβ. (5.31)

Sendo assim, sabemos que para trabalhar com tal objeto é necessário que a métrica dual
apresente inversa, logo a métrica deve ser não degenerada (determinante diferente de zero). Deste
modo, é satisfeita a matriz identidade, Delta de Kronecker δλ

ν, da métrica dual. Tensorialmente, a
condição para uma métrica dual não degenerada é dada por [24, 25]: g̃µνg̃λµ = δλ

ν.

É importante acentuar que o escalar de Kretschmann, além de indicar singularidades
no espaço-tempo, ajuda a comprovar que, de fato, o tensor de Stackel-Killing está associado à
geometria dual. Isso porque é possível encontrar o conjunto de constantes do Kretschmann dual
que permite obter o mesmo resultado para o Kretschmann do modelo original. Vale grifar que o
escalar de Kretschmann para o espaço-tempo de Schwarzschild é dado por [9]:

Kschw =
48m2

r6 . (5.32)
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Verificamos que o formato deste objeto no sistema original é bastante trivial quando
comparado à forma encontrada para o dual. Mesmo com simplificações computacionais, o
invariante geométrico dual apresenta muitos termos, mais de 200 000. Entretanto, a partir da
análise comparativa entre a métrica original, Eq.(4.8), e a métrica dual, Eq.(5.28), obtemos o
conjunto de constantes que permite retornar ao resultado Eq.(5.32), sendo ele: {0} = (C1 =

0,C2 = 1,C3 =−1,C4 = 0,C5 = 0). Esse conjunto, {0}, também, revela de imediato conjuntos
triviais, múltiplos da métrica de Schwarzschild (C1 =C4 =C5 = 0 e C2 =−C3), que satisfazem
o tensor de Ricci dual nulo, R̃µν = 0.

Note que são vastas as possibilidades que a métrica dual oferta. Graças ao aspecto gene-
ralizado que as constantes possibilitam, a métrica dual é capaz de mapear regiões com muitos
comportamentos incluindo resultados não esperados para o sistema original. Para maiores infor-
mações vide [26]. A análise detalhada para tal abordagem será objeto de estudo em uma futura
publicação. Por fim, foi possível constatar que a métrica dual ao espaço-tempo de Schwarzschild
rompe com o aspecto trivial do sistema original.
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Conclusões

Concluímos com o presente trabalho, graças ao formalismo tensorial, que Albert Einstein
pode estruturar seu estudo acerca do espaço-tempo e então formular a Relatividade Geral. Foi
possível observar algumas peculiaridades do cálculo tensorial e, desta forma, notar que há
uma série de objetos matemáticos construídos a partir da geometria do espaço-tempo, objetos
esses como: símbolo de Christoffel, Γα

βγ
, tensor métrico, gµν, tensor de curvatura ou tensor de

Riemann-Christoffel, Rλ
σµν, tensor de Ricci, Rµν e escalar de curvatura, R.

Boa parte desses objetos foram contruídos oportunizando perceber a relação existente
entre os mesmos. Uma relação que claramente foi notada ocorre entre o tensor de curvatura,
o tensor de Ricci e o escalar de curvatura. O tensor de Ricci é fruto de uma contração interna
específica do tensor de curvatura, objeto originado graças a não comutação do operador derivada
covariante ∇α, e o escalar de curvatura ganha gênese a partir da contração total entre o tensor de
Ricci e o tensor métrico gµν.

A construção desses objetos foi importante para melhor compreensão da estrutura do
tensor de Einstein Gµν, que depende de tais objetos, tensor de Ricci, escalar de curvatura e
tensor métrico. Vimos que o tensor de Einstein, também, pode ser representado por um formato
mais compacto, que depende apenas de uma constante κ e do tensor energia-momento Tµν. Essa
relação é o principal resultado de Relatividade Geral, pois deixa claro que o tensor de Einstein
descreve a geometria do espaço-tempo a partir do conteúdo de máteria/energia presente no
mesmo. Ou seja, foi possível relacionar tais grandezas e então concluir que máteria e energia
curvam o espaço-tempo.

Notamos a existência de uma série de peculiaridades acerca do tensor de Einstein, da
constante de acoplamento e do tensor energia-momento. Mostramos como obter a famosa solução
para o tensor de Eisntein nulo, solução de Schwarzschild. Nesse contexto, observamos que o
tensor energia-momento também é nulo. Porém, apenas fora da matéria. Isso porque a solução
de Schwarzschild trata de um campo gravitacional fora da máteria, porém revela que caso
a máteria geradora de tal campo seja comprimida a ponto de ter um raio inferior ao raio de
Schwarzschild, obtido graças a constante de acoplamento, nem a luz será capaz de escapar do
campo gravitacional gerado por tal corpo, fenômeno rotulado por buraco negro.

Ademais, fizemos questão de abordar sobre a precessão do periélio de Mercúrio, um
resultado natural da teoria da gravitação de Eisntein que explica o fato observado na natureza.
Esse resultado está ligado com a abordagem sobre os tensores de Killing. Estes objetos revelam
simetrias não evidentes no espaço-tempo. As simetrias revelam grandezas que se conservam ao
longo da geodésica de uma dada partícula, a presença delas facilita a obtenção da solução de
problemas físicos.
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Vimos que o tensor de Killing, além de revelar essas simetrias, quando dado espaço-
tempo admite esse tensor, ele compõe a estrutura da grandeza conservada. Observamos que o
tensor de Killing apresenta-se no formato simétrico (tensor de Stackel-Killing) ou antissimétrico
(tensor de Yano-Killing). Sobretudo o tensor de Stackel-Killing tem origem distinta do Yano-
Killing, surge como solução para isometrias do espaço-tempo. Entretanto, é possível obter um
subconjunto da solução da isometria, tensor de Stackel-Killing, a partir das componentes inversas
do Yano-Killing. Isso porque, embora esses tensores sejam distintos, existe uma relação entre
tais objetos.

Nesse sentido, é notório que a apresentação acerca dos tensores de Killing é avançada
e leva a uma série de análises, visto que o tensor de Stackel-Killing de segunda ordem está
ligado à geometria dual. Por outro lado, o tensor métrico, também, é solução para a isometria.
Esse aspecto é notado graças às grandezas conservadas, já que a condição de conservação
destas é satisfeita pela presença da isometria. Calculando a métrica dual ao espaço-tempo de
Schwarzschild, conseguimos notar uma compatibilidade entre o nosso resultado e um resultado já
publicado para o obtejo em pauta, vide subseção 5.4. Além disso, encontramos a combinação de
constantes que fazem o sistema dual retornar ao original. As constantes arbitrárias, presentes na
métrica dual, mostraram que tal métrica é capaz de mapear regiões com muitos comportamentos,
incluindo resultados não esperados para o sistema original.

Por fim, sabemos que nos hodiernos faz-se necessário despertar e encorajar futuros
físicos teóricos a contribuir para a evolução da Física. Sendo assim, nosso trabalho foi uma forma
de prestar contribuição ao pressuposto, bem como celebrar o centenário da Relatividade Geral.
Esperamos com ele, pelo menos, ter feito lembrar que o desenvolvimento de teorias como a
teoria da gravitação de Einstein não privilegiam tão somente a expansão da ciência e tecnologia,
mas também a nossa evolução cultural científica.
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