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Resumo

Nesta obra apresentamos o formalismo tensorial da gravitacdo em termos conceituais, analiticos
e, quando necessario, numéricos. Inicialmente oferecemos uma espécie de nivelamento acerca
do célculo tensorial e aspectos histéricos da teoria da relatividade de Einstein, no intuito de
apresentar ao leitor uma visao mais palpdvel do tema da nossa pesquisa. Na sequéncia, abrimos
caminho para operar o principal tensor da relatividade geral, o tensor de Einstein. Mostramos
que este objeto guarda um dos resultados mais relevantes desta teoria. Trabalhamos tal objeto a
fim de reproduzir a famosa solu¢do de Schwarzschild. Ademais, sabendo que a gravitacdo de
Einstein € uma teoria com respaldo experimental, consideramos crucial relembrar que esta teoria
¢, naturalmente, compativel com a precessao do periélio de Mércurio. Esse resultado, além de
validar a teoria em pauta, oportuniza a abordagem acerca de simetrias do espaco-tempo. Mostra-
remos que tais simetrias estdo intimamente ligadas aos tensores de Killing. Podemos antecipar
que tais objetos revelam simetrias ocultas no espaco-tempo e sao cercados de peculiaridades,

muitas das quais sdo reveladas neste trabalho.

Palavras-chave: Relatividade Geral. Tensores. Métrica dual.



Abstract

In this work we present the tensor formalism of gravitation in conceptual, analytical and, when
necessary, numerical aspects. Initially, we offer a kind of tutorial about the tensor calculus and
historical aspects of Einstein’s theory of relativity, to present to the reader a more real view of the
subject of our research. In the following, we opened way to operate the main tensor of general
relativity, the Einstein tensor. We show that this object holds one of the most significant results
of this theory. We work such object to reproduce the famed Schwarzschild solution. Moreover,
knowing that Einstein’s gravitation is a theory with experimental support, we consider crucial
to remember that the theory is compatible with the precession of the perihelion of Mercury.
This result, in addition to validating the theory in question, gives an opportunity to approach
about symmetries of space-time. We show that some symmetries are closely linked to the Killing
tensors. We can anticipate that such objects reveal hidden symmetries in space-time and are

surrounded by peculiarities, many of which are disclosed in this work.

Keywords: General Relativity. Tensors. Dual metric.
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Introducao

O presente trabalho trata de aspectos conceituais, analiticos e computacionais relacio-
nados com a aplicagdo do célculo tensorial em problemas fundamentais da gravitacdo. Sabe-se
que no periodo de génese da teoria da gravitacdo de Einstein, poucos membros da comunidade
cientifica compreendiam tal teoria, tamanha abstragcdo. Ou por causa das conclusoes inesperadas
dessa teoria, inesperadas gracas ao comodismo da nossa realidade a baixas velocidades e longin-
qua dos corpos com magnitudes solares. Aos poucos o cendrio de incompreensao foi mudando,

porém ainda hoje muitos estdo alheios ao conhecimento, mesmo superficial, de tal teoria.

Nesse sentido, o intuito primordial do trabalho € servir como um informativo acerca de
mindcias ligadas a famosa teoria da gravitacdo de Einstein. Deste modo, € oportunizado que
um nimero maior de individuos possam depreender tal teoria e, porventura, possa despertar o
interesse dos leitores para trilharem essa linha de pesquisa e/ou correlatas. Ademais, pelo fato do
formalismo ligado a teoria da relatividade geral servir de suporte a compreensao de teorias mais
avancadas como, por exemplo, a teoria quantica de campos, nosso trabalho configura-se como
um contato inicial aos académicos que ja se identificam com estas linhas tedricas de pesquisas.
Sendo assim, podemos contribuir a divulgacao, forticacdo e a evolugdo da ciéncia fundamental,

uma das maiores responsaveis pelo desenvolvido tecnolégico.

O trabalho estd organizado em capitulos, se¢des e subsecdes. No primeiro capitulo o
leitor € apresentado formalmente ao que vem a ser a teoria da gravitagdo de Einstein. Ja no
segundo capitulo temos trés secdes focadas na apresentacao do formalismo tensorial usado
na relatividade geral. O terceiro capitulo, também, estd dividido em trés secdes dedicadas a
construcao do tensor de Riemann, objeto que da origem a outros dois tensores, o tensor de Ricci
e o escalar de curvatura. Estes ultimos objetos e o tensor métrico, visto no segundo capitulo,
compdem a estrutura do tensor de Einstein, tema trabalhado no quarto capitulo. Esse tensor
descreve o principal resultado da gravitagdo de Einstein. Neste capitulo apresentamos uma secao
dividida em duas subse¢des dedicadas a recuperar a solucdo famosa para o caso do tensor de

Einstein nulo, a solu¢ao de Schwarzschild.

No quinto e ultimo capitulo apresentamos o conhecimento prévio para tratar sobre os
tensores de Killing, soluc@o para as isometrias do espago-tempo. Nesse intento, precisamos
compreender primeiro sobre as simetrias presentes ao longo de geodésicas, esse tema tem ligagdo
com a famosa precessdo do periélio de Mércurio, um resultado, particularmente, importante
para a teoria de Einstein. Por isso, dedicamos a primeira secao desse capitulo para abordar o
pressuposto. Nas trés dltimas se¢des esclarecemos detalhes sobre simetria, isometria e métrica
dual, apesar de serem temas distintos estdo intimamente relacionados, gragas aos tensores de
Killing.
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1 Visao superficial da teoria da gravitacao

de Einstein

Tendo em vista a importancia, tanto tecnolégica como intelectual, da teoria da gravitacao
de Einstein, é vdlido mergulharmos sobre as linhas da teoria da relatividade de Einstein (teoria

da gravitacdo) para alcancar uma visualizacao mais palpavel do tema da pesquisa.

Aproveitando o ensejo, € precipuo acentuar que muitas previsdes tedricas no campo
da ciéncia, devido a limitacao tecnoldgica, antecedem as experimentais exemplo nitido disso
¢ a existéncia do Boson de Higgs, que resultou no Nobel da Fisica de 2013. A descoberta das
antiparticulas, por Dirac, € outro exemplo da teoria antecedendo o experimento que também
levou ao Nobel [1]. Muitas delas, hoje, tém relevancia reconhecida, porém, de inicio eram
taxadas como "sem utilidade" ou absurdas, pois ultrapassavam o nivel imaginativo do nosso

Senso comum.

Um grande exemplo disso € a teoria da relatividade de Einstein, as conclusdes resultantes
dela (a contracdo do espago, a dilatacdo do tempo, a unido do espago e tempo, simultaneidade é
relativa e o tempo nao € absoluto (2, 3, 4, 5, 6, 7]), por serem mais perceptiveis em escalas de
massas astrondmicas e velocidades proximas a da luz, fogem da nossa percep¢ao e nos parecem
conclusdes absurdas. Mas, a aplicacao de tal conhecimento estd presente no nosso dia a dia, o
Sistema de Posicionamento Global - GPS ¢ um exemplo. Este precisa do uso da relatividade para
corrigir a passagem de tempo, pois nos satélites o tempo passa mais devagar do que na superficie

terrestre [3, 6].

A génese da relatividade de Einstein ajudou a derrubar a suspeita de que a descri¢do do
universo estava completa. Essa suspeita surgiu gracas ao sucesso das grandiosas leis formuladas
no passado, porém mal sabiam que a Fisica Cldssica ja apresentava "fissuras" em seus alicerces.
E assim, as teorias da Mecanica Quantica e a propria teoria da relatividade nasceram do intuito
de solucionar e entender os enigmas que assombravam a Fisica Classica (Por que as Equagdes

de Maxwell ndo obedeciam ao principio da relatividade newtoniana?) [3, 5, 7, 8].

Einstein, reavaliando as ideias acerca do espaco e tempo, conseguiu resolver tal enigma
[2, 4,7, 8], e com seus dois postulados (1-Postulado da relatividade e 2-Postulado da velocidade
da luz) mostrou que a relatividade newtoniana ndo estava totalmente correta [2, 3, 5, 6, 7].
Sua teoria fornece resultados corretos a todas as velocidades possiveis e torna as Equagdes de
Maxwell invariantes e, ainda, previa muitos efeitos estranhos a primeira vista. Porém, o que vem

a ser essa famigerada relatividade?

A relatividade € uma drea da Fisica preocupada em estudar a medi¢do correta de eventos

(acontecimentos ou pontos do espaco-tempo). Tenta responder quando e onde ocorrem esses



Capitulo 1. Visdo superficial da teoria da gravitagdo de Einstein 13

eventos e qual a distancia que os separa no espacgo e no tempo [3, 6]. Trata da relac@o entre os
valores medidos em referenciais que estejam se movendo um em relagdo ao outro. A teoria da
relatividade € composta por duas teorias bem diferentes: a Relatividade Restrita e a Relatividade
Geral [3, 9].

A Relatividade Restrita (1905) apresenta o termo "restrita" para acentuar o limite de sua
aplicacdo, somente em referenciais inerciais (em repouso ou a velocidade constante, nenhum
sistema acelerado € um referencial inercial), isto €, onde as Leis de Newton sao validas. O nivel
matemadtico para demonstri-la é facil, quando comparada a exigéncia matematica da Relatividade
Geral [3]. Isso porque a Relatividade Geral opera em qualquer referencial, seja acelerado ou ndo,
e leva a uma nova formulacdo dos efeitos gravitacionais. Logo, o rigor matematico € maior, mais

abstrato e profundo, sendo necessaria a anélise tensorial para ser compreendida [9].

E importante aclarar que a Relatividade Restrita ndo € foco deste trabalhado. E necessario
a compreensao do formalismo tensorial para observar peculiaridades da teoria da gravitagdo de
Einstein. Sendo assim, o préximo capitulo tem como intuito apresentar caracteristicas tensoriais

relevantes a depreensdo do estudo de Einstein acerca da estrutura do espaco-tempo.



14

2 Peculiaridades introdutorias do calculo

tensorial

Com o passar dos tempos a teoria da relatividade newtoniana cedeu lugar a teoria
da gravitacao de Einstein (teoria da Relatividade Geral). A evolucdo do formalismo vetorial
acompanhou tal processo, pois um novo cendrio estava em pauta: espacos curvos associados a
equacoes diferenciais nao-lineares. Nesse sentido, com o desenvolvimento do célculo tensorial

foi possivel abrigar o ambiente de estudo de Einstein, o espago-tempo.

Nesse caso, como a teoria da gravitacdo € descrita em termos de tensores € imperativo
a compreensao da natureza vetorial. Todavia, as mindcias acerca dos vetores ndo compde a
pauta do presente trabalho. Um exemplo do pressuposto é que a compreensdao das componentes
contravariante e covariante dos tensores, a saber, depende de um grau de entendimento sobre os
vetores. Deve ficar claro que a compreensao vetorial antecede a tensorial, jd que os tensores sao

objetos matemdticos de generalizagcdo de vetores [9, 10].

Devido ao amplo campo de atuag@o dos vetores, hd diversas defini¢des para tais objetos.
A definicdo mais comum é: vetores sdo uma representacdo matematica de quantidades que
apresentam, basicamente, magnitude (mddulo), direcdo e sentido, tal como velocidade e forga.
Porém, também, podemos definir vetor como um tensor de primeira ordem (A% ou Ag), isso
porque os tensores possuem "n" ordens. Um tensor de ordem zero (A?), por exemplo, nada mais
€ que um objeto escalar, isto €, s6 possui magnitude (médulo). Portanto, objetos escalares e
vetoriais sdo tensores, porém apresentam ordens distintas. Deste modo vetores e escalares sao

subconjuntos dos tensores [10].

Sendo assim, tensor € um objeto matematico que possui N componentes no espago,
N representa o nimero de dimensdes do espaco e m € a ordem do tensor - nimero de indices.
Sendo assim, os tensores, também, generalizam o conceito e a forma geométrica de matriz. Uma
forma para ilustrar o pressuposto € considerar, por exemplo, um tensor de segunda ordem A,
o,B =1, 2 e3 em um espago tridimensional. A representacdo matricial deste objeto conteria
(3%2 = 9) 9 niimeros, ou seja, uma matriz de trés linhas e trés colunas (fazendo uso da linguagem

da dlgebra linear, temos uma matriz com 9 entradas aqp).

Ademais, é importante termos em mente, que 0s vetores e, consequentemente, 0s tensores
sdo objetos com componentes que se transformam entre sistemas de coordenadas de modo
especifico e previsivel, fato crucial a Relatividade Geral. Essa reflexao permite-nos notar que
os vetores podem ter mais de um tipo de componentes e, esses diferentes tipos de componentes
sdo definidas a partir do seu comportamento em transformacao de coordenadas. Nesse sentido,
fazemos a seguinte pergunta: O que acontece com um vetor quando ocorre uma mudanga de um

sistema de coordenadas de S para S’?
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A resposta € simples, nada acontece com a natureza do vetor quando ocorre mudanca
de sistema de coordenadas. O que pode diferir sdo suas componentes. Um modo analogo de
notar o pressuposto € o que sucede com objetos escalares. Ao medir a temperatura equivalente
a zero graus Celsius ou trinta e dois graus Fahrenheit, s6 ha mudanca de escala (*sistema),
mas o grau de agitagdo das moléculas (*natureza) € o mesmo para ambos sistemas [10]. Sendo
assim, de certo modo, essa caracteristica contribui positivamente a relatividade de Einstein (trata,
basicamente, da relacdo entre os valores de objetos tensoriais medidos em referenciais que

estejam se movendo um em relacao ao outro).

2.1 Componentes e transformacgdes de tensores

As componentes de um dado vetor sdo resultados das projecdes do vetor em relagdo a
um sistema Cartesiano, por exemplo. Falar de componentes de vetores implica em componentes
covariantes e contravariantes. E comum obter tais componentes, porém, muitas vezes, a obten¢ao
¢ feita "as cegas". Pois a familiariza¢do quanto aos termos faz-se presente quando o conhecimento

sobre vetores ndo ¢ meramente superficial.

As componentes covariantes de um vetor A em um plano Cartesiano sdo A, e Ay, surgem
de proje¢des perpendiculares do vetor A em relacdo ao eixo x e y. J4 as componentes contravari-
antes de A sdo resultados de projecdes paralelas e o indice € super-escrito. Por exemplo: A* e A”.
A Fig.(1), a seguir, favorece a observagdo das componentes covariante e contravariante de um

dado vetor.

Sistema de Coordenadas (Nao—- Ortogonal)

Bl | = Componentes Covariante do vetor ?
: ~ *projecdo perpendicular

— Componentes Contravariantedo vetor ?
*Projecdo paralela

Figura 1 — Componentes contra e covariante [11]



Capitulo 2. Peculiaridades introdutdrias do cdlculo tensorial 16

A titulo de esclarecimento, A = A,i+A,j pode ser representado por A; = (A, ou
Ay) = (Aj ou Aj). Assim, podemos afirmar que os indices contém informagdes a respeito das
componentes dos vetores. Como vetor é um caso particular de um tensor, a mesma consideracao

¢ vdlida para os tensores.

A relevancia da nogdo de covariancia e contravariancia € confirmada na lei de transfor-
macao dos tensores. Os tensores podem ser submetidos a mudangas de sistema de coordenadas
de S a ¥, nesse caso, por exemplo, 0 objeto A%B torna-se A’®. Como AP ¢ um objeto tensorial,

. s . . / /|
é obrigatdrio o mesmo apresentar o seguinte comportamento: A’ ap — %%AW‘ [9, 10].

Todo objeto tensorial deve satisfazer o comportamento exemplificado de S a 8, lei de
transformacao, do contrdrio ndo serd um tensor. Para aclarar ainda mais essa lei observe a Fig.(2)
e veja na pratica a forma geral de definir um tensor de primeira ordem. Podemos expandir a
transformacdo de coordenadas para tensores de ordens superiores, bem como para tensores
mistos — tensores que apresentam indices contra e covariantes. Veja a ilustracdo do pressuposto
nas Figs.(3 e 4).

Tensor covariante de
12 ordem

Tensor contravariante
de 12 ordem

y oz* 9z Tensor covariante de

I Y e 22 ordem

Tensor misto de
22 ordem

Figura 4 — Defini¢cdo de um tensor misto de 2% ordem [11]

De acordo com as Figs.(2, 3 e 4) podemos notar que o nimero de indices, além de
indicar a ordem do tensor, revela o nimero de derivadas parciais presentes na transformacao de

coordenadas do objeto em questao.

Como ja conhecemos as componentes covariante, contravariante e mista dos tensores

podemos aproveitar essa se¢do para apresentar operagdes elementares entre os tensores. A
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caracteristica simétrica e antissimétrica de tensores serd notada varias vezes no decorrer do
trabalho, bem como os exemplos de multiplicacdo que podem ser acompanhados na Fig.(5) a

seguir.

OPERACOES ELEMENTARES ENTRE TENSORES

soMA RN

SUBTRACAO PE/ENydE L

SIMETRIZACAO ANTISSIMETRIZACAO

ij:sz' T;; = _T_‘fi

1
(Hij + Hjs) Tij = 5(Ti = Tjn)

MULTIPLICAGAO MULTIPLICACAO
EXTERNA INTERNA

FiEF = M} B Ay, = Dij, = D},

i _ qi =T
e Dim = Sipam CijkFio, = Ejiim = Eikim

1,

Figura 5 — Simetrizacdo, assimetriza¢io e multiplicacio de tensores [11]

Note que na multiplicag@o externa o produto final € um tensor com ordem igual a soma
do nimero de indices envolvidos na operacdo. Ja na multiplicacao interna o produto final é
um tensor com ordem inferior a soma do nimero de indices presentes na operacdo, ocorre
um somatdério dos indices covariante e contravariante iguais. Essas operacoes, de certa forma,

explicam o surgimento do tensor de Ricci e o escalar de curvatura, a saber.

Ap6s a apresentacdo das operacdes elementares entre tensores, finalizamos essa se¢do
enfatizando que a natureza tensorial dos objetos é preservada quando ocorre mudanca de sistema
de coordenadas, como ja alertado no capitulo 2. Entretanto, uma pergunta fica nas entrelinhas,
existe uma relagc@o entre as componentes contravariante e covariante de um mesmo tensor? A
resposta € simples: depende da estrutura do espaco temporal e pode ser conferida na préxima

secao.
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2.2 Espaco métrico e conversao entre componentes tensoriais

Podemos denominar espaco como um conjunto de variaveis continuas independentes
de todos os pontos representados por: a2, N = {x*}, sendo u =1, 2,..., N. Ademais,
sabemos que € possivel descrever o espago x* em outro conjunto de varidveis X', caso analogo ao
exemplificado na subse¢do 2.1. E, novamente, fica claro que ao realizarmos uma transformacao
de x* — x¥ ndo perderemos nenhuma informagio do espaco, o que muda sdo as componentes.
Todavia, podemos recupera-las fazendo o uso da transformagio inversa x’* — x* (transforma-
¢Oes biunivocas). A descricdo de um espacgo e o conjunto de todas as suas transformacoes é

conhecida como Geometria [12].

H4 espacos nos quais o conceito de vetor (U), simplesmente, ndo existe. Isso ocorre
quando as componentes covariante (Uy) € contravariante (U%) existem separadamente, logo
ndo apresentam um vinculo. O "palco" que abriga esse tipo de situagdo é chamado de "Es-
paco Afim" [12]. Por outro lado, ha espacos, "Espacos Métricos", que permitem a existéncia
do conceito de vetor (U), onde as componentes covariante e contravariante nao existem de
forma independente, dessa forma apresentam um vinculo capaz de tornd-las como grandezas

equivalentes [12].

Sendo assim, de fato hd espagos que permitem a conversao de um objeto covariante a sua
forma contravariante e vice-versa. Essa transformacio sempre ocorrerd em um mesmo sistema
de coordenadas [10]. Ou seja, ndo implica em uma transformacao de sistema de S para S'. Para
realizar tal conversdo, basta fazermos uso adequado do tensor métrico, g,v. Devido a relevancia
desse objeto tensorial a gravitacdo de Einstein, construimos uma subse¢do dedicada somente a

apresenta-lo mesmo que brevemente, vide subsecdo 2.3.

Para melhor compreensdo quanto a transformagao de um objeto covariante em contrava-

riante e vice-versa acompanhe a Fig.(6) a seguir.

)

Contravariante em Covariante

S

| tensor métrico |

Figura 6 — Exemplo bésico do tensor métrico em agdo [11]

Logo, para existir um vetor, um tensor, é preciso existir um vinculo entre suas compo-
nentes covariante e contravariante, e isso s6 ocorre em um espaco métrico. A préxima subsecao
presta informagdes acerca do tensor métrico, no intuito de evitar uma lacuna que comprometeria
a evolucao do trabalho, pois os demais objetos, a serem apresentados, dependem do tensor

métrico, direta ou indiretamente.
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2.3 Tensor métrico

O tensor métrico, g,v, basicamente, funciona como um operador para elevar e abaixar
indices dos tensores. Boa parte dos raciocinios da relatividade de Einstein dependem do auxilio
do tensor métrico. Para entendermos melhor a fun¢do desse tensor imagine dois pontos separados
por uma distancia infinitesimal (ds). Esses dois pontos formam um vetor d7. Logo o quadrado do
diferencial elementar de comprimento pode ser escrito como: ds*> = d7- d¥. O vetor d7 pode ser
reescrito em termos das componentes contravariantes e vetores de bases coordenadas, ¢, (e.g.,
dr = e,dx"). Logo, temos [10]:

ds* = (dF-d7)
= (Z,,dx"-e_{,dxv)
= (éy-ev)dxt'dx
= gudx'dx". (2.1)

Recorrendo 2 geometria euclidiana sabemos que ds®> pode ser escrito como: ds® =
& jdx'dx) = dx? +dy? + dz* (obs.: para melhor compreensio do objeto §; ; vide subsegdo 3.3).
Essa expressdo é um caso particular da geometria métrica representada por ds” = guvdx*dxY,

apresentada na Eq.(2.1).

Para um espaco euclidiano, as componentes g, em coordenadas Cartesianas sao dadas
por: g = (1,1,1), jd em coordenadas esféricas g, = (1, r2, r?sin®@). Para um espago pseudo-
euclideano, espago-tempo de Minkowski, as coordenadas Cartesianas sdo (ct, x, y € z), € O

sistema de coordenadas de Minkowski é dado por: (x*) = (x%, x!, ¥2, x*) = (ct, x, v, 2).

O quadrado do elemento de linha do espago-tempo de Minkowski para a assinatura da
métrica (4, —, —, —), é ds*> = c2dt> — dx* — dy* —dz* e, para (—,+,+,+), é ds*> = —c?dt* +
dx? + dy* + dz*. Note que na assinatura da métrica apenas a coordenada  apresenta sinal oposto
as demais. Quando a coordenada ¢ € positiva as demais serdo negativas. O contrario também
vale. Podemos escrever essa métrica na forma tensorial, ds”> = Nuvdx*dx", sendo que M,y € a
componente covariante do tensor métrico de Minkowski. A titulo de esclarecimento, como 1,y €
um tensor de segunda ordem ligado a um espaco-tempo quadrimensional (4> = 16 componentes),
teremos um matriz com 16 entradas, que representam as componentes de tal tensor. A matriz

formada por 1,y em um espaco de quatro dimensdes, para ¢ = 1, € dada por [9]:

1 0 0 0
0 -1 O 0 )

N = 0 0 1 ; com a assinatura:(+, —, —, —). (2.2)
0 O 0 -1

Quando se trata de espagos riemannianos as componentes do tensor métrico representam

a solucdo para uma dada geometria do espaco-tempo, obtida a partir do tensor de Einstein
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G, a saber. Por exemplo, uma das solu¢des mais famosas para o caso G,y = 0 € a solugado
de Schwarzschild. Com base em coordenadas esféricas, (ct,r,0,0), levando em conta outra

assinatura da métrica (—,+,+,+), tal solugdo é dada por:

2m* 2mx* -1 2 2 9
gv=|—|1——), (1—— , ", r'sen”® |, (2.3)

r r

sendo que m* = % ¢ chamada de massa geométrica, apresenta unidade de comprimento.

Lembramos que esta explicacdo em torno do espaco riemanniano configura-se como um
mero prendncio de uma das principais pautas do presente trabalho. Ademais, as subsecdes a
seguir tratam dos tensores que compdem o principal tensor da gravitagdo. Sendo este o tensor
de Einstein, Gy, que descreve a geometria do espaco-tempo em termos do contetdo de energia
e momento. Serd possivel notar que os objetos tensoriais que estruturam o comportamento de
G,v dependem do tensor métrico. O primeiro a ser abordado € o tensor de curvatura ou tensor de

Riemann. No capitulo a seguir mostramos a constru¢do deste objeto.
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3 Derivada covariante e tensor de curvatura

3.1 Derivada covariante

A derivada covariante é uma maneira de diferenciar um vetor ou um tensor de ordem
superior, que considera os provaveis efeitos de mudanca na magnitude e dire¢do dos vetores de
bases matematicamente, representam "palmos" dos vetores no espago, apontam ao longo dos
eixos de um sistema de coordenada e podem ser descritos em um outro sistema de coordenadas

por meio de derivadas parciais usadas para gerar novos tensores [10].

A derivada em questdo € rotulada por derivada covariante (V). Sua aplicacdo estd
presente desde espacos euclideanos até espacos curvos riemannianos da Relatividade Geral.
Portanto, estd ligada ao conceito de transporte paralelo, ou seja, transportar um vetor sem
provocar mudanga na magnitude e direcdo. A importancia de tal transporte estd no fato de
possibilitar a combinacdo e comparacao de vetores expressados em distintas localizagdes ligadas

pelo mesmo espago.

Dessa forma, a derivada covariante ajuda generalizar o conceito de transporte paralelo,
pois em espagos curvos € dificil cumprir a exigéncia do mesmo. Por conseguinte, nesses espacos
o conceito de transporte paralelo passa ser definido como sendo o transporte pelo qual a derivada
covariante € igual a zero. Entretanto, uma pergunta estd no ar, qual seria a trajetdria pertinente a
cumprir a exigéncia do transporte paralelo em um espaco curvo? Uma trajetdria geodésica, curva

de menor comprimento que liga dois pontos no espago, permite o €xito do intento pressuposto.

O conceito de derivada covariante € crucial na constru¢do de um dos principais tensores
da teoria da gravitacao de Einstein: o tensor de curvatura ou tensor de Riemann-Christoffel ou,
simplesmente, tensor de Riemann. Visando facilitar o entendimento do processo de uma derivada
covariante, criamos duas ilustragdes. Acompanhe a Fig.(7) e veja que a derivada covariante é
composta de dois termos: o primeiro € uma derivada parcial e o segundo envolve o simbolo de
Christoffel (conexao métrica FLB), responsavel por descrever mudangas nas bases do vetor ou

tensor.

Observando a Fig.(7), notamos a importancia da conexao métrica FLB. Dependendo do
comportamento dessa conexao € possivel que a derivada covariante de algum objeto tensorial
gere um novo tensor. Por isso, a seguinte afirmagdo "a derivada covariante gera novos tensores"

¢ valida quando a conexao possui o comportamento do simbolo de Christoffel, como se segue:
1
be = Egad (0b&dc +9c8ab — Oagic) - (3.1)

Os indices a, b, ¢ e d na expressao Eq.(3.1) foram usados no intuito de facilitar a

compreensao quanto a comportamento e posicdo de cada indice dentro da estrutura da expressao.
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Poderiam ser quaisquer outros, por exemplo: i, j, k e [. A Fig.(7) também ilustra o fato do
simbolo de Christoffel ndo ser um tensor, pois nao satisfaz a lei de transformacdo dos tensores

vista nas Figs.(2, 3 e 4).

Algumas consideracoes:

A Derivada Covariante

Construcao da Derivada Covariante podensensimbolizada

de duas formas
e _. B=p - t=1,2e3

i ~—\ _,
"Zv\ K\_\ vj(.’ (& = IkJ) (’I
- i‘ (? (-»llﬂ -+ :12(’?3 + :13(%) 9] (,*l;(j;) Derivada parcial Conexiio
dxI dx? - Oad Simbolo de

1 -
Christoffel T = 5-(/("1 (Os9dc + Ocar — Oagoc)

d(A'é;) m‘)~+10ﬁ)
dxi  dxI ' oz

e _ 9z’ 9z¢ 9zt _, Oz 9z° 2’
be T 9z 92 9z’ 4 9’ 9a'c Jxidze |

Transformando o Simbolo de
Christoffel de um sistema S
para S. Poderia ser um
Tensor se ndo tivesse o
segundo termo.

Assim, a derivada covariante gera novos tensores:

- ] /
01 vj("li):.a.1 at 1 F” = 1HL.
Derivada parcial Conexdo = dri QI

V;(A'e;

A Derivada Covariante é diferente da Derivada Parcial. - 0 1' k i
A partir da construgao feita, note que a derivada Vj(:l"") 4 = Llj
covariante apresenta termo com derivada parcial e al =

outro com conexao.

Figura 7 — Derivada covariante [11]

Outra caracteristica ainda ndo esclarecida € que, ao contririo das derivadas parciais,
as derivadas covariantes ndo comutam. Por exemplo, ao trocarmos a ordem dos indices nas

derivadas parciais ndo alteramos o resultado, por exemplo:

V. oV N r*V. PV
oxBaxY  9xYoxP oxPaxY  ox¥oxB

=0. (3.2)

Note que nesse exemplo fizemos uma permutagio dos indices e y e essa permutacéo
ndo alterou o resultado. J4 em relacdo as derivadas covariantes, uma simples permutacdo de
indices altera os resultados, pois gera termos diferentes, logo, ndo serdo anulados. Gragas a essa
peculiaridade da derivada covariante surge o tensor de curvatura (RQHV), que serd tratado na

proxima secao.
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3.2 Tensor de curvatura

O tensor de curvatura ou tensor de Riemann-Christoffel, Rﬁ[#v} , € um objeto tensorial de

quarta ordem, antissimétrico nos dois tltimos indices descrito por:

RY =0T, — 0, + TS Ih, —T& N (3.3)
sendo 3 3
a‘u = w € oy = w (34)

Esse objeto descreve a curvatura do espago-tempo tendo ele um ndmero qualquer de
dimensodes [13]. Surge gracas a uma peculiaridade do operador derivada covariante, que foi
esclarecida na se¢do anterior. Para construir esse objeto consideramos: Vy Vg, # V,Vsy. Sabemos
que a derivada covariante de um tensor pode gerar um novo tensor, podemos considerar que

Vy Vo, gera um tensor Vg,y. Sendo assim, podemos reescrever Vy Vg, # V,Vgy como:

Vow # Vowu — Vouv — Vovu # 0

Vouw — Vovu = Rhy  Va (3.5)

tensor de curvatura

A constru¢do do objeto em pauta pode ser acompanhada nas Figs.(8 a 10) a seguir.

_L Tensor de Curvatura

aVv;
P

Figura 8 — Construgdo de Vig.y = Vogy [11]
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Figura 10 — Construgdo do tensor de curvatura Vi,g — Vg = R3g. Vo [11]

ofyy

De fato conseguimos obter o comportamento do tensor de Riemann a partir da ndo comu-
tatividade da derivada covariante de um tensor de segunda ordem covariante, como mostram as
Figs.(8 a 10). O tensor de curvatura é responsdvel pela génese de dois objetos tensoriais importan-

tes para a relatividade, o tensor de Ricci e o escalar de curvatura. Na préxima se¢ao abordamos a
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construgdo de tais objetos que dependem de uma operacdo semelhante, a multiplicacao interna

entre tensores, vista na secdo 2.1.

3.3 Tensor de Ricci e escalar de curvatura

Nessa sec@o serd necessario introduzir uma nova operagao entre os tensores chamada
Contragdo Interna para construir o tensor de Ricci. Essa operacdo depende de um novo objeto
chamado Delta de Kronecker e representado por: 8‘*. O Delta de Kronecker surge do produto
interno entre as componentes do Tensor Métrico (e. g gHBg”O‘ Sg andlogo ao produto de uma
matriz pela sua inversa) e opera de acordo com as seguintes condi¢oes:

1 se . = 3 — ndo anula o objeto estiver acompanhado

5 = . . ’ (3.6)
0se oo # B — anula o objeto que estiver acompanhado.

Com esse objeto podemos obter o tensor de Ricci R,y a partir de uma contrac¢do interna

do tensor de curvatura (Réyv) nos indices A e u. Veja:

A
Rc,uv&u = [ lesx} + [ GZVSK} +
\ﬁ/—/ \ﬁf—"
S R%, 80+ . 8 5
le 1 clv®2 (52V 62\/
Sl o~ SVl
0=B, 6=1 op,o=0 B =0 0B, 5=0  oa=p,o=1 7B =0
= [Rclv] + [Rczv] + ..
= Rov. (3.7)

Sendo assim podemos afirmar que o tensor de Ricci € a forma reduzida do tensor de

Riemann, logo temos [9]:
Rov = Rlclsyv = g'uaRocGuv- (3.8)

Para obter o escalar de curvatura, R, basta realizar a multiplicacdo interna pertinente

entre o tensor de Ricci e o tensor métrico, conforme apresentamos a seguir:

R = g% Rgy. (3.9

Como podemos ver o escalar de curvatura surge de uma contragao total dos indices do
tensor métrico com os do tensor de Ricci. A importancia destes objetos, tensor de Ricci e escalar
de curvatura, estd no fato dos mesmos comporem a estrutura do tensor de Einstein, Gy, 0s

detalhes ligados a este objeto tensorial serdo vistos no préoximo capitulo.
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4 Tensor de Einstein

Graga aos objetos tensoriais, Einstein conseguiu formular uma expressdo tensorial,
descrita pelo tensor de Einstein Gy, para obter informagdes acerca da geometria do espago-
tempo. Basicamente, € possivel afirmar que o tensor de Einstein apresenta dois formatos: um
dos formatos depende, explicitamente, do tensor de Ricci, do tensor métrico e do escalar de

curvatura, veja a seguir:
1

G,uV :R#V_Eg,uVR (4.1)

O outro formato para o tensor de Einstein sintetiza o principal resultado da Relatividade

Geral: a relagdo entre geometria e matéria/energia. Isso porque o tensor G,y pode ser descrito
em termos do tensor de energia-momento, 7y, objeto que armazena informacdes acerca das
propriedades fisicas da distribui¢do da matéria [9]. Todas essas informagdes estdo sintetizadas

na famosa equacdo de Einstein da Relatividade Geral:
G,UV — KT,UV' (4.2)
Gragas a constante de acoplamento ou constante gravitacional de Einstein [13], k = 82_‘—40,
que depende da constante de gravitacdo universal G, os resultados da relatividade de Einstein

podem retornar aos da gravitagdo de Newton. Nesse sentido, podemos afirmar que a teoria da

gravitacdo de Einstein € uma generalizacdo da gravitagdo de Newton.

Observando a Eq.(4.2), sabemos que G,y = 0 implica em 7,y = 0, indica que o local do
espaco-tempo analisado ndo apresenta energia € nem momento, isto €, s6 ha geometria neste
ponto do espaco-tempo. Essa geometria s6 poderd ser plana quando a localizacdo do ponto
escolhido tender ao infinito em relagdo a matéria (e.g., quando g,y = My, tensor métrico igual
ao tensor métrico de Minkowski, 1y, representa espaco pseudo-euclideano, isto € plano). Caso
contrdrio a geometria sera curva. Isto €, quando tomarmos um ponto do espaco-tempo préximo
(vizinhanga) a uma matéria, a geometria € curva (e.g., guv 7 Muv), POis a matéria/energia curva o

espaco-tempo.

Observamos outra consideragao a partir de 7,y = 0. Definitivamente, o ponto do espago
que estd sendo analisado ndo estd sobre uma matéria/energia, do contréario 7,y # 0. Nesse
sentido, podemos afirmar que para cada matéria ha um tensor de energia-momento associado e
ao tomarmos um dado ponto no espaco-tempo, o resultado de 7,y € importante, pois indicard a

presencga ou nao de matéria/energia naquele ponto de anélise.

Também, € possivel provar que G,y = 0 leva a R,y = 0. Considerando a Eq.(4.1) igual a

zero, em quatro dimensoes, temos:
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1
Guv =Ry — Eg,,\,R =0 (4.3)
R
= "Ry —g"gw 5=0
S—— =
R 4

R
= R—4-=0

2
= —2R=0 4.4)

Substituimos R = 0 na Eq.(4.1) e obtemos:

0
~=
R

2

Antes de darmos sequéncia, sabemos que G,y apresenta cardter essencialmente geo-
métrico, pois depende somente de g,y € suas derivadas. Sabemos, ainda, que a curvatura de
um espaco € uma caracteristica propria do espago, entdo independe de um peculiar sistema de
coordenadas no qual podemos expressar g,y. Nesse caso, para um espago ser rotulado como
curvo, € preciso que em pelo menos um ponto do espaco-tempo o tensor RQW ndo seja anulado.
Facamos uma pergunta, qual métrica do espago-tempo curvo seria capaz de gerar R,y = 0= G,y?

A resposta para essa questao € encontrada na proxima secao.

4.1 Meétrica de Schwarzschild

Para encontrar uma métrica do espago-tempo curvo capaz de satisfazer R,y = 0 = Gy

vamos considerar uma métrica esférica espacial geral:

ds* = C(r)dr* 4 r*d6* + r’sen*0d¢* + D(r)dt>. (4.6)

Observe que as fun¢des C(r) e D(r) ndo estdo definidas. Além disso, podemos observar
que as componentes do tensor métrico compdem uma matriz diagonal, cujos valores das entradas

sdo:
g =C(r), gn=r g33 = r’sen’® e ga4 = D(r). 4.7

Nesse sentido, estamos em busca da solu¢do de Schwarzschild, a primeira solugdo

encontrada para o caso de Gy = 0. A métrica de Schwarzschild € dada por:

1 2GM
ds®> = (W) dr* +r?d*0 + r’sen*0d*¢ — (1 —— ) c*dr®. (4.8)
_ c’r
C2r
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Basicamente, a solu¢do de Schwarzschild trata de um campo gravitacional assintotica-

mente plano provocado por uma simetria esférica, estaciondria e estdtica [9].

O processo explicito para obter a referida solugdo foi desenvolvido no presente trabalho.
Tomamos a métrica, Eq.(4.6), e sabendo que o tensor de Ricci depende do tensor de Riemann, que
por sua vez, depende dos simbolos de Christoffel, obtemos resultados compativeis ao software
Maple, acoplado ao pacote GRTensorll. Vale grifar que programas computacionais, como 0s
citados, sdo uteis para operacdes extensas, por exemplo. Sendo assim, vamos esclarecer primeiro

o procedimento computacional e posteriormente o analitico.

4.1.1 Maple e GRTensorlI

O software Maple [14] e o pacote GRTensorll [15] foram ferramentas de grande valia
para o desenvolvimento desse projeto. A principio precisivamos encontrar R,y = 0 para satisfazer
G,v = 0 e o processo matematico envolvido nessa atividade € extenso. O tensor de Riemann
Ré‘w evidencia o pressuposto, trata-se de um tensor antissimétrico de quarta ordem [9], portanto,

em um espaco quadridimensional apresenta 256 componentes (4* = 256).

Vale grifar que o leque de funcdes que o Maple possibilita € vasto e pode ser explorado
com certo grau de facilidade, gracas aos tutoriais, por exemplo. O pacote GRTensorll foi utilizado
para oportunizar a realizacdo de célculos tensoriais no Maple. Com esse pacote foi possivel,
basicamente: (i) inserir a métrica a ser trabalhada, a Eq.(4.6); (ii) calcular as componentes do
tensor de Riemann; (iii) calcular os simbolos de Christoffel envolvidos e por fim (iiii) encontrar

as componentes ndo nulas do tensor de Ricci.

Com os programas, devidamente, instalados passamos a utiliza-los em favor do fator
comparacao entre os célculos analiticos e os computacionais. Na primeira linha de comando do
Maple inserimos o comando restart; para iniciar as atividades, em seguida, na segunda linha

inserimos o comando grtw(),; para o Maple usar o pacote GrTensorll.

O préximo comando estava relacionado com a métrica. O pacote GRTensorII conta com
uma série de métricas prontas para o uso, todavia a que usamos nao estava presente. Entretanto,
esse pacote permite inserir qualquer métrica. Sendo assim, incluimos a métrica, Eq.(4.6), no
programa e a salvamos. Nesse sentido, o comando usado para o Maple usar a métrica em questao
foi o gload();, dentro do parénteses escrevemos o nome no qual a métrica foi salva. O software
fazia o reconhecimento da métrica e, posteriormente, digitivamos o comando para calcular o
tensor de Riemann, grcalc(R(up, dn, dn, dn));. Logo em seguida, o Maple mostrava o tempo que
fora levado para calcular as 256 componentes do objeto em questdo (menos de 1 segundo), a

rapidez era um fator comum nos célculos.

Para vermos os resultados das componentes do tensor de Riemann, inserimos o comando

grdisplay(_);. O processo para calcular os simbolos de Christoffel e o tensor de Ricci foi andlogo
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ao feito para o tensor de Riemann, porém o comando usado para o simbolo de Christoffel foi o

grealc(Chr2); e para o tensor de Ricci grealc(R(dn,dn));.

Sendo assim, € nitido que os softwares em destaque, quando bem administrados sdo
ferramentas que otimizam os cédlculos e oportunizam a comparagdo dos resultados analiticos
com os computacionais. Porém € preciso estar atento a alguns detalhes que podem comprometer
a interpretacdo do resultado como, por exemplo, qual a assinatura, (—, —, —,+) ou (+,+,+,—)
para (r, 0, ¢ e ct), que o programa estd tomando como referéncia (o comando usado para
descobrir qual a assinatura é grdisplay(sig);). Detalhes como o ilustrado, por evitar confusdes
e/ou equivocos no momento das comparacdes dos resultados, sdo cruciais para o sucesso dos

calculos.

Concluido o procedimento computacional, essencial para o fator comparagdo com o
resultado analitico, podemos seguir com o procedimento analitico em busca da métrica que

satisfaz G,y = 0.

4.1.2 Procedimento analitico para obter a solucdo de Schwarzschild

Nosso ponto de partida foi agraciado pela caracteristica antissimétrica do tensor de
Riemann, pois nos concede o resultado imediato de 64 componentes desse tensor, logo o nimero
de componentes que ainda precisam ser definidas decai de 256 para 192 componentes! Como

ngv = —Ré‘vu [9], se u =V temos:
R:,=-R:, = R.,=0. (4.9)

A operacdo expressa acima esclarece, simplesmente, que quando os dois dltimos indices do
tensor de Riemann forem iguais, Eq.(4.9), a componente em questao serd nula. Sendo assim,
como o espaco € quadridimensional, todos os indices variam de 0 a 3 (¢, r, 6 € ¢), convengao
geral adotada nas literaturas, de forma que as métricas s@o escritas na ordem (¢, r, 6 e 0) [9]. Ou
variamde 1 a4 (r, 0, ¢ e ¢), compativel com a ordem adotada pelo software Maple. Adotamos a

variagdo dos indices de 1 a 4 para estabelecermos compatibilidade com o software usado.

Sendo assim, sabemos que Ré‘w resultard em 64 componentes nulas, pois A e G variam
de 1 a4, bem como Vv, logo temos (4 x 4 x 4 = 64 componentes). Ademais, os cdlculos para
determinar as 192 componentes podem ser reduzidos pela metade. Deste modo, gracas a caracte-
ristica antissimétrica do tensor em questdo, s6 precisdvamos calcular 96 componentes especificas.
S6 para ilustrar esse fato, note que se conhecemos a componente R%B, automaticamente, conhe-

cemos a componente R%32, pois R%23 = —R% 35- Sendo assim, para o tensor de Riemann temos 0s
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seguintes objetos:

A A A A A A A A
R112 - RIZI R221 — _R212 R331 - R313 R441 - _R414
A A A A A A A A
R113 - _R131 R223 - _R232 R332 - _R323 R442 - _R424
A A A A A A A
R114 - _R141 R224 R242 R334 - _R343 R443 - _R434
R?\, _ _R7\, R?\ _ _RX R?\, _ _R7\, R?\. _ —RA' (410)

123 — 132 231 — 213 321 — 312 421 — 412
A A _ _ A A

R124 - _R142 R241 - R214 R341 - R314 R431 - _R413
_ A _ A _ A

R143 R134 R243 R234 R342 - _R324 R423 - _R432

Observe que mantemos o indice A no intuito de oportunizar uma apresentago sucinta
acerca do nimero de componentes. Para aclarar esse detalhe, considere o objeto R%‘lz, tomamos
ele como representante de um grupo de quatro componentes, cujos indices covariantes (Guv) sao

4 . . .
1, 1e2 R}y R}y, R3y, € RY},). Nesse sentido, cada um dos 48 objetos supracitados representa

4 componentes do tensor, logo 192 componentes estdo em pauta.

Para obtermos a expressdao de cada uma das componentes, precisamos considerar, a
principio, o comportamento do tensor de Riemann (RGIJV) Eq.(3.3) e do simbolo de Christoffel
Eq.(3.1). Sendo assim, para exemplificar o processo de obten¢do de uma componente do tensor

de Riemann vamos considerar a componente R ;:

4 orf, oIy,

Riu=51-—7a T falen — T Do (4.11)

Como podemos notar a expressdao da componente R‘h 4 depende de varios simbolos de
Christoffel. Deste modo, devemos obter os valores para cada um desses objetos e, como j4 sabe-
mos o comportamento do simbolo de Christoffel, Eq.(3.1), basta conhecermos as componentes
do tensor métrico, Eq.(4.7). Note que os simbolos de Christoffel envolvidos na componente R‘h 4
da Eq.(4.11) sdo: I'},, ', T4I8, e T4 T, Todavia, os dois dltimos objetos ndo estdo bem
definidos, os indices o estdo idicando um somatdrio (notacdo de Einstein). O objeto I'),I";; é

expresso por:

NP ENEER SAEIER SR EIEE S BiP (4.12)

O processo para l"‘f‘ll'“‘m4 € andlogo a Eq.(4.12). Sendo assim, é nitido que ha varios
simbolos de Cristoffel envolvidos na componente R‘l‘1 4- A proposito, € importante salientar que
apesar do nimero de simbolos de Christoffel envolvidos, o processo para obté-los € andlogo ao

que serd ilustrado a seguir. Selecionamos l'ﬁ‘4 para exemplificar o processo, veja:

1

1 1
g**(91804 + 94801 — ag14) = §g4°‘31ga4 + 5g4°‘34ga1 - §g4°‘3ag14 (4.13)

(1) (1) i

1
4, =
147~ 5

(1) = 18"101814+ 58%201824 + 38*01g34 + 38401844,

(IT) = 18" 0ug11 + 58*%04g21 + 38%0ag31 + 3844 0agu1,
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(IIT) = 384101814+ 18%%02814 + 384303814 + 18" 04g14.

Antes de prosseguir devemos relembrar e esclarecer alguns detalhes. Sabemos que as
componentes do tensor métrico compdem uma matriz diagonal, cujos valores das entradas da
diagonal principal podem ser definidos com base na métrica tomada como referéncia, Eq.(4.6).
Assim, temos: g1 = C(r), g = r, 833 = rrsen’® e g44 = D(r). Deste modo, por ser uma
matriz diagonal, as demais entradas sdo nulas (sempre que os indices covariantes (uv) forem
distintos (u # V) a componente em pauta serd nula). Outro detalhe é que o tensor métrico possui
componentes contravariantes, g"V, isto é, com indices contravariantes. Portanto, vale grifar que

gp;ngv = 8}, logo podemos afirmar que as componentes contravariantes sao:

§ = C(r)’ 8 = r2? § = r2sen’0 ¢ & = D(r)"

1m_ 1 2 1 33 1 44 1 (4.14)

Sendo assim, como conhecemos tanto as componentes covariantes como as contravarian-

tes do tensor métrico agora podemos encontrar os valores para (I), (IT) e (IIT) de l‘ﬁ:

1 1 1
o Iy =-g""1804 + =g "ug01 — =& " 014,

2 2 2
() (1) (111)
(1) = 3801844 = 3 Dér) 0,D(r), (Il =0, (IIT) =0,
1
T =)+ () — (1) = Wa,p(r). (4.15)

Obtemos o resultado para 1“‘114, mas na verdade, também, obtemos o resultado para Ff“ ,
isso porque o simbolo de Christoffel € um objeto simétrico (F‘B’T = Ffﬁ) [9], logo T}, =T%,.
Seguindo processo analogo ao exemplificado, calculamos cada um dos simbolos de Chris-
toffel envolvidos na componente R{;, e, os ndo nulos foram: I'}, = #@B,D(r) =TIy e
F}l = %marc(r). E importante grifar que no software usado os indices aparecem em ter-
mos de 1 a 4, porém aparecem na forma equivalente, ou seja, (r, 0, ¢ e 7). Sendo assim, podemos

. ~ 4.
definir a expressdo para a componente R} 4:

ort E)IE)‘4
Riyy = Wﬁ“—a—xiﬁfﬂfél—ﬁf‘lf‘ﬁm
3 (1 a,D(r)
2D(r) "
= ( 5 )+ T4y — i Teu
2 9rC(r)orD(r)
rirh=(%) Thlle="atme
B 9 (33579:0(1)) L (3P0 3,.C()3,D()
. r 2D(r) 4C(r)D(r)
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1 ey 9:D(r)\*  9,C(r)d,D(r)
o <2D<r>) WD)+ o PO ( 2001 ) 4C(r)D()
N———

2D(r))!
2rD(r D(r)\?> 9,C(r)9,D(r

(D) 23, 2D(r)3,D(r) + ° D(f)) (8D<(r))) ——84%((2)81)1()})’
B 28 +D(r)0,D(r) 82rD ( )) 0,C(r)d,D(r)
o 4D(r ) D(r) r) 4C(r)D(r)
- < D(r))? azrD() (0,0(r))  3,C(d.D(r)
T T () 4D<r>2 4C(r)D(r)

c(r) [2(3,D(r))* - @.D(r)) ] C(r)D(r)9*rD(r) + D(r)3,C(r)2,D(r)
- —4C(r)D(r)?
_ C(r) (8rD(r))2 — 2C(r)D(r)82rD(r) +D(r)9,C(r)d,D(r) 4.16)

—4C(r)D(r)2 ' )

Terminamos de exemplificar o processo utilizado para encontrar uma componente do
tensor de Riemann. O processo para definir as demais componentes é andlogo. Calculamos as
demais componentes do tensor em questdo e chegamos ao resultado de 24 componentes nao

nulas para esse objeto. Ja os simbolos de Christoffel ndo nulos encontrados foram:

dJ,D 1 _ oC
Fjl = ZD((:)), I, = ZC((:)), I'3; = —senBcosH,
1 _ 3 _ cos® 1 _ %0
o =—em 5 = Sane- =" 4.17)
3 1 2 1 1 9D
=7 M=~ e Ty=- 2C((rr))'

Deste modo, a partir dos simbolos de Christoffel ndo nulos, das 256 componentes

do tensor de Riemann apenas 24 componentes foram diferentes de zero. Na verdade, como
A
chv
de 12 componentes especificas, ja que as outras serdo respectivamente equivalentes a essas 12,

R’b , podemos ilustrar essas 24 componentes diferentes de zero, simplesmente, a partir

porém com sinal contrdrio:

Ry, = %, R%u:—g:gi’;)), (4.18)

Rl = —”ezzceg’)f(r>, R%B:—g;gi:;, (4.19)

R, — senze(ccg’{;)—l), R§23:_C(C’:2r;1’ (4.20)
R, = —2:2) Eg R224:%, 4.21)
I
Rl —~2C(1)D(r)3*rD(r) +D(r)3,C(r)3,D(r) +-C(r) (3,D())* _ W)

4D(r)C(r)?
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R C(r) (arD(r))2 —2C(r)D(r)3*rD(r) +D(r)9,C(r)d,D(r) ‘

e = —4C(ID(r)? (4.24)

Para encontrarmos as componentes do tensor de Ricci, o processo serd facilitado, pois
Ja conhecemos as componentes do tensor de Riemann. Nesse sentido, sabemos que quando

igualamos indices especificos do tensor de Riemann surge o tensor de Ricci. Quando A = 6 =

temos Réyv = R,v = Rov [9, 10]. Vale grifar que Rsy gera uma matriz com 16 componentes:
R(lxocl R(lxocz R?OB R?oc4 Ri1 Ri2 Ri3 Ry
Rey = R%,, = Ry Ron Riaz Roy _ Ry Ry Roz Rog ‘ (4.25)
Rgocl Rgocz Rgoc3 Rgom R31 R3y» R3z Ri
Rflxocl RELXOLZ Rflxoc.’; Rflxoc4 Rs1 Ry R4z Ruy

Como podemos, notar cada componente, entrada da matriz, € composta por uma soma

de componentes do tensor de Riemann:

RGV Rcocv R clv + R02v + Rc3v +Ro4v (4-26)

O resultado para o tensor de Ricci para o caso estudado ja € conhecido. A analise
tensorial que realizamos com base nesse problema é compativel com a ref.[9]. Sabemos que as

componentes fora da diagonal principal deste objeto sao todas nulas:

Ry 0 0 0O
0 Rp 0 0

Rey = , (4.27)
0 0 Ry O

0 0 O Ru

Sendo assim, considerando as 24 componentes nao nulas do tensor de Riemann, bem
como a Eq.(4.26) podemos encontrar o resultado para cada componente do tensor de Ricci.
Ilustraremos primeiro as componentes fora da diagonal principal e, para provar que sdo nulas,

note que ndo aparece nenhuma das 24 componentes nao nulas do tensor de Riemann:

Rfop =Rijp+Rip +Rin + Ry =0, RSo1 = Ryy +R3y, + Rog + Ry, =0,
Rfos =Rjj3+Rip +Riz3 + Riy3 =0, RSos = Ryj3 + Rop3 + Roys + R3y3 =0,
Rios = Rija+ Ry + Rizy+ Ry =0, R8s = Ry + Ry + Rogy + R34 =0,
(4.28)
RSy =Ry + Ry + Ry + Ry, =0, RSy = Rypy + Rl +R33 +Riyy =0,
R$yy = Ryjp +R3y +R35 + Ry =0, Ry, = Rijp +Rip + Rz +Riyy =0,
RSy = R4+ R3y + R334 +R3yy =0, Riys = Rij3+Ripy +Ri33 + Ry = 0.

Deste modo, agora vamos encontrar as componentes da diagonal principal (R = R{;,

Ry = RY,,, R33 = RS, ; € Ras = RY ). Para prosseguir precisamos considerar: (i) a Eq.(4.26) e
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(ii) as 12 componentes nao nulas do tensor de Riemann, lembrando do caréter antissimétrico do

A ph < < - )
ouv = —Rg,y, portanto sdo 24 componentes nao nulas. Precisamos, também,

tensor de Riemann R
retornar ao resultado observado para as componentes do tensor de Riemann e, entdo, notar que ha

ouai 2 _p3 2 _ 3 :
componentes com comportamentos iguais, sendo elas Ry, = Ry,3 € Rj,4 = Rj3,. Sendo assim,

temos:
0
1 2 3 4 2 4
Rii = Ry +Riy +Ri3 +Riy =2(Riy) + Ry, (4.29)
0
! > 3 4
Ry = Rj1p+ Ry +R33 +Rou, (4.30)
0
| p 3 4
R3z = R313+R33+ R333 +R3y3, (4.31)
0
! 2 3 4 ! p
Ras = Ryjq+Rin+Riz+Riy =Ry +2(Rin) - (4.32)

Verificamos que o tensor de Ricci apresenta quatro componentes que nao sao identica-
mente nulas, porém trés destas componentes sdo independentes. Todavia uma forma mais eficaz
para encontrar as fun¢des incOgnitas € a partir de G,y = 0. Porém, a forma mista gw‘G,J = Gij =0
€ mais conveniente. O motivo disso é que gracas a contracao da identidade de Bianchi VXG,}I =0
[9] o sistema de equacgdo diferencial de Gf; = 0 resultard em apenas duas equagdes diferenciais

ndo-lineares independentes [16]. Sendo assim, sabemos que Gy = R,y — %gHVR, portanto:

1
Gh=g" (R#V -3 g,NR) . (4.33)

Realizamos mudangas de varidveis C(r) = (") e D(r) = —€B(") para simplificar as
equacdes e tornd-las compativeis ao limite da métrica de Minkowski [12]. Desenvolvendo

ij = 0 chegamos ao seguinte resultado:

(eA(r) —1-— rarB(r)>

G- . o, (4.34)
G2 (0,A(r) —0,B(r) — raerirng?;)rarA(r)arB(r) —r@Br)” _ (4.35)
gi_ 200 —3,B(0) - raerELr:e)A?;)rarA(r)arB(r) —rOBO) o 436

o rarA(r;)Z:A f:(’) —1_. (4.37)

Observe que as equagdes (4.35) e (4.36), de acordo com a contragdo da identidade
de Bianchi sdo identicamente nulas, portanto restaram apenas as equacoes (4.34) e (4.37).
Subtraindo a Eq.(4.34) pela Eq.(4.37), temos:

RA()+,B(r)=0  —  QA(r) = —3,B(r). (4.38)
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Manipulando a Eq.(4.37) e multiplicando-a por 72, chegamos em um resultado conhecido:

— re_A(r)arA(r) +e A0 =1, (4.39)

Note que a expressdo 2 esquerda da Eq.(4.39) ¢ equivalente a d,(re—4(")). Sendo assim,

integrando 9, (re (")) = 1 e manipulando o resultado encontramos:

=C(r). (4.40)

—L =1+ =D(r). (4.41)

Sabemos que Y na expressdo 1+ }( € uma constante e para defini-la devemos considerar
o limite newtoniano (campos gravitacionais pouco intensos e velocidades baixas). De acordo
com esse limite temos um comportamento conhecido para o tensor métrico, goo = ga4 = 1 + %
[9]. Comparando a expressdo 1+ % com 0 g44 notamos certa simetria. O resultado para y ainda

pode ser melhorado, pois, também, conhecemos o potencial de um ponto de massa, sendo ele

o= —% [9], assim ao substitui-lo em g44 chegamos a conclusdo de que Y= —2?_—2M.
Deste modo, substituindo a constante Yy = —ZS—ZM nas fungdes incognitas Eq.(4.40) e

Eq.(4.41). E por fim aplicando estas na Eq.(4.6) reencontramos a solug¢do trivial para o caso

G, = 0, a solugdo de Schwarzschild apresentada na Eq.(4.8):
ds? = C(r)dr*+ r*d®* + r’sen*0d¢* + D(r)dr?,

1 2GM
- (W) dr* + *d*0 + r’sen*0d>¢ — (1 -~ W) cdrt.  (4.42)

C2 r

Em todo caso, esta ndo € a unica soluc@o conhecida para G,y = 0, visto que € sabido da
existéncia de outras solucdes particulares que nao apresentam a mesma forma da solucdo de

Schwarzschild (e.g., solucao de Kerr [9]).

Gragas a constante Y podemos descrever o comportamento dado para o raio de Schwarzs-
child r = Z(C;—ZM [9]. Quando C(r) — < na Eq.(4.6) a particula é atraida por um centro de forgas,
sem chances de espacar [17], entdo temos:

1 1

= = _—= o
Y 2GM
Te 1-0

C(r)

(4.43)

Isso implica que 1 — ZCGij

2GM
2

=0, logo podemos obter o comportamento do raio de Schwarzschild,

r =

O comportamento desse raio estd ligado a uma grande coincidéncia matemaética entre

teoria cldssica e a teoria relativistica. Pois € possivel encontrar o comportamento do raio de
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Schwarzschild considerando apenas a velocidade de escape como sendo a velocidade da luz, entdo
temos ¢ = 4/ ZGTM —r= 2CL2M [9]. Entretanto € apenas uma coincidéncia, pois seu surgimento &

explicado a partir de principios relativisticos.

O raio de Schwarzschild €, basicamente, uma regido limite de escape em um dado campo
gravitacional. Em outras palavras, significa que quando uma dada massa for comprimida a ponto
de possuir um raio inferior ao raio de Schwarzschild nem a luz serd capaz de escapar do campo
gravitacional gerado por essa massa, portanto teremos um objeto conhecido por buraco negro.
Aproveitamos a deixa, relacionada a singularidades, para abordar aspectos conceituais ligados a

simetrias e isometrias do espago-tempo no préximo cépitulo.
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5 Tensores de Killing

Gragas a bagagem tedrica extraida da Relatividade Geral podemos aplica-la para tra-
balhar com os tensores de Killing. Sendo estes tema recente na literatura. Sao cercados de
peculiaridades, algumas delas serdo abordadas no presente capitulo. Embora este capitulo seja
intitulado por tensores de Killing, € necessdrio deixar esta abordagem em segundo plano. Isso
porque precisamos relembrar um pouco sobre o principio de Hamilton e a equagdo de Euler-
Lagrange. Pois conduzirdo a discussao até o conceito de simetrias do espaco-tempo, sendo estas,

fortemente, relacionadas aos objetos de estudo do presente cédpitulo, tensores de Killing.

Sabemos que o principio de Hamilton e as equacdes de movimento, que resultam da
aplicacdo deste principio, sdo conhecidas por equagdes de Euler-Lagrange. Podemos enunciar o
principio de Hamilton, em termos de célculo de variagdes como [6]: O lelz (T —U)dA = 0. Dito
de outra forma, o principio de Hamilton afirma que o caminho real seguido por um sistema
dindmico, que se move de um ponto a outro qualquer em um intervalo de tempo especifico, serd

aquele que minimiza a integral de tempo da diferenca entre as energias cinéticas e potenciais.

Um dos problemas bésicos do cdlculo de variacdes é determinar uma funcio, L =
T — U = L(x;,%;), cuja integral desta seja um extremo, um méximo ou um minimo. A solugéo
para este problema é a equagao de Euler-Lagrange, expressa por:

oL d [JL
5o anlae)=° ol

a quantidade L € chamada de funcdo de Lagrange ou lagrangiana de uma particula. Nesse sentido,
enunciamos que trabalhando com a lagrangiana de uma particula, vinculada a uma métrica do

espago-tempo, € possivel obter as equagdes da geodésica,

4 TY 25 =0, (5.2)

A métrica geodésica entre dois pontos nada mais € que uma curva de valor estaciondrio
sobre uma superficie do espago riemanniano. Em outras palavras, temos que geodésica é uma
curva cujo comprimento € minimo, e mantém-se fixos o seu ponto inicial e final [18]. Ademais é
possivel encontrar as componentes do simbolo de Christoffel. Isso porque o principio variacional
e a equacdo de Euler-Lagrange fornecem um método til para determinar geodésicas, pois

quando L = % guvX*x" temos a seguinte relagdo [9]:

oL d [JL
.ol b .C _ .
M+ =0= % dn (_8' ) . (5.3)

Nesse sentido, fica claro que as componentes do simbolo de Christoffel podem ser obtidas

estabelecendo a comparacao entre o lado esquerdo e direito da Eq.(5.3). Nesse caso € necessério
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encontrar as componentes da geodésica a partir da Eq.(5.2) e, logo apds, encontra-las a partir
do formato da equacio de Euler-Lagrange. E importante levar em conta as coordenadas do

espaco-tempo e considerar a notagdo para x* de forma andloga para i“:
il=r =0, P=de =t (5.4)
Igualmente relevante € saber definir L. Sabendo que g,y = gvy, €ncontramos:

L= %g,,vxﬂxv = %gnxlxl + %gzz)'cz)'cz + %g33x3x3 + gaioxt + %g44x4x4 . (5.5)
Note que a equagado de Euler-Lagrange na Eq.(5.3) possui um indice A. Logo para um
espaco-tempo com quatro coordenadas, teremos uma equagdo para cada coordenada. Tomamos
como referéncia uma outra métrica do espago-tempo ja mencionada como outra solugao co-
nhecida para G,y = 0. A métrica de Kerr € semelhante a métrica de Schwarzschild, porém faz
referéncia a um campo gravitacional gerado por um corpo em rotagdo, o fator a representa esta

rotacdo. Em coordenadas com simetria esférica temos:

2 2 2 2 2
2 r +a cos 9 2 2 2 2 2 2 2 2 2mra sen 9 2
ds = md” + (l’ +a“cos 9) do + sen 0 (l" +a +m q)
4marsen*® 2mr 2
———— | dbdt 14+ —————-drt". 5.6
( r2+a200s26) ¢ +< +r2+a2C0S26) (56)

Perceba que quando a = 0 temos a métrica de Schwarzschild. Substituindo as compo-

nentes do tensor métrico do espago-tempo em pauta na Eq.(5.5), lembrando que 2g34%°%* =

2 oy N :
<—%) %3x*, é possibilitado trabalhar as quatro equagdes de Euler-Lagrange. A seguir

apresentamos duas dessas equagdes encontradas,

e Para (r):
0 [—mr? + a?r + a*mcos*0 — a*rcos*0| 400
= r+r
I (r? —2mr+a?)?
n [5en0(r +2r3acos®0 + ra* cos*® — mr’a*sen’® + a*msen’0cos*0) o6
I (r2 +a%cos?6)?
. [ —2masen*0cos*0 + 2mar*sen*d o m(a*cos® —r?) i
I (r? + a*cos*6)? (r? + a*cos*9)?
d r? +d*cos?0 \ . 5.7)
- _— | 7. .
d\ |\ r? —2mr+a?
e Para (0): obs.: com base na Eq.(5.6) sabemos que L, na Eq.(5.5), ndo depende de ¢,
oL d (oL
portanto % = 0. Significa que o objeto a ser diferenciado em {a <%> = O] é uma

grandeza que se conserva ao longo da geodésica.

d 2 o 5 5. 2mra*sen*® | —4marsen®0 ;]
o [<r sen 0+ a“sen”0 + 21 c0s0 o+ Tt o i|=0. (5.8)
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e Para (¢): obs. é andlogo ao que ocorre para (¢), também temos outra grandeza que se

conserva ao longo da geodésica.

d 2mr . —4marsen®0)\ .
— || -1+ 5= | — =0. 5.9
d\ {( N r2+ a2c0s29> * < r2+ a200526> (l)] 9
Encontramos duas simetrias do espago-tempo. Entenda o porqué na secio subsequente a

secdo precessdo do periélio de Mercurio, que configura como um adendo informativo devido

tamanha importancia a teoria da gravitacdao de Einstein.

5.1 Precessao do periélio de Mercurio

A resolucao da equagdo da geodésica, Eq.(5.2), para uma particula no plano equatorial,
8 = 7, no espago-tempo de Schwarzschild, Eq.(4.8), leva a obter um dos primeiros resultados
que contribuiram a consagra¢do experimental da teoria da relatividade de Einstein, a precessao

do periélio de Mercurio.

Sabemos que antes da teoria de Einstein ja se considerava a precessao do periélio, pois um
sistema planetédrio é composto por n-corpos que levam a um efeito de pertubacdo no movimento
de um determinado planeta. Entretanto, a previsao cldssica era incompativel a observacional.
Cerca de 43 segundos de arco por século era a diferenca, que na escala astrofisica representaria

um grande erro acumulado.

Na época, como resposta ao problema, julgaram existir um outro planeta (Vulcan) com
orbita dentro da érbita de Mércurio. Todavia Vulcan nunca foi descoberto [9]. O mistério teve
fim com a publica¢ao da teoria da gravitacdo de Einstein. A previsao tedrica obtida por Einstein
como consequéncia natural de sua teoria para a precessao do periélio de Mercurio foi de 42,98

segundos de arco por século [9].

O resultado para a geodésica de um corpo com movimento no plano equatorial leva a um
sistema de equacdes diferenciais [9]. Gracas a presenca de simetrias ao longo da geodésica, é
possivel agrupar as equagdes diferenciais em apenas uma equacéo e, entdo, obter r(A) a partir de
u=r""[9]

m
U~ ﬁ{l—l—ecos[(b(l—e)]}, (5.10)

2
sendo i = r?0(A) e € = 3}% um parametro de pertubacéo.
Tal resultado mostra que a 6rbita da particula € aproximadamente uma elipse € com um

periodo de 27 no maximo. A expressao a seguir esclarece melhor o pressuposto, veja [9]:

27

T (1 te). (5.11)

Essa equacgdo revela que a elipse terd uma variacdo angular de 2me do eixo menor

(periélio) entre dois pontos de maior aproximac¢do. Em outras palavras, significa que a 6rbita de
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tal particula ndo € uma elipse fechada. Para o caso da precessao do periélio de Mercurio, Einstein
obteve [9]:

MER 57—~ (5.12)

Obs.: a corresponde ao semi-eixo maior da elipse e T representa o periodo da 6rbita.

Enfim, a precessdo do periélio de Mercurio € um fendOmeno observado na natureza
previsto pela relatividade de Einstein, sendo compativel a um dos trés Testes Classicos dessa
teoria, sendo eles: a precessdo do periélio de Merciurio, a deflexdo da luz e o desvio gravitacional
para o vermelho [9]. Na obra SUBTLE is the LORD [19], nas palavras de Abraham Pais, fisico
bidgrafo de Einstein, "This discovery was, I believe, by far the strongest emotional experience
in Einstein’s scientific life, perhaps in all his life. Nature had spoken to him. He had to be
right" (PAIS, 2005, p.253). Finalizada essa se¢do, abordamos aspectos ligados a simetria do

espacgo-tempo, visando compreender os tensores de Killing na préxima secao.

5.2 Simetria do espago-tempo

Gragas a Eq.(5.3) ficou claro que € possivel trabalhar a soluc¢do das equacdes diferenciais
da geodésica tanto pela Eq. (5.2) como a partir da equag@o de Euler-Lagrange. Analisando ambos
os formatos, notamos que a resolu¢do a partir do formado de Euler-Lagrange é mais simples,

visto que ndo apresenta derivada de segunda ordem, como ocorre na Eq.(5.2).

Sendo assim, trabalhando a equagdo de Euler-Lagrange dentro do formalismo tensorial
podemos encontrar mais facilmente a geodésica de uma particula relativistica para um dado

espacgo-tempo. Além disso, esse formato abre espago para as simetrias,

d (JL
ﬁ <ﬁ) - O, (513)

presentes na geodésica, que indicam grandezas conservadas. Sabemos que teorema de Noether
ajuda evidenciar a relacdo entre simetria e leis de conservacao. Para maiores informagdes a

respeito deste teorema consulte ref.[20].

As simetrias simplificam as equacdes favorecendo o encontro de um caminho mais
simples para solucionar equagdes diferenciais. Apresentam aplicacdes desde a integrabilidade do
movimento geodésico até buracos negros [21]. Além disso, guardam as leis mais fundamentais
da natureza, visto que guardam grandezas que se conservam ao longo de geodésicas do espago-
tempo. Possibilitam classificar solu¢des e simplificam problemas fisicos complicados [22]. Ja os
tensores de Killing sdo objetos que revelam simetrias ocultas no espago-tempo, bem como os
responsaveis pelas transformagdes de campo que preservam a métrica, correspondendo a uma

1sometria [22].
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5.3 Isometria e tensores de Killing

Em resumo, isometrias sdo simetrias continuas, cuja solucdo € dada pelas componentes do
tensor Stackel-Killing. Os tensores de Killing apresentam-se na forma simétrica ou antissimétrica,
nomeados, respectivamente, como Stackel-Killing, ﬁ(p\,), e Yano-Killing ¥}y,. Vamos focar no
tensor de Killing simétrico, embora mais a frente serd revelado a relagdo existente entre ambos

objetos tensoriais.

Sabemos que a isometria surge a partir da derivada de Lie da métrica [23], e para

relembrar que o tensor de Killing de primeira ordem corresponde a uma isometria:

Legu = 0,
= &kakguv + ay&»xgkv + avikgyx,
= V& + Vi,
= Viuby) = Suw) =0. (5.14)

Portanto, temos que a isometria depende dos simbolos de Christoffel, ja que envolve

derivadas covariantes:
V&) = Viby + Vi (5.15)

Sendo assim operamos a Eq.(5.15) com base no espaco-tempo de Kerr, Eq.(5.6), para
obter as componentes do vetor de Killing, ,. Consideramos g,v(r,8) e buscamos definir as
equacdes diferenciais resultantes da isometria em questdo. Encontramos 10 equacdes diferenciais,

sendo que as menores apresentamos a seguir:

(P1r) — —r*E1 +dcos® & +2mrE| — 2mra*cos*0E| — a*r?E| + a*cos?OE,

+  2Erra*cosBsend = 0, (5.16)

(Prt) —  —2mar*&; +2ma’cos*0&3 — 2mr*a*ey — 2mr*s + 2ma’ cos*0E,
+  2ma*rtcos*08, +1%01E4 + 2a%r*cos?001E4 — 2r°md 1 E4 + rPatcos*00, &,
2mr2a®cos?001E4 + a*r*01E4 + 2r7a* 05?00, E4 — 2a*mr01 &4 + aPcos* 00, &4

—  2d*mrcos*09, Eq+ 2mria’sen*09; Eqt 2mra*cos*0sen’09, E4=0, (5.17)

(Pto) — —E1rtsen®+E& r2a’cos*Osen® + 28 mr sen® — 26 mra® cos*0send
—  E1a*rPsen® + & 1a*cos?Osen® + 28,51 cos0 + 2Eyra’ cos O

+  2Erra’sen®6cos0 = 0, (5.18)

(Prr) — —2mr0\&) — 2mra*cos*00,&1 + 10181 + ra’cos?00, &1 + a*r?9 &,
4+ a*cos?00,E) +mr*E| — ra*€; +&1a*rcos®® — & 1a*mcos’0

—  &ra’cosBsen® =0, (5.19)
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(Pro) — 1?0281 + acos*00:8 | + 28 1a*cosOsen® — 2rs + 1201 &
+  d*cos?90,E, =0, (5.20)

(POO) — 120285 + a’cos?00:&) — P& — 2mr?E | 4+ a*r,
+  a*Ercos0send = 0. (5.21)

E nitido que o uso do programa computacional (Maple e GrTensorIl) foi uma ferramenta
essencial e justificdvel para termos um controle analitico dos resultados. Note que os resultados
para o vetor de Killing na métrica de Kerr sdo extensos, logo podemos supor que os resultados
para o tensor de Killing de ordens superiores serdo ainda maiores. Sendo assim, trabalhando o
sistema de equagdes diferenciais resultante da Eq.(5.15) encontramos a solucdo para a isometria
do espago-tempo de Kerr:

(a2C1 (r* = 2mr+ a*)cos*0 4 r(Cy +a2C1r+C1)) sen’0

=&, = 22
&= r2 +a*cos*0 ’ (5.22)

! 4 4 2 2 2 20 1
E=& = _(r2+a2cos29)am (a mCicos"0+a (—Zm rCy+a mCisen~0 — ECz
1
+ rsz1> cos’0+ r(raszlsenQG + (_EH_ m)C2)> . (5.23)

Obs.: C; e C, sdo constantes arbitrarias.

Observe que tinhamos encontrado para a geodésica de Kerr duas simetrias, Eq.(5.8) e
Eq.(5.9), que indicavam grandezas que se conservam ao longo da geodésica. Sabemos que os
objetos conservados estavam associados as coordenadas ¢ e ¢, portanto era possivel constatar que
dentre as quatro componentes do vetor de Killing em questéo, apenas &3 = &y e &4 = &, seriam

diferentes de zero.

Além disso, € possivel mostrar que o tensor de Stackel-Killing descreve o comportamento
de uma classe de grandezas conservadas nio triviais quando dado espago-tempo admite esse
objeto, para o vetor de Killing a grandeza conservada é dada por: Q = p,&" = p“€,. Essa
caracteristica acaba por revelar que o tensor de Stackel-Killing estd ligado a uma geometria dual.
Esse fato € comprovado quando operamos a hamiltoniana de uma particula relativistica sem spin
num espago-tempo curvo H = % pupvg”", implicando na existéncia de uma grandeza conservada

0= %&“" PuDv- cuja evolugdo temporal € dada por [21, 24, 25]:

(0. H}Y = {pupv&”,prppg™®},

2
= 3P PPV aap) = 0. (5.24)

O comportamento andlogo entre a grandeza conservada e a hamiltoniana revela que estas

expressoes equivalem a uma relagdo reciproca entre dois sistemas diferentes [21, 24, 25]. Um
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sistema no qual a hamiltoniana é dada por H e a grandeza conservada é dada por Q e outro

contrario. Ou seja, o invariante geométrico € dado por H e a hamiltoniana é dada por Q.

O aspecto dual ilustrado é conhecido como dualidade geométrica [21, 24, 25]. Na Fisica
temos varios exemplos de dualidade, correspondéncia fisica entre dois sistemas, por exemplo [1]:
dualidade onda-particula, dualidade do campo elétrico e magnético nas equacdes de Maxwell
e dualidade entre leis de superficie e leis de volume na teoria holografica. E precipuo aclarar
que um sistema € dual a outro por manter algumas caracteristicas simplificadas ou nao-triviais

descritas com parametros e varidveis diferentes [24].

A dualidade geométrica € esclarecida, pois o tensor métrico é, na verdade, um tensor de
Stackel-Killing de segunda ordem, e vice-versa. Ou seja, o tensor métrico, também, € solucao
da isometria estendida V(3 g,) = 0 [25]. Sendo assim, a dualidade implica em uma métrica

ndo-trivial ligada ao espago-tempo, a métrica dual [24, 25]: g,y = Euy.

Nesse caso, vamos encontrar a métrica dual para o espago-tempo de Schwarzschild na
préxima secdo. Pois a experiéncia com o vetor de Killing, &, no espago-tempo de Kerr revelou

que obter &, associado a essa métrica ndo é vidvel.

5.4 Meétrica dual ao espaco-tempo de Schwarzschild

O procedimento realizado para obter &, associado ao espago-tempo de Kerr mostra
claramente que, para ordens superiores deste objeto, a isometria resultard em um sistema bastante
complexo a ser solucionado. Sendo assim, adotamos a métrica de Schwarzschild com a mudanca
de varidvel u = cos0 para simplicar ainda mais os cdlculos. Aproveitamos para anunciar que

fazendo uso pertinente do tensor de Yano-Killing, ¥},y], que surge da expressdo V oY,y =0, é

possivel obter Ea(u\')’ [23], com menos rigor:

é‘u\/ - Y‘u(quv. (5.25)

O problema fica simplicado, pois conhecendo as componentes do Yano-Killing € facil
obtermos sua forma mista (Yﬁ =YP¥gy,) e contravariante (Y** = ¥,,g"*gP%). Assim, encontrar
o tensor de Stackel-Killing a partir das componentes inversas do tensor de Yano-Killing € vidvel
para a método analitico. Todavia os célculos mostraram que o resultado a partir da Eq.(5.25) é

apenas um subconjunto de V3 €,y = 0.

Utilizamos artificios computacionais para auxiliar o cédlculo tensorial do Yano-Killing,
pois foi precipuo checar eventuais trocas de fatores numéricos ao longo do processo analitico.
Deste modo, para a dada métrica, encontramos as componentes do Yano-Killing de segunda
ordem: Y23 = C; = —Y37, sendo C; uma constante. Respeitando a Eq.(5.25), trabalhamos tais
componentes e obtemos as componentes do Stackel-Killing, sendo elas:

C12r4
S = 1—u?

e &3 =Cirt(1—u?). (5.26)
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Esse resultado representa a solugdo do Stackel-Killing obtida da solu¢do do Yano-Killing
de segunda ordem. Entretanto, obtemos, também, a solug¢do do Stackel-Killing obtida da solucio

da isometria estendida,

Vo) = V& + VvEop + Vibva = 0, (5.27)

e encontramos outras componentes nao-nulas do objeto, vide Fig.(11), sendo elas: &)1, &34 €
E44. Alertamos que apesar da figura representar as componentes de &, por k,y, vamos manter a

apresentagao por &,y.

[> sol i=pdsolve(syskt);

2 2
soli= {r12(r w) = —=C27  4oi(r w) = 0, k22(r u) = L2=C2+ C4r%) ¥
F—2m (-1 4+ u)(u+1)

L k31(r, u) =10,

K32(r, ) =0, k33(r, u) = (u+ 1) (-1 +n) (L5 — _C5+ _c4) v — _C2), k4l(r, u)

0, k42(r. 0) = 0, k43(r. 1) = —_C1 (-r+ 2 m) r (-1 + u°), k44(r, u)

1 V2 . 1 R
8[——r+m| [E_C'2+_C3Jm——_C'3r|
2 A 2 A0

¥ (—r+ 2 sl

Figura 11 — A solucdo geral do Stackel-Killing obtida da isometria, V(aﬁw) = 0 associada a
métrica de Schwarzschild modificada, u = cos®.

Fonte: extraida do resultado computacional.

Nesse sentido, para obtermos certa compatibilidade entre ambas as vias de obten¢do
do Stackel-Killing constatamos, a partir das componentes &1 e &34, que a componente Y>3 ndo
poderia ser a Unica ndo-nula. De acordo com a andlise tensorial, as componentes Y13, Y14 € Y24,
também, deveriam ser ndo-nulas. Entretanto, o pressuposto nao ocorre, ja que o Yano-Killing de

segunda ordem obtido € solu¢do tnica nio trivial para a métrica de Schwarzschild.

De acordo com o resultado geral do Stackel-Killing, Fig.(11), temos constatacdes imedi-
atas. E um tensor com componentes fora da diagonal principal, sendo ndo-nulas as componentes:
E11(ru), Ean(ru), &z (ru), Eaz(r,u) =Esa(r,u) e Eaa(r,u). Sabemos, também, que existem cinco
constantes envolvidas, (_C1, _C2, _C3, _C4 e _C5), estas serdo reescritas como: C;(i = 1,...,5).

Lembrando que g,v = &,v, levando em conta o resultado apresentado na Fig.(11) temos
as componentes do tensor de Stackel-Killing associado ao espaco-tempo adotado, logo obtemos
a seguinte métrica dual generalizada para tal espaco-tempo de Schwarzschild:

Cor » (G +C4r2)r
d
r—om" * (u?—1)

. 2
ds = du? + (u? — 1) ((Cs(u® — 1) + C4)r* — C2)do?

2m—r)(2(C2+C3)m —Csr)
2
I

+ 2Cy(r—2m)r(u* — 1)dodt + ( dr?. (5.28)
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Note que a presenca das constantes C;(i = 1,...,5) confere um comportamento generali-
zado para a métrica dual. Podemos afirmar, entdo, que temos uma classe de métricas duais. Um
resultado importante € que a partir da solucao do Stackel-Killing obtida por Holten para métrica
de Kerr-Newmann [25], tem-se:

sen’0
p2

ds®> = —% dt — asen29d¢] gt [(r2 +a*)dy— adt] g

2
+ %drz +p2d0%. (5.29)

Obs.: sendo A = 12 +a? — 2Mr+ Q% e p? = r* + a*cos>6.

Podemos inferir uma solucdo do Stackel-Killing de Schwarzschild aplicando o limite de
a,Q indo a zero. Nesse caso, o Stackel-Killing coincide dentro da nossa solucdo geral para o
subconjunto de constantes C1 = C2 =C3 =C5 =0e C4 = —1. Ou seja, o resultado de Holten
[25] (com a,Q = 0):

& = éuvdxudxv
200520 2 o2
= % [dt —asenzed(ﬂz 47 S:;l 0 [(r2 +a)d — adt)?
2,22
_ "“Tcosedr2+r2p2de)2 (5.30)

¢ um subconjunto da nossa solu¢do geral.

Para provar que um sistema dual pode manter algumas das propriedades do sistema
original, vamos contar com um objeto tensorial conhecido por escalar de Kretschmann. O
escalar de Kretschmann € um invariante geométrico dado pela multiplicacdo interna entre as
componentes contravariante e covariante do tensor de Riemann K = R#VABR#VKB, logo o escalar

de Kretschmann dual € dado por [24]:

K =R"™R 1. (5.31)

Sendo assim, sabemos que para trabalhar com tal objeto € necessario que a métrica dual
apresente inversa, logo a métrica deve ser ndo degenerada (determinante diferente de zero). Deste
modo, € satisfeita a matriz identidade, Delta de Kronecker 52,‘, da métrica dual. Tensorialmente, a

condi¢do para uma métrica dual ndo degenerada € dada por [24, 25]: g,,v’g“M = 82,‘.

E importante acentuar que o escalar de Kretschmann, além de indicar singularidades
no espaco-tempo, ajuda a comprovar que, de fato, o tensor de Stackel-Killing esta associado a
geometria dual. Isso porque € possivel encontrar o conjunto de constantes do Kretschmann dual
que permite obter o mesmo resultado para o Kretschmann do modelo original. Vale grifar que o
escalar de Kretschmann para o espago-tempo de Schwarzschild € dado por [9]:

48m?

Kschw = 16 (5.32)
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Verificamos que o formato deste objeto no sistema original € bastante trivial quando
comparado a forma encontrada para o dual. Mesmo com simplificagdes computacionais, 0
invariante geométrico dual apresenta muitos termos, mais de 200 000. Entretanto, a partir da
andlise comparativa entre a métrica original, Eq.(4.8), e a métrica dual, Eq.(5.28), obtemos o
conjunto de constantes que permite retornar ao resultado Eq.(5.32), sendo ele: {0} = (C} =
0,C, =1,C3 = —1,C4 =0,Cs = 0). Esse conjunto, {0}, também, revela de imediato conjuntos
triviais, midltiplos da métrica de Schwarzschild (C; = C4 = Cs = 0 e C; = —C3), que satisfazem

o tensor de Ricci dual nulo, I?,, =0.

Note que sd@o vastas as possibilidades que a métrica dual oferta. Gragas ao aspecto gene-
ralizado que as constantes possibilitam, a métrica dual é capaz de mapear regides com muitos
comportamentos incluindo resultados ndo esperados para o sistema original. Para maiores infor-
macoes vide [26]. A andlise detalhada para tal abordagem serd objeto de estudo em uma futura
publicacdo. Por fim, foi possivel constatar que a métrica dual ao espaco-tempo de Schwarzschild

rompe com o aspecto trivial do sistema original.
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Conclusoes

Concluimos com o presente trabalho, gracas ao formalismo tensorial, que Albert Einstein
pode estruturar seu estudo acerca do espago-tempo e entdo formular a Relatividade Geral. Foi
possivel observar algumas peculiaridades do calculo tensorial e, desta forma, notar que ha
uma série de objetos matematicos construidos a partir da geometria do espaco-tempo, objetos
esses como: simbolo de Christoffel, ng, tensor métrico, gy, tensor de curvatura ou tensor de

Riemann-Christoffel, RZ;W, tensor de Ricci, R,y € escalar de curvatura, R.

Boa parte desses objetos foram contruidos oportunizando perceber a relagio existente
entre os mesmos. Uma relacdo que claramente foi notada ocorre entre o tensor de curvatura,
o tensor de Ricci e o escalar de curvatura. O tensor de Ricci € fruto de uma contracio interna
especifica do tensor de curvatura, objeto originado gragas a ndo comuta¢do do operador derivada
covariante V, e o escalar de curvatura ganha génese a partir da contragdo total entre o tensor de

Ricci e 0 tensor métrico g,y .

A construgdo desses objetos foi importante para melhor compreensao da estrutura do
tensor de Einstein Gy, que depende de tais objetos, tensor de Ricci, escalar de curvatura e
tensor métrico. Vimos que o tensor de Einstein, também, pode ser representado por um formato
mais compacto, que depende apenas de uma constante K e do tensor energia-momento 7. Essa
relagdo € o principal resultado de Relatividade Geral, pois deixa claro que o tensor de Einstein
descreve a geometria do espaco-tempo a partir do conteido de materia/energia presente no
mesmo. Ou seja, foi possivel relacionar tais grandezas e entdo concluir que materia e energia

curvam o espago-tempo.

Notamos a existéncia de uma série de peculiaridades acerca do tensor de Einstein, da
constante de acoplamento e do tensor energia-momento. Mostramos como obter a famosa solugdo
para o tensor de Eisntein nulo, solu¢do de Schwarzschild. Nesse contexto, observamos que o
tensor energia-momento também € nulo. Porém, apenas fora da matéria. Isso porque a solucao
de Schwarzschild trata de um campo gravitacional fora da materia, porém revela que caso
a materia geradora de tal campo seja comprimida a ponto de ter um raio inferior ao raio de
Schwarzschild, obtido gracas a constante de acoplamento, nem a luz sera capaz de escapar do

campo gravitacional gerado por tal corpo, fendmeno rotulado por buraco negro.

Ademais, fizemos questido de abordar sobre a precessao do periélio de Mercurio, um
resultado natural da teoria da gravitacao de Eisntein que explica o fato observado na natureza.
Esse resultado estd ligado com a abordagem sobre os tensores de Killing. Estes objetos revelam
simetrias ndo evidentes no espaco-tempo. As simetrias revelam grandezas que se conservam ao
longo da geodésica de uma dada particula, a presenca delas facilita a obtencao da solucao de

problemas fisicos.
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Vimos que o tensor de Killing, além de revelar essas simetrias, quando dado espago-
tempo admite esse tensor, ele compde a estrutura da grandeza conservada. Observamos que o
tensor de Killing apresenta-se no formato simétrico (tensor de Stackel-Killing) ou antissimétrico
(tensor de Yano-Killing). Sobretudo o tensor de Stackel-Killing tem origem distinta do Yano-
Killing, surge como solu¢do para isometrias do espago-tempo. Entretanto, € possivel obter um
subconjunto da solucio da isometria, tensor de Stackel-Killing, a partir das componentes inversas
do Yano-Killing. Isso porque, embora esses tensores sejam distintos, existe uma relacdo entre

tais objetos.

Nesse sentido, € notério que a apresentacao acerca dos tensores de Killing € avancada
e leva a uma série de andlises, visto que o tensor de Stackel-Killing de segunda ordem esta
ligado a geometria dual. Por outro lado, o tensor métrico, também, € solucdo para a isometria.
Esse aspecto € notado gracas as grandezas conservadas, ja que a condicdo de conservagao
destas € satisfeita pela presenca da isometria. Calculando a métrica dual ao espago-tempo de
Schwarzschild, conseguimos notar uma compatibilidade entre o nosso resultado e um resultado ja
publicado para o obtejo em pauta, vide subsecdo 5.4. Além disso, encontramos a combinacdo de
constantes que fazem o sistema dual retornar ao original. As constantes arbitrarias, presentes na
métrica dual, mostraram que tal métrica é capaz de mapear regides com muitos comportamentos,

incluindo resultados nio esperados para o sistema original.

Por fim, sabemos que nos hodiernos faz-se necessario despertar e encorajar futuros
fisicos tedricos a contribuir para a evolugdo da Fisica. Sendo assim, nosso trabalho foi uma forma
de prestar contribuic@o ao pressuposto, bem como celebrar o centendrio da Relatividade Geral.
Esperamos com ele, pelo menos, ter feito lembrar que o desenvolvimento de teorias como a
teoria da gravitagdo de Einstein ndo privilegiam tdo somente a expansdo da ci€ncia e tecnologia,

mas também a nossa evolugdo cultural cientifica.
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