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Resumo

A presente pesquisa tem como objetivo estudar Sequéncias e Séries Numéricas por meio
de propostas de atividades para o Ensino Médio. Considerando que Sequéncias e Séries
Numéricas sao conteudos abordados na Educacao Bésica, como progressoes Aritméticas
e Geométricas, foram desenvolvidas propostas de atividades para serem executadas pelo
professor na introducao do conteido Séries Numéricas Infinitas. Assim, partirmos da pro-
bleméatica de que podemos iniciar o conceito de somas infinitas no ensino médio para me-
lhor entendimento discente, como forma de estimular a aprendizagem como sugere o Plano
de Desenvolvimento do Educando, para melhor qualidade do ensino. Nessas questoes, a
pesquisa que mais se adequou ao nosso projeto foi a bibliografica de uma metodologia
exploratéria, em que a consulta de materiais como revistas, dissertacoes e outras fontes,
sdo primordiais. Ao decorrer desse trabalho, apresentamos os aspectos histéricos de forma
sucinta sobre as Sequéncias e Séries Numéricas, como seu surgimento e progresso no meio
matematico, ao seu desenvolvimento. Ao aprofundar no estudo dessa tematica, encontra-
mos fundamentos tedricos necessarios para propor as atividades planejadas. Entendemos
que essas agoes podem ser ferramentas facilitadoras no processo de aquisicdo do conhe-
cimento matematico por parte dos educando, contribuindo para o desenvolvimento do
raciocinio légico, além de ser possivelmente mais atrativo pela abordagem sugerida. Con-
cluimos o trabalho considerando mais que satisfatoria a nossa proposta, podendo servir

de base para aprofundamentos e pesquisas posteriores.

Palavras-Chave: Sequéncia numérica; Séries numéricas; Convergéncias; Ensino de Ma-

tematica no Ensino Médio.



Abstract

This research aims to study Sequences and Numerical Series through proposed activities
for high school. Considering that Sequences and Numerical Series are contents covered in
Basic Education, such as Arithmetic and Geometric progressions, activity proposals were
developed to be performed by the teacher in the introduction of the Infinite Numerical
Series content. Thus, we start from the problem that we can start the concept of infinite
sums in high school for better student understanding, as a way to stimulate learning as
suggested by the Educando Development Plan, for better teaching quality. In these ques-
tions, the research that best suited our project was the bibliography of an exploratory
methodology, in which the consultation of materials such as magazines, dissertations and
other sources, are paramount. During this work, we present the historical aspects in a
succinct way about the Sequences and Numerical Series, as their appearance and progress
in the mathematical environment, to their development. When deepening the study of
this theme, we found the theoretical foundations necessary to propose the planned activi-
ties. We understand that these actions can be facilitating tools in the process of acquiring
mathematical knowledge by the students, contributing to the development of logical rea-
soning, in addition to being possibly more attractive due to the suggested approach. We
concluded the work considering our proposal to be more than satisfactory and could serve

as a basis for further research and further research.

Keywords: Numeric sequence; Numerical series; Convergences; Teaching of Mathematics
in High School.
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1 Introducao

Esta pesquisa tem como objetivo realizar um estudo de Sequéncias e Séries Nu-
méricas em uma breve aplicacdo no Ensino Médio. O interesse foi despertado no curso
Fundamentos de Célculo, ofertado pelo PROFMAT que nos instigou a pesquisar a respeito
dessa tematica, e sua aplicacao na Educacao Bésica. As Sequéncias sao abordadas no En-
sino Médio como Progressoes Aritméticas (P.A.) e Progressdes Geométricas (P.G.). Deste
ponto, pensamos em construir Propostas de Atividades envolvendo a temética, partindo
da seguinte problematica: de que forma podemos introduzir o conceito de somas infinitas

no Ensino Médio?

A Proposta de Atividade propoe a introducao de somas infinitas no Ensino Médio
por meio de areas e por somas parciais. Desenvolvemos sugestoes de atividade que acre-
ditamos que foge dos padroes tradicionais e que a mesma tenha um potencial facilitador
para aquisicao do conhecimento no processo de Ensino e Aprendizagem, além de conceber

que a forma que se introduz o contetido também é fundamental para a mesma.

Partimos da hipotese de que, que através da utilizacao de areas de figuras planas,
os alunos terao melhor compreensao na introducao dos conceitos de séries geométricas
infinitas. E para alcangarmos o Objetivo de pesquisa perpassamos por algumas etapas
as quais: Estudar as Sequéncias e Séries Numéricas bem como suas particularidades;
Analisar condi¢ao de convergéncia de Sequéncias e Séries de Nuimeros Reais; Investigar
uma possivel metodologia para inserir somas infinitas na Educagdo Baésica; Desenvolver

uma proposta de atividade envolvendo somas infinitas.

O Plano de Desenvolvimento do Educando (PDE) elaborado pelo MEC traz pontos
pertinentes para discutir a respeito da matriz curricular dos contetidos P.A. e P.G.. Assim,
Brasil [5], descreve que a Progressdo Aritmética e a Geométrica devem ser ensinadas de
formas variadas, para que nao haja memoriza¢ao e sim aprendizagem, mesmo que essa

seja por repeticao.

"Como a P.A. e a P.G. sdo casos particulares de sequéncias, deve-se
iniciar seu estudo a partir da utilizacao de sequéncias variadas, inclusive
aquelas que ndo tém uma lei de formacéo. E facil mostrar que o conjunto
dos ntimeros naturais forma uma PA infinita, a partir da sua defini¢do.
A demonstragdo da férmula do termo geral é bastante simples e deve
ser exercitada como alternativa a sua memorizagdo. Varios exemplos de
aplicacao podem ser usados, como o do treinamento de um corredor,
adicionando a cada dia uma distdncia maior."([5], 2008, p.110).

Brasil [4], descreve que o ensino de progressoes sejam elas aritméticas ou geométri-

cas devem ser associadas ao ensino de funcao, e desta forma, torna-se necessario ao aluno
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desenvolver a habilidade de deduzir formulas para resolver problemas dessa magnitude.

Sobre essa mesma visao, Brasil [6] ressalta que

“com relagao as sequéncias, é preciso garantir uma abordagem conectada
a ideia de funcao, na qual as relagoes com diferentes fungées possam ser
analisadas. O estudo da progressdo geométrica infinita com razao po-
sitiva e menor que 1 oferece talvez a tnica oportunidade de o aluno
estender o conceito de soma para um numero infinito de parcelas, am-
pliando sua compreensao sobre a adigdo e tendo a oportunidade de se
defrontar com as ideias de convergéncia e de infinito. Essas ideias foram
e sdo essenciais para o desenvolvimento da ciéncia, especialmente porque
permitem explorar regularidades”.([6], 2002, p. 121).

Sobre as Progressoes Aritméticas, se faz necessario que o aluno se aproprie das
propriedades das progressoes observando os padroes, para concluir e formular uma ex-
pressao que determine a soma de uma quantidade finita de termos. Desta forma o aluno
deve ser capaz de “[..] identificar a regularidade de que é constante a soma dos termos
equidistantes de uma progressao aritmética finita, estender essa propriedade a toda situ-
acao envolvendo progressoes aritméticas e dai deduzir a soma de seus termos”.([6], 2002,
p. 116).

Brasil [6] ressalta que para o ensino das progressoes, o professor deve se ater a
lei de formacao dessas sequéncias e a mostrar aos alunos quais propriedades decorrem
delas. Fazendo uma relagao as sequéncias e seus graficos relacionando com os conceitos de
monotonicidade, desta forma, isso deve permitir ao aluno compreender melhor as ideias
entrelacadas, e ao mesmo tempo possibilita-lo a acompanhar o comportamento de uma

sequéncia sem precisar decorar informagoes.

As informagbes contempladas até o momento sao parte da pesquisa feita para
este trabalho. Mas, como a pesquisa o torna pertinente? O ato de pesquisar traz em si
objetivos e beneficios a sociedade, Silva [26] salienta que, a pesquisa cientifica tem como
objetivo, fundamental, contribuir para a evolucao do conhecimento humano em toda area
de conhecimento. Nesta dissertacdo a pesquisa tem um carater muito forte. Ainda sobre

este ponto, Silveira e Cérdova [13], descrevem que:

"Pesquisa é a atividade nuclear da Ciéncia. Ela possibilita uma aproxi-
macdo e um entendimento da realidade a investigar. A pesquisa é um
processo permanentemente inacabado. Processa-se por meio de apro-
ximagoes sucessivas da realidade, fornecendo-nos subsidios para uma
intervengéo no real."([13], 2009, p.31)

A pesquisa tem como finalidade conhecer e explicar elementos que ocorrem no

mundo real, Ferrari (1974), citado por Silva [26], descreve que a pesquisa tem a:

"Finalidade conhecer e explicar os fené6menos que ocorrem no mundo
existencial, isto é, a forma como se processam as suas estruturas e a sua
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funcdo, as mudangas que provocam e até que ponto podem ser contro-
lados e orientados."(FERRARI, 1974 apud [26], 2015, p. 49).

A juncao de todas as informagoes fornecidas até aqui, retratam um breve quadro
sobre o ensino da mateméatica no que se refere as Progressoes Aritméticas e Geométricas
e a importancia da pesquisa. Agora, iremos nos deslocar no tempo, por meio da consultas
de materiais que tem embasamento em elementos teéricos coletados por meio de revisoes
literarias em revistas, livros, artigos, monografias e dissertagoes que discutem a tematica
aqui objetivada, que se faz presente por meio de relatos histéricos a respeito dos primeiros
registros das P.A e P.G.

A respeito de nosso tema de estudo, permeamos na busca histérica sobre as séries
e sequéncias numéricas. E sobre essa visdo, Arruda [1] descreve que as progressoes foram
estudadas inicialmente pelos povos babilonicos e pelos povos egipcios, através de observa-
¢oes de alguns padroes, e em especial ao padrao referido as enchentes do Rio Nilo. Essas
observagoes eram necessarias para determinar ou escolher o periodo de plantio de seus

alimentos.

Arruda [1], ainda apresenta que apds essas observagoes, foi percebido que as en-
chentes ocorriam sempre que a estrela Sirius se levantava a leste, e sempre no periodo de
365 dias, desta forma, os egipcios criaram o calendario solar de seu povo, formado por 12
meses e cada més composto por 30 dias, além de mais cinco dias para homenagens aos
seus deuses. No entanto, ainda houve a divisao de um ano em trés estacoes sendo-as a

época de semear, crescimento e colheita.

Maia [19], relata que os egipcios preservaram muitos dos papiros que contribuiram
para o conhecimento da atual matematica, e € em um dos papiros encontrados em Kahun,
datado em 1950 a.C. que foi encontrado alguns problemas tedricos de Progressoes Arit-
méticas e Geométricas, sendo o papiro Rhind (ou Ahmes), datado aproximadamente 1650

a.C. a fonte primaria sobre a matematica egipcia.

Segundo Maia [19], o papiro de Rhind continha uma progressao geométrica, co-

nhecida como a fragdo dos olhos do deus Horus, como ilustra a Figura 1.
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Figura 1 — Olhos de Hérus

Fonte: Maia (2011)

Conta a historia que, os egipcios estavam acostumado a fazer somas de progressoes
geométricas finitas, e como a fragao do olhos do deus Hérus é constituida pela sequéncia

1/2,1/4,1/8,1/16,1/32,1/64. Para realizar essa soma os egipcios multiplicavam todos os

termos por 64, e por fim encontrava uma soma s = 61 Note como ilustra a figura cada

. L. 1
parte do olho representa uma fracao, e para completar um inteiro falta o1 a esse pedaco

os egipcios acreditavam que era magico e nao poderia ser visto.

Eves [11] também aponta a existéncia de conhecimentos a respeito de progressoes
aritméticas, encontradas no papiro Rhind, tal como o problema: “Divida 100 paes entre
5 homens de modo que as partes recebidas estejam em progressao aritmética e que um

sétimo da soma das trés partes maiores seja igual a soma das duas menores”.

Eves [11] descreve a histéria das somas das progressoes aritméticas, e atribui a Carl
Friedrich Gauss, uma facanha ao que hoje concebemos como somas de progressoes arit-
méticas finitas. Conta a histéria, que um menino de origem alema, nascido em 1777, onde
seu pai era um trabalhador bracgal, de opiniao teimosa quando nos referimos a educacao,

porém sua mae, também uma pessoa inculta, mas encorajava o seu filho aos estudos.

Quanto a facanha, refere Eves [11] a um aluno de 10 anos de idade, estudante
de escola publica e inquieto, que segunda a histéria, o seu professor de matematica para
manté-lo ocupado passou-lhe uma atividade de realizar uma soma de 1 a 100, e quase
que de imediato Carl Friedrich Gauss efetuou a soma, apresentando o resultado de forma
correta. Em [11], ressalta que Gauss havia calculado mentalmente a soma da progressiao
aritmética 1 + 2 + 3 + ... + 98 + 99 + 100, na qual o mesmo observou um padrao,
100+1=101,9942 =101,98+ 3 = 101 e assim sucessivamente, com os 50 pares possiveis

dessa maneira, sendo que a soma, pode ser representada pelo produto, 50-101, logo 5050.

Eves [11] aponta que o filésofo Zenao de Eleia (c. 450 a.C.) chamou a atencao

para as dificuldades logicas ocultas em suas suposi¢oes, e por meio de seus paradoxos, na
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qual esses paradoxos, que tiveram grandes influéncias na matematica. O filésofo Zenao
de Eleia, mostrou a fragilidade da matematica daquela época, exibindo que os conceitos
existentes até aquele momento eram insuficientes para esclarecer alguns eventos, e nessa
perspectiva, Boyer [7] descreve que o filésofo Zenao de Eleia, enunciou um argumento
para mostrar a inconsisténcia dos conceitos de multiplicidade e divisibilidade, que mais
tarde foram estudados por Aristételes, que os intitulou como Aquiles, Seta, Dicotomia e

Estadio, nomes estes quais ficaram conhecidos os paradoxos de Zendo.

Figura 2 — Corrida Aquiles e a Tartaruga

£=3

N S 3

Fonte: Autor

Aqui faremos mencio um desses paradoxos, o de Aquiles. Avila [3] descreve que
este paradoxo estd relacionado a uma corrida entre o rapido Aquiles e a tartaruga. Na
condicdo em que Aquiles fosse mais rapido, foi dada a tartaruga uma certa vantagem.
Entao aconteceria da seguinte forma, sempre que Aquiles alcancasse o ponto em que
a tartaruga estava, a mesma estaria sempre a frente, e isso acontece sucessivamente, a
tartaruga sempre estaria a frente. Zenao usa essa ideia para mostrar a fragilidade da
Matemaética naquele periodo. Assim, o paradoxo esta na conclusao de que Aquiles nunca
alcancaria a tartaruga. Atualmente essa situagao é tratada como a soma das Progressoes

Geométricas infinitas.

Zenao conseguiu mostrar que em um segmento finito, pode ser dividido em infinitos
segmentos de reta também de comprimentos finito, que segundo Sampaio [24], isso gerou

uma grande discussao a respeito do infinito atual e ao infinito potencial.

Avila [2] ressalta que o primeiro escrito que veio retratar algo a respeitos das séries
infinitas, pode ser encontrado em um dos trabalhos de Arquimedes, ao qual o mesmo
calculava a érea de uma pardbola, fazendo uso de uma série geométrica com razao 1/4.
Avila 2], descreve ainda que o aparecimento das somas infinitas se deu 1500 anos depois

no século XIV, e neste periodo, existiam um grupo de Matematicos na Universidade de
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Oxford que estudava cinematica, ao que parece foi esse estudo que levou a reconsideracao

das séries infinitas.

As informagdes fornecidas, retratam o quadro rico/histérico da matematica no que
diz respeito as Progressoes Aritmética e Geométrica. Assim, essa pesquisa tem um cunho

bibliografico.

Para Gil [14], a pesquisa bibliografica é desenvolvida com base em material ja
elaborado e, ¢ constituida essencial por livros e artigos cientificos. J& Silva [26] descreve
que, o objetivo da pesquisa bibliogréafica é colocar o pesquisador em contato com tudo o

que foi escrito sobre determinada teméatica, visando colaborar na analise da pesquisa.

Deste modo estruturamos esta dissertagao em cinco capitulos. No primeiro capi-
tulo apresentamos a introducao e nele elementos para o ensino de sequéncias, aspectos
histéricos e elementos bibliograficos, ja o segundo capitulo constitui-se sobre fundamentos
primordiais a respeito das sequéncias numéricas, tais como monotonicidade, limite de uma
sequéncia, além de convergéncias ou divergéncias de uma sequéncia numérica. Sem perder
de vista as sequencias estudas na educagao basica, fizemos um estudo das Progressoes

Aritméticas e Geométricas bem como suas propriedades.

O terceiro capitulo descreve as séries numéricas e seus elementos, bem como im-
portantes séries, tais como: geométricas, harmonica e telescopica, além de inferir sobre os

testes de convergéncias e suas demonstracgoes, acompanhadas de exemplos numéricos.

No quarto capitulo, desenvolvemos trés sugestoes de atividades didéticas, para a
introdugao da temadtica de somas infinitas no Ensino Médio (Séries de Niimeros Reais),
descrevemos o passo a passo desse roteiro para auxiliar o docente quanto ao conhecimento
matematico e sua pratica em sala de aula, e por fim, no quinto capitulo, intitulado como
as consideragoes finais, nela respondemos nosso problema de pesquisa, além de fazer uma

reflexdo da importancia do docente ao mediar a introducdo de um contetdo.
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2 SEQUENCIAS NUMERICAS

Neste capitulo sera realizado um estudo sobre Sequéncias de Nimeros Reais. Apon-
taremos alguns exemplos, conceitos e resultados relevantes sobre este tema, com uma
abordagem de modo a torna-lo de facil compreensao ao leitor. Paralelamente a isso, se-
rao abordados os conceitos de Progressoes Aritméticas e Progressoes Geométricas, suas

propriedades, exercicios e aplicagoes aos quais sao temas abordados no Ensino Médio.

Uma Sequéncia Numérica é uma lista de nimeros reais ordenada via indices de

numeros naturais. Mais precisamente, uma Sequéncia de Ntumeros Reais é dada por:
(I‘n) = (I‘l, X2, T3, T4y ", Tn,y.- )

em que cada x;, ¢ denominado i-ésimo termo da sequéncia, x; é o primeiro termo da

sequéncia, xo 0 segundo termo assim e sucessivamente.

Por outro lado, podemos definir uma sequéncia de niimeros reais como uma funcao
x:N — R, definida no conjunto dos niimeros naturais N que toma valores na reta real R,
cada n € N associa-se um namero real z, € R. O termo x,, é denominado o termo geral

da sequéncia (xy,).

Figura 3 — Funcao x,

N7
i

neN X, €R

Fonte: Autor.

Apesar da Figura 3 exibir uma fun¢do que associa a cada indice n € N a um termo
zy € R, nada indica que xy,; # oy, para i # j, ou seja, a fun¢ao z nao € necessariamente

injetiva. Similarmente nao conclui-se que a fungao seja sobrejetiva.

Cada sequéncia em questao possui suas caracteristicas e propriedade especificas, as
quais serao estudadas posteriormente. Neste momento serdo ilustrados alguns exemplos

de Sequéncias de Numeros Reais.

Exemplo 2.0.1. Considerando a sequéncia cujo termo geral é dado por (x,) =n.
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Neste exemplo, o primeiro termo da sequéncia x1 =1, o sequndo termo xo =2, o
terceiro termo x3 = 3, e assim sucessivamente, portanto temos que oS primeiros termos
da sequéncia numérica Sao

= (1,2,3,4,5,...).

Exemplo 2.0.2. Sendo que a sequéncia de termo geral é () = V5.

. . A . 3
No presente exemplo, o primeiro termo da sequéncia xri = \/5, o sequndo termo
To = \3/5, o terceiro termo x3 = \3/5, e assim sucessivamente, desta forma, temos que os

primeiros termos da sequéncia numeérica $ao
= (U5, 95,95, 95,..).
Exemplo 2.0.3. Tomando a sequéncia de o termo geral é dado por (z,)=2n—1.

Aqui o primeiro termo é x1 =1, o sequndo termo é xo =3, o terceiro termo € r3=2>5
e assim sucessivamente, observe que a sequéncia numérica aqui descrita é sequéncia dos
numeros impares,
rn=(1,3,5,7,9,11...).

De forma similar, podemos exibir a sequéncia dos niumeros pares, cujo termo geral é dado
por (x,) =2n, a saber

zn = (2,4,6,8,10,...).

Exemplo 2.0.4. Escolhendo a sequéncia cujo o termo geral é (xy,) = 1/n, teremos

an=(1,1/2,1/3,1/4,...).

Exemplo 2.0.5. Seja x, = (—1,1,—1,1,...) a sequéncia da qual tem como termo geral
(zn) = (=1)".

Exemplo 2.0.6. Dado (xy,) = (—3)", a sequéncia é

T = (—3,9,—27,81,...).

3
Exemplo 2.0.7. Seja a sequéncia cujo o termo geral é x,, = N Seus quatro primeiros
n

termos sao

3 3 1

1 = —_— - = —

1+5 6 2
B
7 245 7
3 3
"L‘S = _— -
3+5 8

3 3 1

s = —_— == = —,

YT a5 93
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Portanto, a sequéncia numérica é

_(1 331 )
’:L‘n_ 27778’37"' *

Exemplo 2.0.8. Dada a sequéncia de termo geral x, = % Ezxibimos os seus primei-
n
708 1ermos
1 1
€T = = = —— = —
! 1241 1+1 2
2 2 2
€T = —_—_— = —
2 2+1 441 5
. 3 3 3
ST TR+l 941 10
4 4 4
T4 = —.

241 16+1 17

_(1234 )
m=\s1017)

Logo, a sequéncia numérica é

1 1
Exemplo 2.0.9. Dado a sequéncia cujo o termo geral é dado por (z,) =1+ T + 5—1—
1 1 ' '
§+...—|—a.
r1 = 1
1
1—|—1—|—1 13
T = — e
’ 16 6
B 1+1+1+1_53
S R Y RV

o ro1 1

Exemplo 2.0.10. Tomando a sequéncia cujo o termo geral € (x,,) = cos(nm), temos que

x1 = cos(m)=-1
xg = cos(2m) =1
x3 = cos(3m)=—1

Observe que no Exemplo 2.0.5, Exemplo 2.0.6 e Exemplo 2.0.10 os termos oscilam
os sinais consecutivamente termo apos termo. Sera realizado um estudo mais detalhado

sobre sequéncias que possuem tal propriedade.
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Neste momento, falaremos de uma Sequéncia Numérica importante e bastante
conhecida, a Sequéncia de Fibonacci. A mesma segundo Mol [20] descreve o problema de

uma populacao de coelhos que crescem obedecendo algumas condicgoes.

Exemplo 2.0.11. (Sequéncia de Fibonacci)

A sequéncia de Fibonacci é definida obedecendo os sequintes critérios
r1=1; w=1; zp=zp-1+Tp-2, comn=>3,

isto €, cada termo € obtido pela adigcdo entre os dois termos anteriores. Desta forma,

podemos destacar os primeiros termos dessa sequéncia. Assim dado x1 =1 e xo =1 temos,

r3 = x94+x1=14+1=2
Ty = x3+19=241=3
T5s = x4+x3=34+2=5
rg = Ts5+x4=5+3=8
r7 = xrg+r5=84+5=13

e, portanto, obtemos x, = (1,1,2,3,5,8,13,21,...).

Observando que cada sequéncia tem sua particularidade ou um padrao préprio,

agora estudaremos Progressoes Aritméticas, bem como suas propriedades.

2.0.1 Progressoes Aritméticas

Agora estudaremos uma sequéncia especial, vista no ensino médio como Progressao
Aritmética, aqui a definiremos e determinaremos seu termo geral via demonstracao, além

de exibir e demonstrar propriedades pertinentes da mesma.

Definig¢ao 2.0.1. Uma Progressao Aritmética (P.A.) é uma sequéncia na qual a diferenca
entre cada termo e o termo anterior a este é constante. Essa constante é chamada de
razao da Progressao Aritmética, nesse texto serd denotada pela letra c. Note que, quanto

a quantidade termos podemos ter uma Progressao Aritmética finita ou infinita.

Tn = (xl +x2+T3,... axn—laxn)
P.A. finita

Ty = (x1+x2+23,...,T9n-1,Tp,...)

P.A. infinita

Exemplo 2.0.12. A sequéncia (3,5,7,9,11,13,15,17) é uma Progressio Aritmética finita

de razdao c = 2.
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Exemplo 2.0.13. A sequéncia (10,7,4,1,...) é uma Progressao Aritmética infinita de

raz00 ¢ = —3.

Nesta secao, demonstraremos o termo geral da Progressao Aritmética e aplicacao

a exemplos contidos em livros do ensino médio.

2.0.1.1 Termo geral de uma P.A.

Dada uma P.A. z, = (z1,79,x3,...) arbitraria, temos que a diferenca entre dois

termos consecutivos de z,, é constante, igual a razao c,
TQ9—T] =X3—T2=T4—T3=...=Tpt] —Tp =C.

Isolando cada um dos termos dessa Progressao, obtemos:

r9 = x1+cC
r3 = x92+c¢
Ty = Tp—1-tcC.

Reescrevendo as identidades, temos que:

ro = x1-+cC
r3 = x1+2c
T, = x1+(n—1)c

Desta forma, temos que o termo geral de uma P.A. é dado por
Ty =x1+(n—1)c, (2.1)

em que c¢ é a razao da P.A. e x1 é o seu primeiro termo.
Note que, conhecendo um termo xj qualquer de uma P.A., e utilizando (2.1), para
n =k, temos que
rp=x1+(k—1)c (2.2)
Subtraindo (2.1) de (2.2) temos,
Tp—2r = 1+ (n—1)c—[z1+(k—1)]
Tp—2p = x1+nc—c—x1—kc+c

Tn—xp = (n—k)c

T, = zp+(n—Fk)c (2.3)
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Que é uma expressao equivalente ao termo geral (2.1). Paralelamente, temos denotado em

(2.1), disso segue que aplicado para o elemento n =k + 1.

Tl = :L'1+[(/€—|—1)—1]C
Tpr1 = x1+kc. (2.4)

Abordaremos aqui, certos problemas dentro da tematica contidos em alguns livros

de matematica, tais como [§8] e [9].

Problema 2.0.1. Seja uma (P.A) de razao ¢ =7, cujo o décimo termo € 67. Determine

o vigésimo termo desta (P.A).
Solugao 2.0.1. Utilizando x,, = xp+ (n—k)c, comn =20, k=10, x =67 e c="7, temos

z0 = 67+(20—10)-7
zyo = 67+10-7=137.

Problema 2.0.2. Em uma P.A., o quinto termo vale 30 e o vigésimo termo wvale 50.

Quanto vale o oitavo termo dessa progressao?

Solugao 2.0.2. Note que x5 =30 e x99 = 50, seque de (2.3) que

T9g = x5+ 15¢
50 = 30+ 15¢
4
c = -.
3

De forma semelhante, temos xgs = x5+ 3¢, assim temos que xg = 34.
Problema 2.0.3. Determine o termo geral da P.A. dada pela sequéncia (1,3,5,7,9,...).

Solucao 2.0.3. Note que o primeiro termo da sequéncia é x1 =1, e a razao é 2, assim

seque de (2.1) que
T, = x1+(n—1)c
Ty, = 14+ (n—1)2
z, = 142n—2

T, = 2n-—1,

logo, o termo geral da sequéncia é xp, =2n—1.

Além destes problemas, existem outros que podem ser encontrados em [8, 9, 10, 22].

Aqui faremos uma associagao de uma (P.A.) a uma funcao polinomial de grau 1.

Segue de (2.1) que o termo geral da Progressao Aritmética é dado por x, = 21+ (n—1)c,
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desta forma, podemos pensar nela como uma func¢do que associa cada elemento natural
n ao valor x,. O grafico dessa funcao ¢ formado por uma sequéncia de pontos colineares.
Desta maneira, uma sequéncia (z,) é uma Progressdo Aritmética se e somente se, o0s

pontos do plano que tém as coordenadas (1,21),(2,22),(3,23),(4,24),.. ..

Figura 4 — Grafico da Progressao Aritmética

P2 i -
xoqr e 5
3('1-- """ E :
i i 5
0 1 2 3 n

Fonte: Autor

Para deducao da fungao que rege uma Progressao Arimética, utilizaremos a formula

do termo geral (2.1), segue que

r, = z1+(n—1)c
Ty, = X1+cn—c
Ty = cn+x1—cC
T, = cn+(r;—c).

utilizando, ¢ =a e b= (z1 — ¢), temos x,, = an+b, funcdo polinomial de primeiro grau na
variavel n.
Vamos enunciar e demonstrar algumas resultados sobre as Progressoes Aritméticas,

e para um melhor entendimento estes resultados, serao acompanhados por aplicagoes e

exemplos.

2.0.2 Propriedade das Progressdes Aritmética

Proposigao 2.0.1. Dados trés termos consecutivos de uma P.A., o termo médio é a

média aritmética dos outros dois termos.
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Demonstragio. Considere uma Progressao Aritmética arbitraria (z1,...,2p—1,2p, Tp11,-..)-
Seguem da definicdo de P.A. as seguintes identidades:

Tp=Tp_1+cC (2.5)
Somando as estimativas (2.5), obtemos 2x), = p—1 + zp4+1. Consequentemente,

Tp—1+ Tpt1
Tp= (2.6)
O

Aplicagao 2.0.1. Dada a Progressao Aritmética, (xy) = (2,4,6,8,...). Aplicando Propo-

si¢io 2.0.1, na Progressio Aritmética (xy,) temos

o — r1+2x3
S
246
= — =4
€9 B

Assim, como podemos constatar na sequéncia.

Proposicao 2.0.2. Dada uma Progressao Aritmética finita (x1,...,%p, Tpt1,- .. Tn—p,...Tn).
A soma de dois termos equidistantes dos extremos de uma P.A. finita, € constante e igual

a1+ Tn.

Demonstracao. Temos que os termos xp11 € Tn—p sao equidistantes dos extremos, isto €,
o numero de termos que precede um deles é igual ao nimero de termos que segue o outro.

Seguem de (2.4) as seguintes identidades

Tpy1 =T1+p-c (2.7)

Tp—p=21+(n—p—1)-c (2.8)

Somando as estimativas (2.7) e (2.8), temos que

Tpt1+Tn—p = Z1+p-c+z1+(n—p—1)-c
xp+1+xn—p = x1+x1+(n—p—1+p)-c

Tpr1+Tp—p = 21+ (x1+(n—1)-¢).
Portanto, temos que

Tp+1+Tp—p =21+ Tn.
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Aplicagao 2.0.2. Dada a Progressao Aritmética finita (3,6,9,12,15,18,21). Observe que
termos extremos desta sequéncia sio 3 e 21. Tomando dois termos equidistantes aos ex-

tremos, aqui tomaremos x3 =9 e x5 =15, seque da proposicio 2.0.2 que
T3+ x5 =21+ 27
Dai, temos que
r3+x5=9+15=24
r1t+rr=3+21=24
Neste momento, descreveremos interpolacao Aritmética.

2.0.2.1 Interpolacdo Aritmética

Definicao 2.0.2. Dado dois nimeros a e b, é sempre possivel inserir entre eles uma
quantidade de m qualquer de termos de modo que a sequéncia resultante seja uma P.A.

de extremos a e b. Desta forma, a P.A. resultante terd m+ 2 elementos.

Para conseguirmos interpolar uma Progressao Aritmética, precisamos determinar a razao

c. Assim, devemos reescrever (2.1), logo

T, = x1+(n—1)c
rp—x1 = (n—1)c
Ipn—T1
C =
n—1
b—a
c = ———
m+2—1
b—
c = —° (2.9)
m+1

Aplicagao 2.0.3. Dados 15 e 30, queremos interpolar 4 termos aritméticos. Assim deve-
mos considerar que 15 e 30 sao os extremos, acrescentando 4 termos entre eles a sequéncia

desejada serd constituida de 6 termo, n =6, assim, a =15 e b= 30, logo de (2.9) temos

30-15

3
441

Cc
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Logo, a Progressao Aritmética de razao ¢ =3 é (15,18,21,24,27,30).

Anélogo ao estudo das progressoes Aritméticas, aqui definiremos, demonstraremos
o termos geral de uma Progressao Geométrica, bem como suas propriedades, sempre

precedido de exemplos numéricos para melhor compreensao do leitor.

2.0.3 Progressoes Geométricas
Defini¢ao 2.0.3. Uma Progressao Geométrica (P.G.) é uma sequéncia de termos

(.Tl,:UQ,...,xn,...)

tais que o quociente entre cada termo e o termo anterior € uma constante. Essa constante

¢ chamada de razdo da progressdo e serd representada pela letra q.

Exemplo 2.0.14. A sequéncia (5,10,20,40,80,...) € uma progressio geométrica de razdo

q=2.

Exemplo 2.0.15. A sequéncia (1,1/2,1/4,1/8,1/16,...) € uma progressio geométrica de

raza0 q = %

2.0.4 Termo geral de uma Progressdao Geométrica

Dada uma Progressao Geométrica x,, = (z1,22,23,...), segue da definicdo que o

quociente entre dois termos consecutivos é constante, igual a razao q.

€2 €3 Tn
—_— T —— = e e e — ::q
T T2 Tn—1

Isolando cada um dos termos dessa progressao, obtemos

I = I1-¢q
r3 = x2-¢9
Tn = Tp-1-4.

Como observado, note que, as igualdades anteriores aqui podem ser reescrita como

1 =
To = T-q
3 = x-¢°
Ty = z-¢°
T, = x-¢"1

Tn = x1-¢"1 (2.10)
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Assim, a férmula do termo geral de uma Progressao Geométrica arbitraria, z, =

x1-¢" 1, cuja razdo é ¢ e primeiro termo .

Problema 2.0.4. Determinar o 13° termo da Progressao Geométrica (64,32,16,...).

Solucao 2.0.4. Para determinar o 13° termo da progressio usaremos o termo geral da
P.G., x,, = x1¢" Y, tendo em vista que o primeiro termo da sequéncia é x1 = 64, a razio
€q= 3 e o termo desejado é o décimo terceiro, ou seja, queremos determinar x13, sendo

assim, temos n =13, logo

r1i3 = I1- q12
1 12
o)
x13 9
1
r13 = 26 . Zﬁ
1
€x = — =
13 26~ 64
s . . ~ s, 1
Logo, o décimo terceiro termo da Progressao € x13 = 61

Agora, resolveremos um problema envolvendo conceito de Progressoes Geométricas

a area de figuras planas.

Problema 2.0.5. Observe a sequéncia de figuras e determine uma expressao a qual ex-

presse o termo geral que representa a drea da regido pintada de preto.

Figura 5 — Tridngulo de Sierpinski

Fonte: Autor

Solugao 2.0.5. Analisando a sequéncia de figuras, podemos observar a drea da figura A,
note que a mesma estd completa. Ja na figura B, a mesma foi dividida em 4 triangulos
equildteros e retirado o triangulo de seu centro, desta forma, ficaremos com — da drea
inicial, agora considerando a figura C, observamos apenas um dos triangulos e dividindo

o . . 9
em 4 partes iguais, e assim faremos para os triangulos restantes desta forma, teremos 6
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2
da drea original ou (4) , de forma similar faremos com as figuras D e F, respectivamente

2T 73\ 81 3\4 . N
encontraremos as dreas 6= (4) € 256 = <4> . Desta forma, para facilitar a resolugao,
tomaremos o primeiro indice da sequencia como n =0, e drea inicial, ou seja, a drea da
figura A igual N.

Para n =0, temos a drea total igual N, como ilustra o triangulo A.

3
Para n =1, temos a drea restante ¢é igual ZN como ilustra o triangulo B.
2
Para n =2 a drea restante é (4) N, como ilustra o triangulo C'.

3
Para n =3 a total restante é (4) N, como ilustra o triangulo D.

Seque que

zg = N
3
no= (3)w
3 2
no= (3) N

: o
n - - -N
. (4)

Desta maneira, podemos expressar a sequéncia que determina a drea pintada para

3 n
cada indice € x,, = (4) -N.

Agora faremos um estudo semelhante ao que foi feito nas Progressoes Aritméticas,

aqui associaremos Progressao Geométrica a uma funcao.

De (2.10) temos que, o termo geral da Progressao Geométrica é dado por z, =
x1-¢" !, desta forma, podemos pensar nesta progressao como uma funcio que associa
nimero natural n ao valor z,. Desta maneira, uma sequéncia (x,) serd P.G. se e somente
se, os pontos do plano que tém as coordenadas (1,z1),(2,22),(3,x3),..., pertencem ao
grafico de uma funcao do tipo exponencial, ou seja, o termo geral de uma P.G. pode ser

visto como uma fung¢ao do tipo exponencial, como ilustra a Figura 6.
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Figura 6 — Grafico da Progressao Geométrica

m-------------------------

-]
Rl Y S S

2
Fonte: Autor

Com base no que foi apresentado anteriormente com relacdo as Progressoes Arit-
méticas, de forma semelhantes estudaremos aqui resultados a respeito das Progressoes

Geométricas.

2.0.5 Propriedade das Progressdes Geométricas

Proposicao 2.0.3. Dado trés termos consecutivos de uma P.G. de termos positivos, o

termo médio é a média geométrica dos outros dois termos.

Demonstragio. Tomando a P.G. (x1,22,23,...,Zp—1,Zp,Tp+1,...,%n,...); Pela defini¢do

decorre que:

Tp  _ Tptl
2
Tp = Tp4l1-Tp-1

Tp = /Tp+l Tp-1
]

Aplicagao 2.0.4. Considere a Progressao Geométrica (1,3,9,27,81,...), tomando os ter-
mos consecutivos 3,9,27, seque da Proposicao 2.0.3 que 9 é a média geométrica de 3 e 27,

como descrevemos a sequir.

V3-2T=9=ux3
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Proposicao 2.0.4. Em toda P.G. o produto de dois termos equidistantes dos extremos é

tgual ao produto dos extremos.

Demonstragio. Seja a P.G. (x1,22,23,...,Zp—1,Tp, Tpt+1,---,Ln—p,...,Tp), OS LEIMOS Tpt1

e Tp—p sdo equidistantes dos extremos. Segue da equacao (2.10), que

Zpi1 = 114" (2.11)

Tp_p= z1qP)1 (2.12)

Dai, se multiplicarmos membro a membro de (2.11) com (2.12) , temos:

—p—1
Tp1 - Tn—p = x1¢"-21¢"7F
—1
Tp+1l Tp—p — xl'xlqn
Tptl Tp—p = &1 Tp. (2.13)

]

Aplicacgao 2.0.5. Dada a progressio geométrica finita (1,2,4,8,16,32,64,128,256), to-

mando os termos equidistantes 4 e 64, seque da Proposicao 2.0.4que

r3:T7 = X1°T9

Assim, temos

r3-x7 = 4-64 =256
r1-x9g = 1-256 =256

Para ilustrar, segue a figura.
Figura 7 — Produto dos termos equidistantes as extremidades
256

256
—

— —_—

4 8 16 3 64
\ 256 /
"2

1 2
256
Fonte: Pesquisador

| Il >
T T >

128 256

2

Portanto, independente dos termos que equidista os extremos nesta sequéncia o

produto sempre sera igual 256.
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Proposicao 2.0.5. Produto dos n termos de uma Progressao Geométrica.

Demonstragio. Dado a P.G. (x1,x92,x3,...,2y,...); vamos calcular o produto dos n pri-

meiros termos:

P, = x1-9-23...-Qp_1-0n (2.14)
P, = x, - Tp_1-Tp_o-...-To- T (2.15)

Multiplicando membro a membro de (2.18) com (2.19), temos

P? = (z1-ap)-(22-@n1)- (23 Tn2) .- (Tno1-22) - (- 21)

Note que em cada parentese, os termos sao equidistantes dos extremos, segue da Propo-

sicao 2.0.4 que os produtos sao iguais, dai

P2 = (z1-xp)-(x1-20)- (T1-20) .o (21 20) - (21 - T0)

P2 = (1 -xp)"
ou
[Fa| = /(@1 2n)™ (2.16)
[

Aplicacdo 2.0.6. Dada a progressio geométrica (1/2,1,2,4,8,...), de termo geral 272
para calcularmos o produtos dos 5 primeiros termos dessa sequéncia. Como 1 =1/2 e

x5 =8, entao seque de (2.16), que

1
[Bs] = /(5-8)°
Ps| = V4

|P5| = 2°=32.

Assim, temos que o produto dos 5 primeiros termos da Progressao Geométrica é 32.

No momento atual, visto que foram estudadas propriedades da P.G. precedidas de

aplicagbes, agora estudaremos a Interpolagdo Geométrica.

2.0.6 Interpolacao Geométrica

Definicao 2.0.4. Dados dois numeros a e b, podemos interpolar uma quantidade m de
termos, de modo que a sequéncia resultante seja uma Progressao Geométrica de extremos

a eb, com m+2 elementos.
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Entao:

Pelo o termo geral da Progressio Geométrica vem que b = ag™*!. Para resolver
problemas dessa natureza deve ser calculado a razao ¢ que depende diretamente dos valores
de a e b e da quantidade m. Mas o problema nem sempre apresenta uma solugao; Por

exemplo, se a-b<0em-+1 ¢é par.

Aplicagao 2.0.7. Inserir sete meios geométricos entre -1 e 1. Note que a = —1; b=1;

m="17;q="? Como b= aq™"!, vem que

1 = —1-¢8
¢ = -1
q = v/ —1.

assim temos, que q nao pertence ao conjunto dos numeros reais. Nessas condicoes, €
impossivel inserir sete meios geométricos entre —1 e 1, ou o problema ndao admite solugoes

Teals.

1
Aplicacao 2.0.8. Interpolar trés meios geométricos entre 2 e 3

1
Observe que a=2; b= g m= 3; q="

Como b= aq™"', vem que

1 4

N

3 q
1

4 _ -

7 = 16

. 1 . 111 1 11
assim temos, q=— e q= 5 Portanto, as progressoes sao (2, 1, T 8> ou (2, —1,=- )

2" 4’8

N | —

Aqui estudamos as Sequéncias Numéricas, e apresentamos suas particularidades

bem como as Progressoes Aritméticas e Geométricas.

Analisando o que foi dito anteriormente, verificamos que cada Sequéncia de Ntume-
ros Reais possui suas particularidades e propriedades especificas. Neste momento, vamos

a algumas defini¢oes e resultados do estudo de Sequéncia de Nuimeros Reais.

2.1 Monotonicidade de uma Sequéncia

Inicialmente, iremos analisar se uma dada Sequéncia possui uma ordem nos valores

dos seus elementos. No sentido de que, dado um termo arbitrario de uma sequéncia (x,),
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este ser maior ou menor do que o termo consecutivo a ele e assim sucessivamente. A no¢ao
de maior ou menor ¢é oriunda da ordenacao dos nimeros reais R. Mais precisamente, nesta
segdo iremos analisar se, dado uma sequéncia de niimeros reais (), seus termos estao

crescendo, decrescendo ou nao alteram seus valores reais.

Definigao 2.1.1. Uma sequéncia (z,,) € dita nao decrescente, ou seja, ela cresce ou seus

elementos mantém o mesmo valor, quando
21 <22<23... <Tp <Tpy1 < ...,

isto é, quando x, < xpy1, para todo n € N.

Se a desigualdade anterior for estrita, ou seja, Ty < Tp41 para todon € N, a sequén-

cia € dita estritamente crescente, ou mais precisamente crescente.

2
Exemplo 2.1.1. Seja (zy,) =n+—
n

zn = (3,3,11/3,18/4,27/5,...)

Note que, 0os primeiros termos nos sugere que a Sequéncia seja nao decrescente.

Exemplo 2.1.2. Dado (zy,) = %
n

zn = (1/2,2/3,3/4,4/5,5/6,...)

Analisando os primeiros termos da sequéncia tudo indica que esta seja crescente.

Mas, nao podemos concluir isso apenas analisando uma quantidade finita termos.

Definig¢ao 2.1.2. Uma sequéncia (xy,) € dita nao crescente se os seus elementos decrescem

ou mantém o mesmo valor,

isto €, quando xyn > Tnp41 para todo n € N. Quando a desigualdade acima for estrita, ou
seja, Ty > Tpa1, para todo n € N, entdo a sequéncia é dita estritamente decrescente, ou
decrescente.

Exemplo 2.1.3. Seja zp, = (1,1,=,=, 2,2, —, = .). Note que, os primeiros termos nos

Y 7272737374757"

sugere que a Sequéncia Seja nao crescente.

n
E lo 2.1.4. Sej =—.
xemplo eja (xy) T
12 3 4 . . L
Ty = (5, 51017 .) Analisando, os primeiros termos da sequéncia, podemos su-

por que esta seja decrescente.
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1
Exemplo 2.1.5. Seja (z,) =

-
1
)

seja decrescente.

Como no Exemplo anterior, os primeiros termos nos

)

5=
4l

(.
Ip = y T /=
n \/5

sugere que a Sequéncs

s

Definigao 2.1.3. Quando a sequéncia (x,) € tal que x1 =3 =23 =...= Ty = Tpt1, OU
seja, quando Ty, = Tp41, para todo n € N, ela € uma sequéncia constante.
Exemplo 2.1.6. Seja (z,) = V5
n = (95, 95, 5, ¥5...)
Exemplo 2.1.7. Seja (z,,) =1
x,=(1,1,1,1,1,...)

Temos que o Exemplo 2.1.6 e Exemplo 2.1.7, nos sugere que ambas sequéncias

sejam constantes.

Defini¢ao 2.1.4. Uma sequéncia (xy,) € dita alternada se seus termos alternam os sinais

termo apos termo consecutivamente, para todo n € N.

Exemplo 2.1.8. Seja (z,) = (—1)"
(o) = (=1,1,—1,1,—1,...)

Exemplo 2.1.9. Seja (x,) = (—2)"!
(2n) = (1,-2,4,—8,16,—32,...)

As sequéncias crescentes, nao-decrescentes, decrescentes e nao-crescentes e constan-
tes sdo denominadas Sequencias Monétonas. E importante observar que a monotonicidade
de uma quantidade finita de elementos de uma sequéncia nao garante a monotonicidade

da sequéncia.

Existem técnicas para demonstrar a monotonicidade de uma sequéncia e neste
texto serao apresentadas trés delas. Discutiremos sobre o método indutivo, a comparagao
dos termos consecutivos e a utilizacdo da func¢ado real associada a sequéncia, isto é, a

funcao que satisfaz f(n) = x,.

O método indutivo se da avaliando o resultado para o primeiro termo 1 no caso
para n = 1. Supoe que o resultado seja valido para um certo k € N, ou seja, para o k-
ésimo termo xj e mostramos o resultado para o proximo elemento xy 1. Para ilustrar este

caso, vamos ao seguinte exemplo:
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1
Exemplo 2.1.10. Dado x1 =2 e xp4+1 = §(xn+6), temos a sequinte sequéncia, dada por

T

L2

T3

T4

L5

2

1

*(931 —|—6) =4
2

1

1 11
§($3+6) =5
1 23

Assim, os primeiros termos da sequéncia x,, €

Tn = (2,4,5,11/2,23/4,- )

Estes primeiros termos da sequéncias nos sugerem que a sequéncia seja crescente. Para

verificarmos tal fato, ou seja, provar que x, < Tni+1, para todo, n > 1, vamos utilizar

inducao matemdtica.

Demonstracao. i) Note que o resultado é vélido para n =1, pois 1 =2 <4 = x5 = 2.

ii) Suponhamos a validade para para n =k, ou seja,

Tk < Tk41

(2.17)

iii) Devemos mostrar a validade para o sucessor de n =k , isto é, mostraremos que

Tl < L(g41)+1 = Tk+2-

Somando 6 e dividindo por 2 a desigualdade (2.17), temos que

1 1
§<Ikz+1 +6) > 5(9% +6)

Tht1 < T2

Logo, a desigualdade ¢ verdadeira para todo n.

]

O segundo método ¢ avaliar o valor da divisao dos termos consecutivos da sequéncia

(xy), isto é, o valor de

No caso em que a divisao (2.18) é maior do que 1, ou seja,

Tn

Tn+1

(2.18)

> 1= x, > xp41, temos

+
que a sequéncia (x,) é decrescente. Por outro lado se (2.18) for menor do que 1, ou seja,
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em que (2.18) foi igual a 1, ou seja,

() em estudo é constante.

Exemplo 2.1.11. Vamos mostrar

Observe que
z
T2

T3

36

< 1= x, < zp41 entdo a sequéncia (x,) é dita crescente. Finalmente, para o caso

=1= 2, = xp+1, concluimos que a sequéncia

Tn+1
n!

que a Sequéncia T, = — ¢ decrescente.
n

1!

20 2.1 1

22 ¢ 2

30321 2

T 3373.3.3 9

portanto, temos que os primeiros termos da sequéncia sao

zn = (1,1/2,2/9,...)

Assim temos x1 > 19 > x3, 1850 N0S sugere que a sequéncia seja decrescente. Vamos

demonstrar esse fato, ou seja, vamos mostrar que

Demonstragao. Calculando a razao

Tn

Tn+1

Portanto, x,, > x,,+1 para todo n >

Exemplo 2.1.12. Vamos provar que a sequéncia x, =

> 1. Para todo n € N.
Tn+41

, temos
Tn+1

n! ( n+1

n+1)

n" (n+1)-n

nl (n+1)"
(n

(n+1)
+1)n

(n+1)"

n’I’L
()
n
1 n
(1+n) >1, VneN (2.19)

1, ou seja, a sequéncia x,, é decrescente. O

n

¢ crescente. Note que

1 1
:L‘l = _— -
1+1 2
2 2
x2 = _— -
24+1 3
by o B3
ST 341 4
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observe que os primeiros termos da sequéncia sao x, = (1/2,2/3,3/4,...) Obser-

vando cada elemento, temos r1 < w9 < x3. Para verificarmos a monotonicidade de x,, que

x
usaremos a fato que —— < 1.
Tn+41
Demonstracao.
n n+1

< & 1)+1] < 2en?in<niiontlao<l (2,20
P S R F n[(n+1)+1] < (n+1) n“+2n<n“+2n-+ ( )

Logo temos que a desigualdade (2.20) é verdadeira, portanto a sequéncia é crescente. [

O terceiro método para a analisar a monotocidade de uma sequéncia (z,,) é consi-

derar a funcao associada a sequéncia, isto é, uma funcao f que satisfaz f(n) = x,; n € N.

Nesse sentido, analisamos a func¢ao

f: R— R

E aplicamos o teste da derivada, mais precisamente, se f'(x) > 0, entdo f é crescente. De

modo semelhante, quando f/(z) <0, a fungdo f é decrescente.

Apés determinarmos os intervalos Iy = {z € N; f(z) >0} e b ={z e N; f'(z) <0
restringimos estes aos numeros naturais x € N;x > 1. Se estes nimeros estao contidos
em [ e Iy entdo, ao associarmos estes a sequéncia (z,) garantimos o crescimento ou

decrescimento da sequéncia.

2
Exemplo 2.1.13. Seja a sequéncia (x,) = n+ —, vamos verificar sua monotonicidade.
n

11 18 27
Verifique que, os primeiros termos da sequéncia () = (3’3’§’Z’€’”
que 1 = x9 < T3 < x4, 1880 nos induz a pensar que (ry) € nao decrescente.

.). Note

2
Seja f(x) a fungao associada (xy,), isto é, f(x) =x+— podemos reescrever a fung¢ao
x

f, como f(x)= x2;_2'

Calculando a derivada de f, temos que

(27) -7 — (22 +2)-1

f/(x) = )
22 (42

f/(SU> = & :iz +2)
2 —

f/(l’) = 22 &

Observe que f'(x) >0 se, e somente se, 2 > 2. Em particular que x> /2 =1,4142.. .,

temos que f'(x) é positiva, seque (x,,) € crescente para todo n > 2.
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Neste momento classificaremos as Progressoes Ariméticas e Geométricas quanto a

sua monotonicidade. Dado o termo Geral da Progressao Aritmética, ou seja,
zp=x1+(n—1)c
Tomando a funcao associada de x,, temos que
flx)=xz1+(r—1)c; comz €N
Note que
f(x)=04+(1-0)c=c
Podemos concluir que

i) Se f'(z) > 0 se, e somente se, ¢ > 0.

ii ) Se f'(x) <0 se, e somente se, ¢ < 0.

Concluimos que uma P.A. é crescente para a razao ¢ > 0 e decrescente o caso contrario.

Exemplo 2.1.14. Seja a Progressao Aritmética x, = (—3,—1,1,3,5,...), entao c=2 >0,

portanto x,, crescente.

Exemplo 2.1.15. Dada a Progressio Aritmética x, = (15,10,5,0,—5,...), entdo c=—5<

0, portanto x, € decrescente.

Diferente do que realizamos com as Progressoes Aritmética, aqui vamos analisar
a monotonicidade das Progressdoes Geométricas, através da razao dos termos consecuti-
vos. Observe que, caso a razao ¢ < 0 nao teremos monotonicidade, pois obteremos uma

sequencia alternada, por exemplo, veja o Exemplo 2.1.8 e Exemplo 2.1.9.

o n—1
Tn _ 114 (2.21)
Tn41 x1-q"

Nessas condigoes devemos analisar x1 e ¢ para inferir sobre o seu crescimento. Ja

> 1.

In In

<1ou
Tn+1 Tn+1

que queremos verificar se

i) Se x1 >0, entao de (2.21) segue que

Tn

Entao <leg>1

Tn+1
Portanto, temos que x1 > 0 e ¢ > 1, logo P.G. seré crescente.
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ii) Se 1 > 0, entdo de (2.21) segue que

T
Entao —=

>1l&qg<1
Tn+1

Por conseguinte, temos que x1 >0 e 0 < ¢ < 1, logo P.G. serd decrescente.
iii) Se z1 <0, entdo de (2.21) segue que

Tn 1

Tnt1 q

T
Entao —=

<l&sg>1
Tn+1

Assim sendo, temos que 1 <0 e ¢ > 1, logo (P.G.) sera decrescente.

iv) Se 21 <0, entao de (2.21) segue que

Tn

1
Tn+1 q'

Tn

Entao >1&sqg<1

Tn+1
Consequentemente, temos que 1 <0 e 0 < ¢ <1, logo P.G. serad crescente.

1 1 .
Exemplo 2.1.16. Seja a Progressao Geométrica (5,1,2,4, ...), em que 1 = 5 eq=2; F

uma Progressao Geométrica crescente.

1 1
Exemplo 2.1.17. Dado a Progressio Geométrica (8,4,2,1, 30 ), em que 11 =8 e q= 3

FE uma Progressao Geométrica decrescente.

Exemplo 2.1.18. Tomando a Progressao Geométrica (—1,—2,—4,-8,...), em que x1 =

—1 eq=2; E uma Progressao Geométrica decrescente.

Apébs o estudo da monotonicidade e sua aplicagdo nas progressoes. No momento
atual, mostraremos uma aplicagdo das Progressoes Geométricas na Matemética Finan-

ceira.

Aplicagao 2.1.1. Encontrar a expressio que determinar o montante no periodo finito n

sobre o regime de Juros Compostos.
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Note que é sabido que o montante € a soma de um capital investido adicionado

com juros de um determinado periodo. Assim, calculando o montante més a més, temos

M1 = C+Ci=0(1+i)

My = M+ Myi=M(1+i)=C(1+i)?
Mz = My+ Moi= Mo(1+i)=C(1+i)?
My = M+ Msi= Ms(1+i)=C(1+i)

M, = My 1+M, 1i=M, 1(14+3)=C(1+i)" 1 (144)=C(1+i)"

Portanto, a expressao que determinar o montante para n meses é My, = C(1+41)".

Observe que, (My, Mo, M3, My,...), representa uma sequéncia e em especial uma
Progressio Geométrica em que o primeiro termo da mesma é My = C(1+1i) e a razao
qg=(1+1).

Discutimos nas se¢oes anteriores a respeito de Sequéncias Numéricas e suas parti-
cularidades, e nelas exibindo uma gama de exemplos e aplicagoes que podem auxiliar o

docente da Educagao Basica. Agora, realizaremos um estudo sobre as Subsequéncia.

2.2 Subsequéncia

Definigao 2.2.1. Dada uma sequéncia x, = (Tn)nen, define-se uma subsequéncia de xy,
uma restrigio de (xp)pen a um subconjunto infinito N' ={n; <ng <...<ng...} CN, tal
que

' = (Tn)nen = (Tny Tng, Tngy - s Tngs- - -)-

Exemplo 2.2.1.
T, = (=1)"
= (-1,1,-1,1,-1,...)
Observe que a sequéncia admite duas subsequéncias xo,+1 = —1 e 29, = 1.

Exemplo 2.2.2.

Ty = N

= (1,2,3,4,5,6,...)

Neste exemplo, a sequéncia possui duas subsequéncias, xon+1 = (1,3,5,7,...) € zop =

(2,4,6,8,...).
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Neste momento iremos avaliar o comportamento dos valores reais dos elementos
de uma sequéncia (x,), quando o indice n é suficientemente grande. Mais precisamente,
estaremos interessados em verificar se estes valores ficam "bem'préximos de um certo

nimero ou crescem/decrescem de maneira incontrolavel.

2.3 Limite de uma Sequéncia

Intuitivamente, afirmar que um ntimero real L é o limite de uma sequéncia (z,,)
¢ o0 mesmo que falar que, quando n se torna suficientemente grande, os valores (z,) se
aproximam e se mantém préximos de L, tao perto de L quanto se queira. Antes de partir

para a definicao formal de limite de sequéncia, vamos a algumas defini¢goes preliminares.

Definicao 2.3.1. Uma sequéncia (x,) diz-se limitada inferiormente quando existe uma

constante a € R tal que x,, > a para todo n € N.
Exemplo 2.3.1. A sequéncia x, = (...,—3,—2,—1,0) € limitada superiormente por 0.

Definigao 2.3.2. Uma sequéncia (xy,) diz-se limitada superiormente quando existe b € R

tal que x, <b, para todo n € N.
Exemplo 2.3.2. A sequéncia z, = (1,2,3,...) que é limitada inferiormente por 1.

Definicao 2.3.3. Se uma sequéncia (xy,) for limita inferiormente e superiormente, entao

(zy) € dita Limitada.

Observagao 2.3.1. Note que, tomando K = max{|a|,|b|}, onde a e b sequem das defi-
nigoes Defini¢ao 2.3.1 e Defini¢io 2.3.2, tem-se que |x,| < K,¥n € N. Por exemplo, toda

sequéncia constante € limitada.

Observagao 2.3.2. Podemos pensar em uma sequéncia (xy,) € limitada, quando o con-
junto dos valores de seus termos for limitado, isto é, quando existem niumeros reais a e b
tais que a < x, < b para todo n € N, ou seja, todos os termos da sequéncia pertencem ao

intervalo [a,b).

Vamos introduzir agora um conceito que é de suma importancia, e é central nos
principais resultados referentes a sequéncias numéricas, o conceito de convergéncia de um
sequéncia, mais precisamente estaremos interessados em estudar o limite de uma sequéncia

arbitraria x,, quando n cresce indefinidamente.

Definicao 2.3.4. Uma sequéncia arbitraria (x,) € dita convergente, quando existe o limite
nh_}r%o Tn. Em outras palavras, uma sequéncia converge, quando existe um numero real L
para o qual os wvalores de (xy) se aproximam de L, quando o indice n assume valores

"muito grandes'e neste caso dizemos que (x,) converge para L e denotamos lim x, =L
n—oo
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n—oo s . . A .
ou r, — L quando n — oo ou x, — L. Caso, contrdrio, dizemos que a sequéncia

diverge (ou € divergente).

Figura 8 — Convergéncia na reta real

X1 X3 X5 X 6 X9y Xngt Xnoy ™ X8 X7 X4 X2

C 1
0 L-¢ L L+e
Fonte: Pesquisador

Vamos aprofundar um pouco a defini¢ao anterior e formalizaremos a defini¢ao for-
mal de limite de sequéncia, a qual serd utilizada na demostracao dos principais resultados
desta se¢ao. Neste sentido, iremos estabelecer o quanto queremos que os termos da sequén-
cia se aproximem do limite L e este valor implicara diretamente no indice da sequéncia

Tp.

Dada uma sequéncia x,, dizemos que esta sequéncia converge para um nuimero
real L, ou seja, que nli_r>noo Ty = L se, dado qualquer niimero real € > 0, existe um indice
no =nop(e) € N, tal que

|zy, — L| < e, para todo n > ny. (2.22)

Analisando o médulo da desigualdade (2.22), tomando indices n > ng, podemos rescrevé-la

da seguinte maneira:

—e<xp,—L<e

L—e<xyp<L+e,

donde concluimos que, analisando os indices n > ng, os elementos x,, € (L —¢,L +¢).

Anteriormente foi abordado conceitos de limitagao de uma sequéncia, porém, agora,

destacaremos as propriedades de limites para Sequéncias.

2.3.1 Propriedades do Limite para Sequéncias

Teorema 2.3.1. Sejam (x,,) e (yn) sequéncias convergentes e ¢ uma constante, entdo

7) lim (z = lim z lim
) n—>oo( n+yn) n—00 n+n—>ooyn
72) lim (x,, — = lim z, — lim

) ’I’L*)OO( n yn) n—oo n TL*)OOyn
i) lim cx, =c lim ), lim c=c

n—o0 n—o0 n—0o0

w) lim (x = lim z, - lim

) n—>oo< ”y”) i, Tn - 10 Yn

i
v) lim 27 = Mnooo®n lim y, #0

n—o0 yn hmn_>oo yn n—oo
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vi) nli_)ngoxﬁ =[lim " se p>0 e z,>0

Aqui demonstraremos o item ), as demais demonstragoes podem ser encontradas
em [17] e [18].

Demonstracdo. Seja € >0 um nimero arbitrario tal que, exista um indice n; de tal forma
que, tomando n > ny, teremos
€

|z —al < 3 (2.23)

De forma analoga, devemos garantir a existéncia de ng, de tal forma que, tomando n > na,

temos que
€
[ =0l < 5. (2.24)

Aplicando a defini¢do de limite em simultaneamente em (2.23) e (2.24) temos,
(@0 +yn) = (a+b)[ = [(zn —a) + (yn — )]
Segue da desigualdade triangular que

£ £
(n =)+ (yn —B)] < [ —al +|yn —b < S+ ==

Portanto,

A, (Zn+yn) = limm o0 + lim yn

Exemplo 2.3.3.

n n%oo1

:n—i—l

Vamos mostrar que dado € > 0, existe um indice no =ng(c) €N tal que

Tn

lzp,—1] < &, Vn>ng

n
— =1 < Von>
‘n—i—l g, n-=no
Note que
n ‘_n—(n—l—l)_‘—l 1
n+1 B n+1 S n+1l n+1

Utilizando o fato de que n € N, temos que n+1 > n, logo
1 1

n+1 n’
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Portanto
n 1
'—1’<5 & —<e
n—+1 n

1
S n> -
€

1
Entao, tomando ng > —, seque que
€

1 1 —1
‘ (2.25)

> — > =
c no ng+1 ng—+1

Consequentemente, temos que
‘ —1
> =
no+1

_‘ "0
N ng+1

|
ng+1

no—(n0+1)|

Segue que para todo n > nyg, |r, — 1| <e como queriamos demonstrar

Exemplo 2.3.4.
Tn=vn+1—vn"=%0

Devemos provar que dado € > 0, existe um indice ng =ng(e) tal que

|z, —0] < & Vn>ng

‘\/n—i-l—\/ﬁ‘ < g, Vn>ng

Observe que

1

\/n—ﬂ—\/ﬁ:—m

Logo,

<e€

VAT Vil <z o |

1
NIES TN
1
—F— <€

vVn+1+n

Comon+1>n, Vn €N, entdo

Vn+1>/n

Devido a fungio f(x)=+/x ser continua, Logo

Vit T4yn >t /n=2yn

Dai seque que
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Portanto,
1
|xn—0|<€ = ﬁ<€
1
275< n
1
= 4—€2<n

1
Basta tomarmos ng € N; ng > 12 Logo, temos que
€

Exemplo 2.3.5. A sequéncia z, = (—1)" diverge.

Para mostrar este fato, devemos provar que ndo vale a definicio de limite para

essa sequéncia, isto €, mostrar que ndao existem € >0 e ng € N tais que
|z, —L| > &, Vn>ny.

Equivalentemente, devemos provar que para nenhum niumero real L para quaisquer € >0

e ng € N, existem termos (xy,) € N, tais que
|zy, — L| < &, para n suficientemente grande.
Note que,
|zy, — L|+ |xpi1— L| = |xp — L| +|L — xp41
Seque da desigualdade triangular que
|[Tn = L+ |L = 2nia] = [(zn — L)+ (L= 2ni1)| = [0 — 21l
Como x, = (—1)", entdo
| — LI+ |L = zpi1| 2 [(=1)" = (=1)" " = [(=1)" (1 = (=) = [(=1)"[]2 = 2.

Portanto, |xy, — L|+|L —xp41| > 2.

De maneira equivalente, temos que

|z —L| >1 ou |z, — L| > 1.
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O que implica que, para 0 < e <1, ndo temos que |z, — L| < €, um n suficientemente

grande, ou seja, (xy) € divergente.

No intuito de aprofundar o entendimento da defini¢ao formal de limite de sequéncia,
que de modo geral é algo de dificil compreensao para uma grande maioria dos leitores,

vamos enunciar e demonstrar alguns dos principais resultados do tema deste capitulo.

Teorema 2.3.2 (Unicidade do Limite de uma Sequéncia). Se uma sequéncia x, é con-

vergente, ou seja, existe o limite lim x,, entao esse limite € unico.
n—oo

Demonstracao. Por hipotese, temos que o li_>m T, existe, entao denotemos li_>m Ty = L.
n—oo n—oo

A tese deste Teorema é que este limite é inico. A técnica de provarmos essa tese é a

demonstracao por contradi¢cao, na qual contrariamos a tese e obtemos uma contradicao

com a hipotese, chegando assim em um absurdo e concluimos que a tese é verdadeira.

Vamos supor que o limite ILm rn = L nao seja unico, entao existem Lq e Ly com
n—oo

Ll#Lge

iz, = Ly (2.26)
Jim 2y = Lo (2.27)

Seja £ > 0 um numero arbitrario. Segue da definicdo formal (2.22) aplicada na

convergéncia (2.26) que ird existir um indice n; de tal forma que, tomando n > ny, teremos

€

| 2 — L1 |< 3 <e. (2.28)
Aplicando o mesmo processo para a convergéncia dada em (2.27), garantimos a existéncia
de um indice no de tal forma que, tomando n > no, temos que

€

| 2 — Lo |< 3 <e. (2.29)
Note que, nas estimativas (2.28) e (2.29), tomamos |z, — L; |[< §, para i=1,2e¢ n>
ni,ne e isso foi feito de modo a facilitar as operagoes posteriores.

Utilizando a desigualdade triangular e técnicas basicas de operagoes com maédulo,

para qualquer n € N, temos

|L1—L2| = |L1—$n+ZL’n—L2|
= | —(zn—L1)+(zn—L2) |
< Jan—Li |+ |on—La]. (230)

Observe que os dois termos do lado direito da estimativa (2.30) sdo os mesmos de (2.28)

e (2.29). Entretanto essas ultimas desigualdades nao sao satisfeitas para todos os indices
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n € N, apenas para n > nj em (2.28) e n > ng em (2.29). Deve ser tomado um indice

que satisfaca ambas estimativas e este ¢ o maior dos indices ny e no, mais precisamente

ng =max{ni,ny}. Temos que ng s6 pode assumir dois valores nj ou n2. Em todo caso, para

n > ngp, temos que n > ny e n > ny. Deste fato, temos que tomando n > ng, | z, — L1 |< %
e | v, — L2 |< §. Combinando este fato com (2.30), obtemos que
| L1 — Lo |< %—l—%:e, para todo n > ny.

Temos que 0 <| L — Ly |< € para todo £ > 0 tomado suficientemente pequeno o

quao se queira. Deste modo, podemos pensar em € = %, como uma sequéncia que tende pra

zero, quando o argumento k tende a infinito. Entao podemos concluir que | L1 — L |= 0.

Donde segue que L = Ls, o que é uma contradicdo com a hipdtese de que Ly # Lo.

Portanto o limite é inico, como queriamos demonstrar. O

No que segue, enunciaremos, demonstraremos e serao dadas algumas aplicacoes
de uma dos teoremas mais classicos e conhecidos do estudo de limite de sequéncias, o

Teorema do Confronto, também conhecido Teorema do Sanduiche.

Teorema 2.3.3. (Teorema do Confronto) Supondo que trés sequéncias (ay), (by) € (cp)
satisfazem a, < b, < ¢, , para n suficientemente grande e que os limites lima, = L1 e

limb,, = Lo existam com L1 = Lo = L. Entao, obrigatoriamente deve-se ter limb,, = L.

Demonstragdo. Por hipdtese, temos que lim a, =L e lim ¢, = L. Segue da definicao
n—r-:o0 n—-:oo
formal de limite, que dado € > 0, existem n; € N relativo a sequéncia a,, e no € N com

respeito a sequéncia b, tais que:

n>n=>L—-c<a,<L+¢

n>nyg=>L—ec<c,<L+e.

Seja ng =max{ni,n2}. Entdon >ng=L—ec<ap, <b, <c, < L+e=0b, € (L—¢,L+¢),
logo limb,, = L. O]

2
sen(n
Aplicagao 2.3.1. A sequéncia (xy) = y converge para 0.
n

Demonstragio. Segue da definigdo da fungao seno que —1 < sen(f) < 1, para todo 6 € R.
Em particular, temos que
—1< sen(n?) < 1.

Dividindo ambos lados da desigualdade anterior por n > 0,

-1 < sen(n?)

<

S|

n n
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— 1
Como lim — =0e lim — =0. Entao pelo Teorema do Confronto, temos que
n—oo n T——>00 n,

limz, = 0.

]

Aplicagao 2.3.2. Seja (x,) uma sequéncia de nimeros reais, tal que existem nimeros

reais a,b € R com 0 < a < x, <b, a partir de um ng € N. Entdo (xn)l/” R,

Demonstracao. Por hipotese, temos que a < x, < b e a sequéncia assume apenas valores

positivos. Segue deste fato que:
Va < Wi, < Vb (2.31)

Observando a estimativa (2.31), nota-se que basta mostrarmos que os extremos {/a e Vb

. , —
convergem para 1, via Teorema do Confronto, concluimos que /z, = (xn)l/ n R

Aqui, vamos manipular o termo {/a de tal forma que o limite seja calculado de
uma maneira direta. Note que {/a = al/™. Aplicando a funcio logarftmica na base e em

ambos os lados e utilizando propriedades da fun¢ao In, obtemos

In {/a = In(a"/™) = llm(a).
n

Com o intuito de voltar a {/a, vamos aplicar a fun¢ao inversa da In nas estimativas
anteriores,

{z/a _ eln Va _ e%ln(a)'

In(a)

R D . - L
Portanto, temos que nh_rpoo Va = nh_I)Ilooe . Utilizando que a fung¢do exponencial é

continua, temos que
lim ¥a=e%me — 01,
n—~ao0 \/_

Analogamente provamos que ngnm V/b=1 e, portanto, pelo Teorema do Confronto,

temos que nh_r)noo Tp=1. O

271
Aplicagao 2.3.3. A sequéncia x, = — converge para 0.
n

n 2 n
Note que xp = — = () , pode ser reescrita da sequinte maneira:
n n
9 2) n—1
-GG
n/ \n
2

9 n—1
Pela definicio da sequéncia x,, temos que 0 < x,, = () <> , para todo n €
n/ \n

N. Por outro lado, observe que — <1, para n > 2. Como o estudo da convergéncia de
n
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sequéncias de numeros reais nao € influenciado por um numero finito de termos desta,

temos que

9 n—1
() <1t =1, para n > 2.
n

Consequentemente,

2\ 72\t /2
0<n=(G) G <()
n/ \n n
Dai seque que,

"300.

8

S

O<a, <
Portanto, pelo Teorema do Confronto x,, — 0.

Agora, estamos interessados em relacionar o estudo da limitagdo de sequéncia de

numeros reais com a convergéncia da sequéncia.

Teorema 2.3.4. Toda sequéncia convergente € limitada.

Demonstragio. Seja x,, uma sequéncia convergente, isto €, temos que o limite lim x, =L
’ ’ n=00

existe, para algum L € R. Vamos provar que x,, é limitada. Neste sentido, vamos utilizar a

definicao formal de limite e analisar o comportamento dos elementos da sequéncia quando

seus indices formam uma quantidade finita de termos.

Segue da definicao de limite, que existe ng € N, tal que para indices n > ng, temos

que z, € (L—¢g,L+¢). Em todo caso, temos que
xn <|L|+e, paratodo n >ny. (2.32)

Observe que o conjunto infinito {zp,, Tng+1,Tne+2---} de elementos da sequéncia sao li-
mitados devido & (2.32). Resta portanto, limitar os termos do conjunto finito de ni-
meros reais {x1,72,23,...,Tn,—1}. Como se trata de um conjunto finito de nimeros re-
ais, obrigatoriamente existe o maior e o menor elemento deste conjunto. Considerando

M =max{x,x9,23,...,2n,—1}, temos que
Tp <M, paratodo 1<n<nyg—1. (2.33)
Tanto |L|+ ¢ quanto M sdo ntmeros reais. Utilizando um raciocinio andlogo ao

feito na obtengao da estimativa (2.33), garantimos a existéncia de K = max{|L|+¢, M }.

Combinando as estimativas (2.32) e (2.33) e utilizando o valor de K, obtemos
rn < K, paratodo néeN,

o que implica na limitagao de (z,,). O
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Observacao 2.3.3. A reciproca deste resultado nao é verdadeira. O resultado garante
que toda sequéncia convergente é limitada, logo sua reciproca seria de que toda sequéncia
limitada fosse convergente. Entretanto, a sequéncia alternada x, = (—1,1,—1,1,—1,...) €
limitada jd que | xy, |< 1, mas nao é convergente, jd que os termos impares da sequéncia
(zn) s@o todos constantes iquais a 1 e os pares iguais a —1, nao garantindo a convergéncia

da mesma, devido a essa alternancia.

No sentido da Observacao 2.3.3, cabe aqui fazer um breve estudo sobre sequéncias
contidas em outras sequéncias, como aconteceu na sequéncia x, = (—1,1,—1,1,—1,...),
que os termos xo,+1 = —1 e x2, = 1. Portanto vamos definir, exemplificar e estudar resul-
tados referentes as Subsequéncias de sequéncias de niimeros reais, que sera feito posterior

ao proximo resultado.

O préoximo resultado é de suma importancia no estudo de sequéncia no sentido
de que ele completa o teorema anterior. No Teorema 2.3.4 a limitacao nao garante a
convergéncia, entao o proximo resultado coloca a hipotese necessaria, além da limitacao

para garantir a convergéncia, no caso a monotonicidade.

Teorema 2.3.5. Toda sequéncia mondtona limitada converge.

Antes de partir para a demonstragao, é importante salientar que a sequéncia citada
na Observacao 2.3.3 x,, = (—1)" nao é mondtona. Entao esta sequéncia ndo é um contra,

exemplo para este resultado.

Demonstrag¢io. Seja (xy) uma sequéncia monétona. Sem perda de generalidade, podemos

supor que a sequéncia (z,) seja nao decrescente, isto é,
] S22 <3< ... STy STpp1 S

Além disso, por hipdtese a sequéncia z, é limitada. Este fato implica que exista um
numero K € R tal que
| xp |[< K paratodo neN. (2.34)

Temos, via completude do espaco R que dado € >0, K —e¢ < K e além disso, pela
definicdo da sequéncia x,, existird algum indice ng € N tal que K —e < z,, para todo
n > ng. Além disso, como a sequéncia z,, é nao decrescente e existem infinitos indices n,
temos que

K—e<xp, <y, (2.35)

para todos n > ng. Combinando as estimativas (2.34) e (2.35), temos que

K—-—e<ap <z, <K<K+e, Vn>n. (2.36)
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Note que as desigualdades (2.36) implicam em
K—ec<zxz,<K+e, Vn>ny.
e esta ultima implica que nli_r)noo ry = K, ou seja, x, é convergente. O

Neste momento via indugao, demostraremos a monotonicidade e o limite de uma

sequéncia particular, afim de estudar o seu comportamento.

Aplicacdo 2.3.4. A sequéncia (v/2,1/2+ /2, \/2+ V2+12,...) é convergente. Note que,
r1 = V2
Tro = \/24—\/52 V2411

r3 = \24+V2+V2=v2+
Tn = /24 Tp-1

Vamos provar que (zy) € mondtona e limitada e concluir sua convergéncia, devido ao
Teorema 2.3.5.

Para garantir a monotonicidade da sequéncia (x,), vamos utilizar indugdo sobre o

indice n € N. Vamos provar que (x,) € uma sequéncia crescente. Note que

i) T3 = V2 <\/24V2= x2, logo o primeiro passo indutivo € satisfeito.
it) ( Hipdtese de Indugio) Suponhamos que x, < Tpi1, Vn € N.

itt) (Tese) Vamos provar que Tpi+1 < Tpi2.

Segue da definicio de (xy,) que
Tp+2 = 2+xp1
Tpn+2 = 2+\/2+$n

Utilizando a Hipotese de Inducao para o indice n—1, temos que

Tnt2 = V24+V2+xn>1/24+4/24 2,

Tpt2 = \/2+\/2+5Un>\/2+37n
Tnt2 = \/2‘|’\/2+$n>xn+1

Tpt+2 > Tp+l,

provando assim que a sequéncia € crescente, isto €,

T <2 <23<...<Tp <Tpiy1 <...
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Neste momento, vamos garantir a limitacao de (). Verificaremos que (xy,) <2, Vn € N.

Novamente vamos utilizar inducao sobre n.

Temos que

i) 1 =+/2 <2, donde temos que o primeiro passo indutivo é satisfeito.
it) ( Hipdtese de Indugio) Seja xy, < 2, ¥n € N.
iii) ( Tese ) Serd provado que xn41 <2, Vn € N.
Pela hipotese indutiva, temos que:

Tn < 2

Tn+2 < 4

Por outro lado, extraindo a raiz quadrada de ambos os membros da estimativa anterior,

obtemos
Vi, +2 < V4
Vip+2 < 2
Tpt1 <2

Logo, (xy,) € limitada e pelo Teorema 2.3.5 (xy,) € convergente e consequentemente
nlgg() Tn = L, para algum L € R.

Agora, vamos determinar explicitamente o valor deste limite L. Fazendo n tender

ao infinito na defini¢do de x,, mais precisamente em

Tn = \/2+-Tn—1

tem-se
L=+V2+1L
L?=2+1L
I’~L-2=0
Resolvendo a equagdo do seqgundo grau acime, obtemos Ly = —1 e Ly =2. Como estamos

trabalhando apenas com wvalores positivos de x,, devemos ter L = 2.

2

n s s
Exemplo 2.3.6. A sequéncia z,, = sen () converge para —. Note que
2n+1 n 2

n? T n T
Ty = sen () = ———nsen () .
2n+1 n 2n+1 n
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1
Nao ¢ dificil verificar que lim = —. Por outro lado, queremos calcular
f ficar que Jim o 1=y 4

lim n sen (ﬂ) (2.37)
n—00 n

multiplicando e dividindo (2.37) por (W), disso seque
n

Donde concluimos, dos limites anteriores que

. n? T T
lim sen <> = —.
n—0o0 2n + 1 n 2

Para finalizar este Capitulo vamos enunciar e dar uma ideia da demonstracao de
um dos Teoremas mais importantes no estudo de sequéncias de ntimeros reais, o Teorema

de Bolzano-Weierstrass .

Teorema 2.3.6 (Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada de nimeros reais possui

uma subsequéncia convergente.

No intuito de demonstrar este resultado, devemos provar que dada um sequéncia
limitada a,, isto é, existe um ntmero real M tal que —M < a,, < M, esta admite uma
subsequéncia an; C a, convergente. Segue que —M < ap; < M, ou seja, é limitada. Para
garantir a convergéncia, basta verificar a monotonicidade de ay;, devido ao Teorema
2.3.5. Neste momento que utilizamos conceitos e resultados referentes aos conceitos de
Infimos e Supremo de Conjuntos, o que néo cabe neste trabalho. A demonstracéo completa
deste resultado pode ser encontrada em diversos livros de calculo e de andlise, dentre eles

podemos citar [12, 16, 21] e referéncias contidas nos mesmos.
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3 SERIES DE NUMEROS REAIS

Neste capitulo, estaremos interessados em analisar somas infinitas dos elementos de
sequéncias de ntimeros reais. Diferentemente do que foi feito no capitulo anterior, aqui es-
taremos interessados em analisar a convergéncias das séries e para tal estudaremos alguns
Testes de Convergéncia. Aqui serd tratado de maneira sucinta as somas das Progressoes,
bem como resultados relevantes no estudo e exercicios aplicados em atividades para alunos

do ensino médio.

3.1 Séries numéricas infinitas

Seja (z5,) uma sequéncia de nimeros reais. Analisando a soma de seus termos,

obtemos uma expressao, a qual é denominada Série Numeérica e denotada por

o0
Y ap=w1+zotz3t.. +a, ...

n=1
Exemplo 3.1.1. Considere a Série de Niumeros Reais 1+3+5+7+9+...+(2n—1)+...,
note que essa série é constituida pela sequéncia de numeros impares, ou podemos pensa-
la como a soma de uma Progressao Aritmética de primeiro termo r1 =1 e razio ¢ = 2.

Perceba que essa série pode ser denotar por
o
> (2n—1)=1+34+5+7+9+...
n=1

1 1 1 1
Exemplo 3.1.2. Veja a Série de Numeros Reais 1+§+Z+§+T6+"'+21_n+""

observe que a mesma é constituida por elementos de uma Progressao Geométrica de x1 =1

1
€ razdo q = 3 Note também que essa série poderd ser denotada por

e 11 1 1
2V = oo — L
2; 2 4 816

Neste momento definiremos Somas Parciais, pois a mesma ¢é de grande valia no

estudo de resultados da soma de uma Série de Numeros Reais.

o0
Definicao 3.1.1. Dada uma série Z Tp = T1+Ta+ T3+ ..., denotaremos por S, sua
. . n=1
n-ésima soma parcial:

n
Sp,=T1+Tot+x3+... 42, = sz — n-éstma soma parcial
i=1
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Se (sy,) for convergente e h_>rr01O Sp = S, OU seja, existir como um nimero real, entao
n

a série > x, ¢é dita convergente, e denotaremos

r1+xo+x3+...+Tp+...=S8

ou
)
> Tn=s,
n=1

em que o numero s é a soma da série. Caso essa soma nao exista como um nimero real,

dizemos que a série é divergente.

Portanto, a soma de uma série é o limite da sequéncia de somas parciais. Assim,
o0

a0 eSCrevermos Z Ty =S, isto é, a0 somarmos um numero suficiente de termos da série,
n=1
podemos chegar quao préximo de s quanto quisermos. Logo, temos que

o n
an:nli_{rolOinzs.
n=1 =1

Observe o Exemplos 3.1.1, analisando suas somas parciais

s1T = 1
so = 1+3=4
s3 = 14+3+5=9
s4 = 14+3+5+7=16.
Percebemos que na propor¢ao que n aumenta, sua soma se torna muito grande, ou seja, a

série em questao diverge, pois nao existe como nimero real. Mas, por outro lado, analise

a série do Exemplos 3.1.2, avaliaremos suas somas parciais

s1 = 1
1 3

= 1 _ = —
52 +2 5

LT
%= 271 1

RS U N
= 27178 8"

Para melhorar compreendimento, note a tabela a seguir, a qual descrevemos os valores
decimais de cada soma parcial. A medida que temos n grande, as somas parciais se tornam

mais proxima de 2. Isso nos sugere que

o0

1 1. 1 1
=l oot st =+ 2T =2
> totytgtgtote Tt

n=1
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Tabela 1 — Somas Parciais

n | Soma dos n primeiros termos
1 1

2 1,5

3 1,75
4

5

6

1,875
1,9375
1,96875
10 1,998046875

30 1,9999999981374
Fonte: Autor

Exemplo 3.1.3. Dado a série 1 —1+1—1+..., de termo geral (—1)"*', é divergente pois
a soma parcial sy € igual a zero quando n € par, e igual a 1 quando n é impar. Portanto

nao existe lims,,.

Neste momento, definiremos e demonstraremos resultados classicos das Séries de
Numeros Reais, bem como um estudo sobre as convergéncias. Nao tao importante quanto
as demais, porém de grande significincia para a nossa pesquisa, além de ser um conteido
do Ensino Médio aqui destacaremos as Progressoes e em especial as Séries Geométricas,
pois a compreensao de tais conceitos é necessario para o entendimento das Propostas de

Atividades que serd desenvolvida no capitulo seguinte.

3.1.1 Série Geométrica

Aqui realizaremos um estudo de uma série especial, a Série Geométrica, sendo
que a mesma ¢ de suma importancia para inferir em alguns testes e serd nossa base o

desenvolvimento da proposta de Atividade Didatica.
n
r4rqtrP+.. 4. g = qun_l, com x #0
i=1

Segue da definicao que cada termo é obtido a partir da multiplicacao do termo an-
terior por ¢, em que 0 mesmo representa a razao. Assim, temos que, x1,79,23,...,Tn_1,Tn
representa uma Progressao Geométrica definida na secao 2.0.4, e indicaremos a soma dos

n termos por:

S, = x1+tzot+a3+...+THp—1+Th (3.1)

Com intuito de determinar uma expressao geral para a soma das progressoes e

saber as condigoes de convergéncia, aqui realizaremos algumas operacoes.
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Note que, se multiplicarmos os membros de (3.1) por ¢, obteremos
q-Sp = x1-q+x2-q+x3-q+...+Tp_1-q+Ty-q (3.2)
desta forma, podemos reescrever (3.2) como
q-Sn = To+ws+trat...+Tp+Tptl (3.3)
Subtraindo (3.1) de (3.3) temos,
Spn—=q S50 = T1—Tpt
note que x 41 = x1-q", dal segue que:

Sp—q-Sn, = x1—x1-¢"

Sn-(1—q) = x1-(1—-¢")

(1-4¢")

(1-q)

Observe que, se 0 < |¢q| < 1, quando n — oo entao ¢" — 0, disso segue que

Sn — I’l .

Tl

Sn (3.4)

Assim, a série serd convergente. Note também que, se |¢| > 1, entdao ¢ — oo desta forma

a série sera divergente.

Aplicacao 3.1.1. A medida do lado de um triangulo equildtero é 10. Unindo-se os pontos
meédios de seus lados obtém-se um sequndo triangulo equildtero. Unindo-se os pontos mé-
dios dos lados desse novo triangulo equildtero obtém-se um terceiro, e assim por diante,

indefinidamente. Vamos calcular a soma dos perimetros de todos esses triangulos.

Figura 9 — Tridngulo equilatero

Fonte: Autor

Note que



o8

Perimetro do primeiro triangulo é 30u.c.
Perimetro do sequndo triangulo é 15u.c.

1
Perimetro do terceiro triangulo é 5 uc

1
Devemos calcular a soma dos termos da PG infinita (30,15, 250 ), qual x1 =30 e g = o

dai

S T g TR T T T e

Portanto, a soma dos perimetro é 60u.c..

Exemplo 3.1.4. Considerando a dizima periodica 0,5555.... Note que podemos reescrevé-

la como

5 5 5
0.5555...= 0.5+ 0,05+ 0005 4= >+ > 1 >
’ 00,000,000 =15 700 T 1000

Percebam que a série é constituida por uma Progressio Geométrica infinita

3 ) 5
( + + +>

N (3.6)

10 102 103
o 5 1 .
na qual o primeiro termo x1 = 10 eq= 10" A fragdo corresponde
1 n
1—(—
) (1—4¢") .5 (10) 5 1 5
lim 5, = e =lm === —— == 3.7
nsse”t T U gy Tatel0 T _ L T 10 9/10 9 (87)

10

Portanto, a fracao procurada é —.

O | ot

Observe que, desenvolvida a teoria mo FEnsino Médio, este exemplo, poderia ser
resolvido utilizando (3.4). Percebam que temos o primeiro termo e a razdo, desta forma

seque que a soma dos infinitos termos é

g 5/10 5
co=T—7FT7-===.
1-1/10 9
Neste momento, demonstraremos a soma dos n-termos de uma Progressao Aritmé-
tica. Observe que a soma dos termos de uma Progressao Aritmética sé sera convergente
para um nuamero finito de termos, caso n — 0o, a soma nao existird como numero real,

assim a série sera divergente.
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3.1.2 Soma dos termos de uma Progressdes Aritméticas

Dada a P.A. (z1,72,23,...,Tp—1,%y), indicaremos a soma dos n termos por:
Sn = x1+txotrst+...+Tn_1+T, (3.8)
ou
Sn = TpntTp1t+Tpot...+xo+11 (3.9)

Somando (3.8) e (3.9)

25, = (x1+xp)+(ra+zp_1)+ (23 +xpn—2)+...+(Tn_1+22)+ (Ts + 1)

28, = n-(r1+wzy)
(x1+xn) 0

S, = ;

Exemplo 3.1.5. A soma dos 20 primeiros termos da progressao aritmética 2,6,10,...
vale 800.

Note que, precisamos determinar o vigésimo termo da sequéncia, dai temos

rog = x1+19c
ro9g = 2+4+19-4
oo = 78.

Assim, temos que a soma dos vinte primeiros termos da sequéncia, pode Ser expressa por

2 -2
S0 = (2+78) 20 +728) U s00.

Portanto, a somados dos vinte primeiros termos da sequéncia é 800.

Aqui estudaremos resultado sobre a convergéncia da Série Harmonica, pois preci-
saremos de seu resultado para analise dos testes de convergéncia e em especial o teste da

comparacao.

3.1.3 Série Harmonica

Dada a Série Harmonica

i1—1+1+1+3+
- 2 3 4 7

n=1
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Para o estudo da série em questao, iremos considerar por conveniéncia as somas

parciais de indice multiplo de 2, so,s4, 3, 16,532, - .., €m que observamos que as mesmas

se tornam grandes a medida que o indice cresce.

s1 = 1
142
S9 = —
2 2
—1+1+(Lﬂ>>1+1+Cﬁ}>—1+2
= 2 \371 o \1 1) T
——1+1+(y+w+(1+1+1+1>>1+1+<1+1)(
%8 = 27\371 5767778 2 \1" 1
1+1+(1+1>+<L+ +1>+(1+ +—1>
S — — — — — e — — . N
16 2 \371 5 8 9 16
+ <1+ —+1>—1+4
16 16/ 2
6
Analogamente, teremos que s3o > 1+ 2 Seq > 1+ 2 e, em geral,
n
Son > 1+ 5

1
88

g

1 1

Ly
4

+3+3

ol

3
14+
J=14
Lol
gt t3

(3.10)

[sso mostra que sgn — oo quando n — oo e assim s, ¢ divergente. Portanto, a série

harmonica diverge.

Aqui a estudaremos resultado sobre a convergéncia da Série Telescopica, pois igual-

mente a série anterior precisaremos de seu resultado para andlise de convergéncia e em

especial o teste da comparacao.

3.1.4  Série Telescopica

Dada a série Telescopica

> 1
7; n(n+1)

aqui estudaremos a respeito de sua convergéncia. Note que, ha um padrao nas somas

parciais que possa levar a uma férmula para s;. Desta forma, é possivel escrever a soma

parcial como

Assim temos, que

)



Dai,

_<1 1>+<1 1>+(1 1)+ +<1 b
k=172 273 37 4) T T kT R+l

resolvendo (3.11), reduziremos a soma para

1
sp=1—-—o

Desta forma, se k — oo, entao s — 1. Logo,

> 1

2 )

n=1

Portanto, a série é convergente, pois sua soma é um numero finito.

61
) (3.11)

(3.12)

(3.13)

Agora realizaremos um estudo dos testes de convergéncia, pois nem toda série é

possivel uma manipulagao igual as séries harmonicas, telescopicas e geométricas, neste

momento iniciaremos o estudo dos testes de convergéncia.

3.2 Testes de convergéncia

n

Teorema 3.2.1. Se uma série an converge, entdo lim x, =0.
— n—00
1=

Demonstracao. Para mostrar este resultado, considere s, = 1+ 2+ .

formada pela soma parcial dos termos gerais an.

Por hipotese, a série Za:n ¢é convergente, entao
lim s, =s para algum seN
n—oo " p g
note que

Sp—1 = T1+x2+x3+Tp-1

Sp, = T1+To+2x3+Ty.

Subtraindo (3.15) de (3.14), temos

Sp —S8n—1=Tn
disso, segue que

lims,, — $y,—1 = limz,

..+ xp, a sequéncia

(3.14)

(3.15)
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s—s=limx,

limzx, =s—s=0.
O

Observacao 3.2.1. Observe que a reciproca do Teorema 3.2.1 ndo é wvdlida, tome por
oo o

L . 1 P
exemplo a série harmonica E —, temos que o lbm — =0, mas g — € divergente. Por-
n—oo
n=1 n n=1
tanto o teorema antertor nao garante convergencia.

n3

Dividindo numerador e o denominador por n*, temos

i 1/n
2 5
n=11+—+ 1
n o n
dai seque que
1
lim /n =0
n—00 2
n o n

Logo, a série pode ser convergente.

Teorema 3.2.2. (Teste para a divergéncia) Se o lim x, ndo eriste ou se lim x, # 0,
n—oo n—oo
o
entao a série Z:Un diverge.
i=1

n2

2 n?

Exemplo 3.2.2. Z

Dividindo numerador por n?, temos

00
> o
n:172 1

dai seque que

Logo, a série é divergente.



63

Teorema 3.2.3. Se >z, € Yy, sdo séries convergentes, entdo as séries Y. cx, (em que

¢ € uma constante), Y (xn+ypn) € > (Tn —yn) também serao convergentes.
o o0
i)Y crp=c) wn

=1 =1
o0 o0 o0

i) > (@p+yn) =D Tn+ Y Yn
=1 i=1 =1
o0 o0 o0

i) > (Tn—yn) = Tn— Yn
=1 =1 =1

Aqui nao realizaremos as demonstragoes das propriedades, mas aqueles interessados

podem encontra-las em [29] e [30].

3 1
Aplicagao 3.2.1. Calcular a soma da série Z ( + )

(n+1) 27
1
Observe que a série Z — € uma série geométrica de primeiro termo ri; = 5 €
1
razao q = o sobre esta perspectiva, seque de (3.4) que Z on = 1. Por outro lado, temos
de i) que ————— =3 ——. Segue de (3.13) = 1. Portanto
ngln(njtl) nz::ln(n—l—l) z_: +1)
i ———— =3. Logo, pelo do Teorema 3.2.3 item (ii) Z L—i-i =4
Lty T E e 2\ n(n+1) " 2
Assim, como visto, os teoremas citados acima, nao garantem a convergéncia. Por
exemplo, tomando o limite na série harmonica, nll_)IIéo — =0, mas por outro lado, sabemos
n

que a série harmonica é divergente. A fim de convergéncia, faremos um estudo dos testes

de convergéncia.

Teorema 3.2.4. (Teste da integral)

Seja f:[1,00] — R uma fungio continua, positiva e decrescente para todo n € N.
Se x, = f(n), entao
n

o
i) se/ f(z)dz for convergente, entio »_ x, converge.
1 ‘
i=1

it) se/ f(z)dx for divergente, entao an diverge.
=1

Demonstragio. Seja

f: N— N
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uma funcdo continua, decrescente como o grafico é dado por

Figura 10 — Soma inferior

Fonte: Autor

Denotado por

Ay = (z2—11) f(22)
Az = (z3—x2)- f(x3)

An = (zn—2n-1)- f(zn)

temos que

n
@+@+m+%gﬁf@m. (3.16)

Por outro lado,
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Figura 11 — Soma superior

Fonte: Autor

dai, temos as respectivas areas

A1 = (z2—21) f(21)
Ay = (x3—12)- f(x2)
A3 = (v4a—ux3)- f(z3)

A1 = (xn - 5En—1) f(fEn)

segue que

n
A1+A2—|—A3—|—...+An_12/1 f(z)dx. (3.17)

o0
Vamos considerar dois casos, quando a integral impropria / f(z)dx converge e
1

o
0 caso em que /1 f(z)dx diverge.

i) Se/1 f(z)dzx for convergente.

Segue de (3.16) que

i:zn;AiS/lnf(x)de/loof(x)dx_
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Pois, por hipétese f(x) > 0. Portanto,

Sn:A1+ZAi§A1+/1 f(:E)dZEZAl—i—C:M
=2

Segue que
Sp < M,Vn €N

Donde segue (sy) é uma sequéncia limitada.

Por outro lado, temos que

n+1
spp1 = A1+ ) A
=2
n
= A1+) Aj+An
=2
= Spt+Ann

Segue que Sp41 > Sp; (51 < $2 <853 < ... < Sp < Sp+1). Concluindo que (sy,) é uma
sequéncia monétona limitada. Segue do Teorema 2.3.5 que a (s;,) converge. Portanto a

série >z, é convergente.
o
ii) / f(z)dx for divergente
1

Neste caso, /1 f(x)dz — oo, pois f(x) > 0. Segue de (3.17) que

n n—1
/lf(x)dx < A+ As+Ast A=) A

=1

/1nf(x)dx < Y Ai=se (3.18)

Fazendo n tender ao infinito em (3.18), temos

0. 9]
/1 f(z)dz < lim s,y (3.19)
Segue que

lim s,,_1 = 0.
n—oo N1
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]

Logo, "z, diverge.
> 1
Aplicagao 3.2.2. Dado a série Z —, leste-a quanto a convergéncia ou a divergéncia.

n=1
Note que a série a verificar é a Série Harmonica, e como jd visto a mesma é

1
—, e como f(x) continua,

divergente. Aqui aplicaremos outro teste.
x

1
Seja a sequéncia x, = — sua fung¢io associada é f(x) =
n
positiva e decrescente em [1,00) usaremos o Teste da integral. Dai seque

(3.20)

Logo, a série é divergente.

(0. 9]

1

Teorema 3.2.5. A p-série Z — ¢é convergente se p > 1 e divergente se p < 1.
n=1

Sabemos que da Aplicagio 3.2.2 onde p =1 a série é divergente, mas por outro
1

lado, devemos supor um p # 1. Desta forma como - ¢ continua, positiva e decrescente
n

em [1,00) usaremos o Teste da integral. Logo,

oo 1 t _
/ —dz = lim [ z7Pdx
1 xP t—o00 J1

integrando em x, temos

t
lim | 27 Pdx = liml
t—o00J1 t—=oo | —p+1
t—ptl 1—ptl

Observe que se p > 1, entdo p—1> 0; desta forma quando t — oo, tP~1 — oo, assim

1
tpi_l—>0 LOgO,
oo 1 1
/ — ,8ep>1
1 p
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e, nesse caso, a integral ¢ convergente. Mas se p <1, entao p—1<0, de tal forma que se
1

t — 00, entdo TS — 00, portanto a integral serd divergente.

Agora, vamos ilustrar este teste com os seguintes exemplos.

1 1 1
Exemplo 3.2.3. Dado a série Z 313 + 3 —i-? +..., temos que a série é convergente,
pois ela € uma p-série com p = 3 > 1.
Exemplo 3.2.4. Dad Zl ! ! ! —l—l—i— t
X ado a série — +..., temos que a
Vi Vi VR BT

série é divergente, pois ela é uma p-série com p = 3 <1

Teorema 3.2.6. (Teste da comparagio)

Suponha que an e Zyn sejam séries com termos positivos.

i) Se Zyn for convergente e x, <y, para todo n, entdo an também serd conver-

gente.

i) Se Zyn for divergente e x,, > y, para todo n, entao an também serd divergente.

A demonstracao do teste pode ser encontrado em [29].

Observacao 3.2.2. Para utilizarmos o Teste da Comparacao é interessante identificar-
mos algumas séries conhecidas no intuito de comparar, pois estas ja sabemos sobre sua

COnVergencia.

1

Exemplo 3.2.5. Dado a série Z ﬁ

verificaremos a convergéncia ou a diver-

géncia da mesma.

1 1
Aqui tomaremos x, = ———— e yp, = —. Note que x, < yYn, mas por outro lado,
n2+n+1 n?
0.9]
sabemos que Z Yn € convergente pela p-série. Logo pelo item (i) do Teste da comparacao
n=1
Z Ty € convergente.
n=1
o
Exemplo 3.2.6. Dado a série Z 31 verificaremos a convergéncia ou a divergéncia
n=1 B
da mesma.
3 o .
Tomaremos x, = 31 € Yp = e a critério de comparacao. Note que x, > Yn,
n— n
por outro lado, sabemos que
i 3 3 i 1 i 1
s 11 3 n n’

n=1 n=1
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o
Portanto, pela a p-série y, é divergente, pois p=1. Logo Z

n=1

¢ divergente
pelo item (ii).
Teorema 3.2.7. (Teste na comparagio no limite)

Suponha que an e Zyn sejam séries com termos positivos. Se

lim — =¢
n—oo yn

sendo ¢ um numero finito e positivo, entao ambas as séries convergem ou ambas as séries

divergem.

Demonstragcao. Sejam m e M numeros inteiros positivos tais que m < ¢ < M. uma vez

L ; . . . .
que — esta préximo de ¢ para um n grande, existe um inteiro N tal que
Yn

x
m< =" <M quando n > N.
Yn

Multiplicando a desigualdade por y,

MYp < Tp < Myn quando n > N.

Se Y yn, convergir, entao >, My, também converge. Dessa forma, > x, converge

pela parte (i) do Teste da Comparagao. Se >y, divergir, entao > my, também diverge,

e a parte (ii) do Teste da Comparagdo mostra que Y- x,, diverge. O
o0

Exemplo 3.2.7. Teste a série Z 1 quanto a convergéncia ou divergéncia. Usando
n=1 -

o teste de Comparagdo no Limite, tomaremos

B 1
T g
e

1
Yn = on

fazendo lim x—n, temos

n—0o0 Un
1/(2"—1) ) 2" )
n—oo  1/2n _n—>néo2n_1_nl—>néol_1/2n_1>0' (3.21)

o
Como o limite existe e Z on ¢ uma série geométrica convergente, assim a série dada é

n=
convergente pelo teste do limite.
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Exemplo 3.2.8. Determi "i2n2+3”’ te ou divergente. Not
Xemplo o.4.08. eltermine se a serie —F——= € convergente ou arvergente. ole que
i=1V 5+n5

a parte dominante no denominador n° e a parte dominante no nimerador é 2n? e, isso

nos sugere que

2n? +3n
Ty = —F— 3.22
" V5 +nd (3.22)
2n? 2
Tomando o limite, temos
3
% . 2n%2+43n nl/? 2n®/2 4 3n3/2 2+ﬁ 2+0
lim — = lim . = lim ———— = lim = =1
n—00 ., n—>00 5_|_n5 2 n—o0 9, /5+TL5 n—00 5 24/0+1
2 5 +1
> 1
Como zjlyn = 22 IVER pela a p-série temos que ela € divergente, portanto a série dada
n=
¢ divergente pelo teste da Comparacao no Limite.
Teorema 3.2.8. (Teste da série alternada)
o
(—1)"_1xn:xl—x2+x3—x4+... Ty > 0.

n=1

Satisfazer

i) Tpy1 < Tn para todo n

1) lim z, =0
)n—>oo "
entdo, a série é convergente.

Demonstracao. Primeiro consideramos as somas parciais pares:

s9 = x1—x22>0
s4 = sot+(r3—1x4)> 59
Sop = Sop—2+ (Toap—1—Tan) > Son—2.

Entao,

Mas podemos escrever também
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Sop =1 — (2 —x3) — (x4 —x5) — - — (Tap—2 + Tan—1) — Tan

Note que cada termo entre parénteses é positivo, assim s9,, < x1 para todo n. Dessa forma,
a sequéncia so, de somas parciais pares é crescente e limitada superiormente. Assim, a
mesma ¢é convergente pelo Teorema da Sequéncia Mondtona. Tomando s como o limite,

isto é,

lim s9,, = s.
n—s60 " 2"

Agora, por outro lado, calculando o limite das somas parciais impares:
lim s = lim (s x
Jim son 41 Jim (95 + T2n41)
= lim s lim x
3, 520 T I T2n41
= 540

= S

Como ambas as somas parciais pares e impares convergem para s, temos lim s, = s, logo
n—oo

a série é convergente. O
> 1

Exemplo 3.2.9. Prove que a série alternada Y (—1)""'= ¢ convergente.
n=1 n

A série dada é

] 1 N 1 1 n
2 3 4
1 1 o . .1
mas como < —, para todo n inteiro positivo, e lim — = 0. Logo, pelo Teorema 3.2.8
S 1 T noton
a série sera convergente.
o
Definicao 3.2.1. Uma série Z Ty converge absolutamente (€ absolutamente conver-
n=1

oo
gente) se a série de valores absolutos correspondentes, »_ |zy|, converge.
n=1

Exemplo 3.2.10. Observe que a série geométrica alternada

R
2 4 B8

essa série geométrica converge absolutamente, pois a série de valores absolutos correspon-

dentes

il
248

COnverge.
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Definicao 3.2.2. Uma série que converge, mas nao converge absolutamente, converge

condicionalmente.

Agora, observe a série harmonica

1 1 N 1 1 N
2 3 4
essa série harmonica alternada nao converge absolutamente, pois a série de valores abso-
lutos correspondentes é a série harmoénica e a mesma é divergente como descrevemos na

se¢ao 3.1.3. Logo, temos que a série harmonica alternada é condicionalmente convergente.

o0 [e.e]
Teorema 3.2.9. (Teste da Convergéncia Absoluta) Se > |zn| converge, entio > xp
n=1 n=1

converge.

A demonstracio do Teorema 3.2.9 deixaremos a cargo do leitor, a mesma pode ser

encontrada em [30].

O teste que aqui serd estudado neste momento, geralmente é utilizado para deter-

minar se a série é absolutamente convergente.

Teorema 3.2.10. (Teste da Razdo)
(o]
Seja an uma série infinita de termos x, nao nulos. Entdo
i=1

x 1 ~ e . 7/ /
i) Se o h ‘ nt ‘ =L <1, entdo a série Zazn ¢ absolutamente convergente,(logo é
i=1
convergente).

=00, entdao a série Y ;2 xy, € divergente.

.. . Tn+1 .
i1) Se o lim ‘M =L>1, ouse lim
n—oo| n—00

n+1 P .
it1) Se o h ‘ ‘ =L =1, o teste é nao conclusivo.

Demonstracao. i) Para o estudo em questao, precisaremos utilizar as séries geométricas

convergentes. Como L < 1, podemos escolher um ntimero r tal que L <r < 1. Como

X
lim n+1’:LeL<r

n—oo T

Tn+1

Tn

0 quociente eventualmente serd menor que r; isto €, existe um inteiro k tal

que

Tn+1
In

’ < r sempre que n > k
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ou, equivalentemente,
|Tpt1] < |zn|r sempre que n > k. (3.24)
Colocando n sucessivamente igual a k,k+1,k+2,... em (3.24), obtemos

[Tpga| < ol 7
Tho| < o] 7 <ok 1P

ksl < Jmppel v <|zp| 7.

E, em geral, temos que
|Tkte| < |zg|r¢ para todo ¢ > 1. (3.25)

Agora, vamos analisar a série

o0
S wklre = Joglr 4 zglr® + g+
c=1

©.9]
Note que » _ |z|r® ¢ uma Série Geométrica, com 0 < L <r < 1, isto ¢, é convergente.
c=1
Assim a desigualdade (3.25), junto com o teste da comparagdo, nos mostra que a
série
o

o0
STzl =D [Thtel = ekt | + [2pp2] + |2pgs] + -
n=c+1 c=1

0. 9]
é convergente também. Segue que a série Z |xg| é convergente. Observe que

n=c+1
00

uma quantidade finito de termos nao afeta a convergéncia. Portanto a an é
n=1
absolutamente convergente.

Tn+41 Tn+1

Se
Tn In
maior que 1; isto é, existe um inteiro N tal que

Tn+1
Tn

— L >1 ou eventualmente sera

‘ — 00, entao o quociente

Tn+1
Tn

>1 sempre que n > k.

Isso significa que |x,41| > |zp], quando n > k, e assim

i, on 70

o0

Portanto, Z xy diverge pelo teste da Divergéncia.
n=1
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iii) A demonstragao desse item, pode ser encontrada em [15].

m
x
Observacao 3.2.3. A parte (iii) do Teste da Razdo dissertou que, se nh_{lgo ntll 1,
L
(o)
0o mesmo € inconclusivo. Analise por exemplo a série Z —5, que pelo Teorema 3.2.5 a
n=1"
mesma converge. Mas observe aplicando o teste da razao
1
x 1)2 n?
ntl :(n—; ) _ 5 = — 1 quando n — .
n? n

o
Analisando a série Z 1/n, ja citada em 3.1.3, sabemos que a mesma diverge. Ao

n=
aplicarmos o Teste da Razdo obtemos

—_

Tntl|  n+1 N
:En l
n

= = — 1 quando n — oc.
n

Tn+1

T
da razao falha e devemos usar outro teste.

Portanto, se lim =1, a série Y xy, pode convergir ou divergir. Nesse caso o teste
n

—00

o0
Exemplo 3.2.11. Considere a série Z(—l)”Jrlﬁ temos que x, = (—1)"Jrlﬁ € Tpt1 =

. on’ on
=1
n+1
(_1)n+2 on+17 logo
xn+1’ o n+1 2" n+l
T, | 20Tl p o op
Assim, temos que
1
14+ —
lim /== lim —2==-<1
n—oo| x, n—oo 9

Logo, pelo teste da razdao a série é absolutamente convergente, isto €, ela é convergente.

n

o0
n
Exemplo 3.2.12. Seja a série Z—, note que
o

Tny1|  nm+1l nl (n+1)"(n+1) n! (n+1)"(n+1) nl <n+1>"
Tz, | (n+1)! v (n41)! n®  (n+1)n! nt  \ n '
Portanto,

1\" 1\"
lim ("Jr) — lim (1+) —e>1.
n

Nn—00 n n—00

Logo, pelo teste da razao a série dada é divergente.
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Neste momento, estudaremos sobre o teste da raiz, e vale ressaltar que a sua

aplicacao é conveniente para verificar séries com poténcias de expoente n.

Teorema 3.2.11. (Teste da Raiz)

o0
Seja Z Ty uma série infinita dada para a qual todos x, € nao nulo. Entdo
n=1

0.¢]
i) Se o Jim lzn| =L <1, entio a série »  xy ¢ absolutamente convergente.
i=1

it) Se o lim M: L>1, ouse o lim {/|z,| =00, entdo a série é divergente.

i) lim {/|zp| =L =1, o teste é nao conclusivo.
n—oo

Demonstragio. (i) L < 1. Selecione um € > 0 pequeno o suficiente para que L+¢e < 1.
Como /x, — L, os termos {/x, acabam se aproximando de L a menos de €. Em outras

palavras, existe um indice M > N tal que
Y, < L+¢e quando n > M.

Portanto, também é verdade que

Ty < (L+¢e)" quando n > M.

(0.9]
Agora, Y (L+¢)", uma série geométrica com razao (L+¢) < 1, converge. Por compa-

n=M
o0

racao Ty, converge; o que nos levar a concluir que
9 Y
n=M

oo o¢]
anZIEl—l-:Cz-i-"'—l-xM_l-i- Z Tn
n=1 n=M

converge.

(ii) 1 < L < oo. Para todos os indices além de algum inteiro M, temos que {/z, > 1,
de modo que x,, > 1 para n > M. Os termos da série ndo convergem para 0. A série diverge

pelo teste n-ésimo termo.

> /1 > /1

(iii) Para L =1. As séries » <> ey (2) mostram que o teste nao é conclusivo
N O S I

quando L = 1. A primeira série diverge e a segunda converge, mas em ambos 0s casos

Y, — 1. ]

. L A 2n+3\"
Exemplo 3.2.13. Teste a convergéncia da série Z ( ) .
S \3n+2
) 2n+3\" .
Seja x, = <3n+2> , entdo
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N 2n+3
oal = 2.
n+2
Dai, temos que

3

2+ﬁ 9

A, lonl = fim, g =5 <1

n

Logo, a série dada é convergente pelo teste da raiz.

Neste capitulo foi desenvolvido um estudo sobre os testes de convergéncia, nele
foram apresentados resultados significativos para este estudo, e em especial, o estudo das

Séries Geométricas, vislumbrando que a mesma é abordada no Ensino Médio, e nos dara
suporte para o desenvolvimento do préximo capitulo.
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4 PROPOSTA DE ATIVIDADE DIDATICA

Neste capitulo, apresentaremos trés propostas de atividade para ser desenvolvida
pelo professor do Ensino Médio. Visto que as Sequéncias e Séries de Ntumeros Reais sao
tratadas como as Progressoes Aritméticas e Geométricas na Educacdo Bésica, mas aqui,
nos atentaremos apenas as Séries Geométricas pois a mesma é base para construgao das

nossas sugestoes de atividade.

Nossa proposta de atividade propoe a introducao de somas infinitas no Ensino
Médio por meio de areas e por somas parciais. Desenvolvemos sugestoes de atividade
que acreditamos que foge dos padroes tradicionais e que a mesma tenha um potencial
facilitador para aquisicao do conhecimento no processo de Ensino e Aprendizagem, além

de conceber que a forma que se introduz o conteiido também ¢é fundamental para a mesma.

Neste momento serd desenvolvida as propostas de atividades para o ensino de

convergéncia; Somas dos termos de Progressdes Geométricas infinitas.

4.1 Propostas de atividades didatica 01

Proposta 01: Convergéncia de somas infinitas.

Publico Alvo: Alunos do Ensino Médio.

Contetido: Soma dos Infinitos termos de Progressao Geométrica.

Objetivo: Desenvolver nos alunos nocao intuitiva de somas infinitas convergentes.

Pré-requisitos: Elementos da Progressdo Geométrica (primeiro termo e razao da
Sequéncia).

Duracao: 3 horas aula.

Avaliacao: A avaliagdo serd processual e continua, observando aspectos quanti-
tativos e qualitativos como um todo. A qualidade serd através do acompanhamento do
desempenho do aluno no que se refere a sua participagao, produtividade, interesse, cola-

boracao, clarezas de ideias e no desenvolvimento das atividades orais e escritas no decorrer

das aulas.

Recursos Pedagdégicos: Lousa, computadores, recursos multimidia, pincel e apa-

gador.
Desenvolvimento da atividade:

Inicialmente, o professor apresentara um quadrado de lado com medidas conheci-



78

das, 4cm, como ilustrado abaixo.

Figura 12 — Quadrado 01

Fonte: Pesquisador

Em seguida, o professor determinara a drea dessa figura que seréd igual a 16 cm?.
Apos conhecer a area da figura o mediador realizara divisdes sucessivas como sera descrito
a seguir. Apos determinar a area o professor dividird a figura em duas partes iguais como
ilustra a figura abaixo, na qual realizara as seguintes perguntas "Foram obtidas quantas
areas apods essa divisao?'e "Quais sao as medidas das novas areas? Se somarmos essas
novas areas qual valor serd encontrado e o que ele representa? E de grande valia que junto
as suas indagacoes proferidas o professor deve afirmar que a figura foi divida em duas

2

partes iguais onde cada areas mede 8 ¢cm?, e que se somarmos as novas areas sera obtido

o valor de 16 ¢m? que representa a area do quadrado original.

Figura 13 — Quadrado 02

Fonte: Autor

Em seguida, sera escolhida uma das duas novas areas encontradas, onde sera reali-
zado uma nova divisdo em iguais tamanhos, obtendo duas novas 4reas ambas com 4 cm?

cada, como ilustra a seguir.
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Apoés a realizacao da divisao, o professor devera fazer os questionamentos "a figura
original ficou divida em quantas partes? e "Quais sao as medidas das areas aqui exibidas?

Se somarmos todas essas areas qual valor sera encontrado e o que ele representa?

Novamente junto aos alunos o professor deve afirmar que foram obtidas 3 areas,
sendo-as com as seguintes medidas 8 e¢m?, 4 em? e 4 em?, e que a soma delas é igual

16 cm? que representa a area do quadrado original.

Figura 14 — Quadrado 03

Fonte: Autor

Em seguida, deverd realizar a divisao de uma das areas obtidas anteriormente,
e assim sendo o processo analogo aos ja feitos, apds essa divisdo nas areas encontradas

anteriormente serdo obtidas novas areas sendo que ambas com medidas iguais 2 em?.

Figura 15 — Quadrado 04

Fonte: Autor
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Novamente o professor devera realizar perguntas pertinentes, como as anteriores
sendo-as "a figura original ficou divida em quantas partes? e "Quais sao as medidas das
areas aqui exibidas? Se somarmos todas essas areas qual valor serda encontrado e o que
ele representa? Novamente junto aos alunos, o professor devera afirmar que foram obtidas
4 greas, sendo-as com as seguintes medidas 8 em?, 4 em?, 2 em? e 2 em?, e que a soma

delas é igual 16 em? que representa a area do quadrado original.

De forma analoga aos casos anteriores, o professor realizar as divisdes sucessivas
e sempre em duas partes iguais e deixando sempre claro a soma de todas as areas ali

presentes. Realizando essas divisoes sucessivas, obteremos as somas

8+4+2+1+1=16
11
8+4+2+14-+-=16

2 92
1 1 1
4424+14+-+-+-=16
8+4+2+ +2+4+4
8+4+2+L+1+1+1+1—16
2 4 8 8

Stdt2ditopqpip bl g
2 4 8 16 16
Apés a realizagao dessas somas, o professor devera enfatizar que é esse processo
sera realizado infinitas vezes. Descrevendo a soma para os alunos
1

11 1
4 T "ot
84442414 o+ + ot ot

Figura 16 — Quadrado 05

Fonte: Autor
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Logo apds essa explanacao, o professor os seguintes questionarios.
Primeiro questionamento

Qual a area do quadrado?

Segundo questionamento

O que estamos determinando ao somarmos todas essas areas?
Terceiro questionamento

A soma 8+4+2+1+1/241/4+... éigual ?

Quarto questionamento

se realizar essa divisao 10 vezes seguindo esse padrao qual serd a somas dessas novas
areas? se realizarmos 100 divisoes seguindo o mesmo padrao? e realizarmos 1000 divisoes
seguindo o mesmo padrao? e se realizarmos essa divisdo em infinitas partes seguindo esse

mesmo padrao?

O que esperamos que as respostas aqui a serem dadas pelos alunos sempre serd

igual 16.

Apébs o professor concluir esses questionamentos, o professor deve frisar que inde-
pendente da quantidade de divisoes realizadas, a somas das mesmas sempre sera igual 16.
Assim o professor deve frisar que a soma de uma série caso exista é o limite da sequéncia
de somas parciais. Como contra exemplo, de uma soma que nao existe o professor pode
citar as sequéncias de nimeros impares e pares z,, =2n+ 1 e y, = 2n, analisando que a
medida que o indice cresce sua soma também cresce de tal forma que a soma nao existe

como numero real.

Logo em seguida, o professor devera deduzir a expressao algébrica que determina

a soma dos n-termos uma Progressao Geométrica.

(1—4")

T g

Apos a deducao da expressao, o professor deve aplica-14 no caso mencionado junto

aos alunos.

Posteriormente, o professor devera ampliar a ideia da soma agora nao as somas

parciais, mas sim, a soma infinitas além de apontar a condi¢do para que estd soma exista.

. o (1=¢")  m
il Sn =71 (1-q) 1-—g¢

ou podemos denotar como
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€1
Soo = ——.
l—q
Apos definir a soma infinita, a situagao inicial deve ser realizada pelo professor utilizando
- x1 Sq
a expressao Sy = T—a Por fim, o professor deve usar exemplos para fixar a ideia.
—q

Exemplos de fixagao:
Situagao 01: [25]

A regiao Fractal F, construida a partir de um quadrado de lado 1 c¢m, é constituida
por uma infinidade de quadrados e construida em infinidade de etapas. A cada nova
etapa consideram-se os quadrados de menor lado (1) acrescentados na etapa anterior e
acrescentam-se, para cada um destes, trés novos quadrados de lado 1/3. As trés primeiras

etapas de construcao de F sao apresentadas a seguir.

Etapa 1 Etapa 2 Etapa 3

Fonte: Autor

Calcule a 4rea de F.

Solucgao: Observe que o segundo o enunciado, teremos uma infinidade de quadra-
dos sendo que logo apds o primeiro que tem lado com medida igual a 1lem, os demais
quadrados sempre terd lado 1/3 da medida do anterior. Além disso, percebam também
em que cada etapa sao acrescido de mais 3 quadrados e cada lado do quadrado anterior.

Como o problema solicita a medida da area de F, segue que

Note que a area de etapa 1 é lem?;
1 2
Ja da etapa 2, a area sera 1+3- (5) :

12 1\?
Na terceira etapa, temos 14 3- <§> +9- <§> :

12 12 1\?
Neste padrao segue que a etapa 4 serda 1+3- <§) +9- <§> +27- <2—7) ;

Assim, para determinar a area da regiao F, realizaremos a soma dos infinitos qua-
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drados seguindo esse padrao. Logo a area F pode ser escrita como

1\ 2 1\ 2 12
1+3.-(= 9.(= 27. ( —
* (3) * (9) - (27) *
Simplificando a expressao anterior teremos,

L
39 27

1
Assim, tem-se uma progressao geométrica de primeiro termo 1 e razao 3 Usando a ex-

pressao

1 3
Soo = ———— =2 =1,5cm?.

1
(1-3)
3
Portanto, a 4rea da regidao F é 1,5c¢m?.
Situagao 02:

Dadas as progressoes geométricas e sabendo que a soma dos infinitos termos dessa
sequéncia existe como um nimero real, ou seja, é série uma covergente. Determine as

somas das sequéncias abaixo.

a) 1,1/2,1/4,1/8, ...

b) 0,777...

Solucgao (a):

Inicialmente identificaremos o primeiro termo e a razao da sequéncia numérica.
. o , < ry 1
Assim temos que o primeiro termo é xr1 =1 e a razao é ¢g= — = 3 Como sabemos que
]

. . . g I ;
a soma dos infinitos termos de uma sequencia é dada por S = F— dai segue a soma
—q

dos infinitos termos da sequéncia é dada por

Portanto a soma dos infinitos termos da progressao geométrica de primeiro termo

1
xlzlerazéoq:§é2.

Soo = =2.

Solugao (b):

7 7 7
i Observe que podemos reescrever a dizima periddica, 0,777... = 10 + 102 + 103 +
1704 R
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Mas por outro lado, note que a série é composta pela sequéncia (1 R

.. , 7 L, 1
em termo o primeiro termo € xp = 10 e arazao € qg= 10

Como a soma dos infinitos termos de uma sequencia é dada por Sy = 1o

segue a soma dos infinitos termos é

(o)
g = \0J 7

Portanto a soma dos infinitos termos da progressao geométrica de primeiro termo z; = 0
1,7

e razao ¢ = — é —.
10 9

4.2 Propostas de atividades didatica 02

Proposta 02: Convergéncia de somas infinitas

Piblico Alvo: Alunos do Ensino Médio.

Conteudo: Soma dos Infinitos termos de Progressao Geométrica.

Objetivo: Desenvolver nos alunos nocao intuitiva de somas infinitas convergentes.

Pré-requisitos: Elementos da Progressao Geométrica (primeiro termo e razao da

Sequéncia).
Duracgao: 3 horas aula.

Avaliagao: A avaliacdo serd processual e continua, observando aspectos quanti-
tativos e qualitativos como um todo. A qualidade sera através do acompanhamento do
desempenho do aluno no que se refere a sua participagao, produtividade, interesse, cola-
boracao, clarezas de ideias e no desenvolvimento das atividades orais e escritas no decorrer

das aulas.

Recursos Pedagoégicos: Lousa, computadores, recursos multimidia, pincel, apa-

gador, papel, tesoura e cola.

Inicialmente, o professor ird entregar uma uma folha de papel aos alunos, e junto
ao mesmos, solicitard que realizem a divisao da folha de papel em duas partes iguais.
Assim sera obtidos dois retangulos, desta forma, fixaremos a medida das areas obtidas na

divisao da folha de papel.
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Figura 17 — Divisao da figura inicial

Fonte: Autor

Tomando uma das novas areas, o Professor junto aos alunos tomard uma das novas
areas e dividira novamente. Esse procedimento devera ser realizado até o momento em

que o aluno nao consiga dividir mais o papel usando a tesoura.

Figura 18 — Divisoes a ser realizadas

/

Fonte: Autor

Apéds esse procedimento, o menor pedaco de papel, e com ele o professor devera
argumentar com os alunos, que mesmo nao podendo corta usando a tesoura para encontra
uma quase perfeicao, esse papel ainda podera ser divido em infinitas fragoes seguindo esse

padrao.

Em seguida, o professor solicitar as alunos que remonte o papel que foi divida em
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varios outros pedagos e nao cole o ultimo pedaco que foi considerado como infintas fragoes,

de tal forma

Figura 19 — Remontagem

]

Fonte: Autor

Neste momento o professor solicitar para o aluno pegar o papel que nao foi divido,

para finalidade de comparacao.

Figura 20 — Comparacio entre os Retangulos

Fonte: Autor

Agora, o professor deve registrar a medidas das divisoes sendo que no inicio da
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atividade deve ser fixada a medida da area do retdngulo aqui fixaremos lu.a, assim as

sera obtida a sequéncia que representa as areas

(1 111 >
274’8716’

O professor deve frisar para o aluno, que a soma as areas fazendo o comparativo

algébrico

2 4 8 16
Tende a ser igual a lu.a, ou seja

2 4 8 16 B

Que corresponde a area inicial.

Logo em seguida, o professor devera deduzir a expressao algébrica que determina

a soma dos n-termos uma Progressao Geométrica.

(1—4")

Sn =11 (1—q)"

Apds a dedugao da expressao, o professor deve aplica-1a no caso mencionado junto

aos alunos.

Posteriormente, o professor devera ampliar a ideia da soma agora nao as somas

parciais, mas sim, a soma infinitas além de apontar a condi¢ao para que esta soma exista.

1— "
limSn:atl-( Q): a
n=00 (I1-q) 1—g¢
ou podemos denotar como
1
Soo = .

Apo6s definir a soma infinita, a situagao inicial deve ser realizada pelo professor utilizando

x
a expressao Seo = 1—1 Por fim, o professor deve usar exemplos para fixar a ideia.
—q
Exercicio de fixagao:
Situacao 01:

(Ufrgs 2017) Na figura abaixo, encontram-se representados quadrados de maneira

que o maijor quadrado ); tem lado 1. O quadrado )2 esta construido com vértices nos
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pontos médios dos lados de Q1; o quadrado Q3 esta construido com vértices nos pontos

médios dos lados de ()2 e, assim, sucessiva e infinitamente.

Figura 21 — P.G. no quadrado

Fonte: Autor

A soma das areas da sequéncia infinita de tridngulos sombreados na figura é:

a) 1/2

A area de cada quadrado, a partir do segundo, é metade da drea do quadrado
anterior. Portanto, as areas dos triangulos retangulos assinalados formam um PG infinita
de razao 1/2.
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Figura 22 — P.G. no quadrado 01

Fonte: Autor

A sequéncia Aj, Ag, As, ... ¢ uma PG infinita de razao 1/2
Calculando a area Aj, temos: A = (1/2-1/2)/2=1/8.
Portanto, a soma de todas as areas dos triangulos retangulos seréa dada

por: S=A;+Ag+As+---=1/8+1/16+1/32+1/64+---=(1/8)/(1—1/2)=1/4
Logo, a alternativa correta ¢é a letra b.

Situacao 02:

Dadas as progressoes geométricas e sabendo que a soma dos infinitos termos dessa
sequéncia existe como um nimero real, ou seja, ¢ série uma covergente. Determine as
somas das sequéncias abaixo.

1
31,2, o,
a‘) y ) 79’

Wl =

b) 0,555...

Solugao (a):

Inicialmente identificaremos o primeiro termo e a razao da sequéncia numeérica.
. . , ~ Z2
Assim temos que o primeiro termo é x1 =3 e a razao é ¢ = — = —. Como sabemos que
o
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. . . g Iy p
a soma dos infinitos termos de uma sequencia é dada por Sy = T—o dai segue a soma
—q

dos infinitos termos da sequéncia é dada por

39
=
3

Portanto a soma dos infinitos termos da progressao geométrica de primeiro termo

5 _ 1,9
r1=3erazao q= - é —.
3 2

SOO:

Solugao (b):

5 5 5
Ob d dizi i6dica, 0,555... = — + — + —
i serve que podemos reescrever a dizima periddica, 0, 10 + 102 + 103 +
Mas por outro lado, note que a série é composta pela sequéncia ( i i i
p : q ‘ posta pela seq 10 102" 105" 108"
onde o primeiro é r1 = 10 ¢ 2 razao é q = 10

. . ., T1 ,
Como a soma dos infinitos termos de uma sequencia é dada por S = T2 dai

segue a soma dos infinitos termos é

R

Portanto a soma dos infinitos termos da progressao geométrica de primeiro termo xy; = —

10
. 1,5
erazaoq:l—oeg.

4.3 Propostas de atividades didatica 03

Proposta 03: Convergéncia de somas infinitas

Piblico Alvo: Alunos do Ensino Médio.

Conteudo: Soma dos Infinitos termos de Progressao Geométrica.

Objetivo: Desenvolver nos alunos nocao intuitiva de somas infinitas convergentes.

Pré-requisitos: Elementos da Progressao Geométrica (primeiro termo e razao da

Sequéncia).
Duracgao: 3 horas aula.

Avaliagao: A avaliagdo serd processual e continua, observando aspectos quanti-

tativos e qualitativos como um todo. A qualidade sera através do acompanhamento do
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desempenho do aluno no que se refere a sua participagao, produtividade, interesse, cola-
boracao, clarezas de ideias e no desenvolvimento das atividades orais e escritas no decorrer

das aulas.

Recursos Pedagoégicos: Lousa, computadores, recursos multimidia, pincel, apa-

gador e calculadora.

O Professor deve solicitar aos alunos que determinem os 15 primeiros termos da

11

sequéncia regida pela lei x,, = 237", dai serd obtida os termos x, = (4,2,1, CIi ). Apoés
a determinacao dos 15 primeiros termos, sera solicitado aos alunos que realizem as somas

parciais, como aparece abaixo.

s1 = 4

s9 = 44+2=6

s3 = 44+2+4+1=7

sS4 = 4+2+1+;:7,5

1 1

Logo apds a realizagdo das somas parciais, sera solicitado aos alunos a construcao

de uma tabela, exibindo os indices e suas respectivas somas, como ilustrada a seguir.

Tabela 2 — Somas Parciais 01

n Soma dos n
primeiros termos

1 4

2 6

3 7

4 7,5

) 7,75

6 7,875

7 7,9375

8 7, 96875

9 7,984375

10 7, 9921875

15 7,999755859375

Fonte: Autor

Apoés a construgao da tabela, serd solicitado aos alunos a analise de cada somas

parcial. Posteriormente o professor devera realizar alguns questionamentos.
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1°) Qual é soma dos 5 primeiros termos da sequéncia?
2°) Qual é soma dos 6 primeiros termos da sequéncia?

3°) Qual é soma dos 8 primeiros termos da sequéncia?

5%) Qual é soma dos 15 primeiros termos da sequéncia?

4°) Qual é soma dos 10 primeiros termos da sequéncia?
6°) A medida que n cresce o que se observa com as somas parciais?

7°) Qual é o valor dessa soma quando n for tao grande quanto queiramos?

Apds o professor concluir que quando n for tdo grande quanto queiramos "oo'a
soma desses termos sera igual 8. Assim o professor deve frisar que a soma de uma série
caso exista € o limite da sequéncia de somas parciais. Como contra exemplo, de uma soma
que nao existe o professor pode citar as sequéncias de niimeros impares e pares z,, = 2n—+1
e rp = 2n, analisando que a medida que o indice cresce sua soma também cresce de tal

forma que a soma nao exista como nimero real.

Logo em seguida, o professor devera deduzir a expressao algébrica que determina

a soma dos n-termos uma Progressao Geométrica.

(1—4")

Sn =1 (1—q)

Apés a dedugao da expressao, o professor deve aplica-1a no caso mencionado junto

aos alunos.

Posteriormente, o professor devera ampliar a ideia da soma agora nao as somas

parciais, mas sim, a soma infinitas além de apontar a condi¢ao para que esta soma exista.

1 _ AN
limSn:azl-( q): a
=00 (I1-q) 1—g¢
ou podemos denotar como
x1
S

Apébs definir a soma infinita, a situacao inicial aplicaremos a ideia da soma infinta para
saber a soma quando o indice tende ao infinito. Por fim, o professor deve usar exemplos

para fixar a ideia.
Exercicio de fixacao:

Situagao 01:(]27], 2016)
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O paradoxo de Aquiles e a tartaruga, proposto por Zenao, por volta de 450 a.C.,
retrata uma situacao hipotética em que, numa corrida entre os dois personagens, Aquiles
jamais alcancaria a tartaruga, embora sua velocidade fosse maior que da tartaruga. Para
que se entenda melhor esse paradoxo, vamos supor que Aquiles esteja em um ponto Ay,
e a tartaruga, em um ponto By, 100m & frente de Ag e, ainda, que a velocidade de
Aquiles seja dez vezes a da tartaruga. Entao, quando Aquiles parte de Ag e chega a By, a
tartaruga tera se movido um décimo dessa distancia e estard em Bj, 10m a frente de By.
Quando Aquiles Percorrer esses 10m, a tartaruga estara em Bs, e assim sucessivamente.
Aquiles estara sempre se aproximando da tartaruga, mas nunca estarao no mesmo ponto

simultaneamente.

A, 100 m

A partir do paradoxo apresentado, resolva.

a) Determine, em metros, a distdncia entre:

By e By

Solucgao : 10m

Bi e By

Solucao : 1m

By e Bg

Solugao : 0,1m

b) A sequéncia de distancia obtidas no item a) foma uma P.G.? Justifique.

Solucgao : Sim, pois cada termo, a partir do 2°, é igual ao anterior multiplicado

1 a0 —.
pela razao 10

¢) A soma dos termos dessa sequéncia é convergente? Qual é essa soma?
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1
Solugao : Note que o primeiro termo 10 e razao ¢é 10’ disso segue que
10 100
— =
10
100

Logo, a sequéncia é convergente e sua soma ¢ igual a o

SOO:

Situacgao 02: Dadas as progressoes geométricas e sabendo que a soma dos infinitos
termos dessa sequéncia existe como um nimero real, ou seja, ¢ série uma covergente.

Determine as somas das sequéncias abaixo.

a) 4,2,1,1/2,1/4,...

b) 0,888. ..

Solugao (a):

Inicialmente identificaremos o primeiro termo e a razao da sequéncia numérica.
. o , <, ry 1
Assim temos que o primeiro termo é r; =4 e a razdo é ¢ = — = 5 Como sabemos que
I

. . . T P
a soma dos infinitos termos de uma sequencia é dada por Sy, = T2 dai segue a soma
—q

dos infinitos termos da sequéncia é dada por

Portanto a soma dos infinitos termos da progressao geométrica de primeiro termo

1
r1 =4 e razao q:§é8.

Soo = —38

Solugao (b):

8 8 8
Observe que podemos reescrever a dizima periddica, 0,888... = — + + 103

10 102 +

8

17 ()4+.”
M t 1 d t érie é t 1 6 i < — .y o 1 )
as por outro lado, note que a serie ¢ composta pela sequencila
’ 10’102’103’104’

onde o primeiro é r1 = — e a razao ¢ ¢ = —.
10 10

. . .y, x
Como a soma dos infinitos termos de uma sequencia é dada por Sy = 1_a

, dai

segue a soma dos infinitos termos é
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Portanto a soma dos infinitos termos da progressao geométrica de primeiro termo xy = —

10
. 1,8
erazio g=-5 ¢ .
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5 CONSIDERACOES FINAIS

A construcao deste trabalho com a teméatica Séries e Sequéncias numéricas e pro-
postas para o ensino de Matematica aplicavel no Ensino Médio foi desafiadora, utilizamos
uma metodologia exploratéria que nos permitiu fazer desconstrugoes de um ensino de
matematica rigido e atomizado ao qual estdvamos acostumados ja que somos frutos da

“escola tradicional”.

Como Professor da Educacgao Basica, cursar o PROFMAT foi essencial para desen-
volver um novo olhar sobre os conteiidos matematicos e a didatica a ser aplicada para o
Ensino. Na percepcao de que fomos instruidos a perceber os contetidos nas mais diferentes
formas, a resolver e a propor situagdes problemas, tal formacao nos permite aprofundar
os contetdos e identificar o que realmente é relevante. Assim, nossos alunos serdao benefi-
ciados, porque nossa pratica em sala de aula serd renovada, visando o desenvolvimento de
alunos que se tornam protagonistas do seu processo de aprendizado, ja que também farao
trabalhos do tipo exploratério o que melhora e aprofunda os conhecimentos, facilitando o

entendimento dos contetidos subsequentes.

No decorrer dos capitulos foram desenvolvidas toda teoria necessaria para a reali-
zagao das propostas de atividade, em que a mesma visa a introducao de forma intuitiva
das séries geométricas no Ensino Médio. As atividades aqui desenvolvidas procuraram
mostrar a existéncia de recursos que podem influenciar positivamente no ensino de Sé-
ries Geométricas, vislumbrando que a mesma consiste num paralelo de figuras planas

geométricas.

Acreditamos que no trabalho desenvolvido, as sugestoes de atividades indicadas,
podem ser consideradas um dos os pilares para fazer entrosamento do conceito de somas
infinitas convergentes. Assim, acreditamos no potencial das propostas, e que as mesmas sao
portadoras de um potencial facilitador para o entendimento da tematica. Portanto, nosso
trabalho cumpre também o papel de dar embasamento tedrico e didatico em consonancia
com BNCC para os professores de Matematica da Educagao Basica, sobretudo do Ensino
Médio.

Nessas percepcoes, responderemos nosso problema de pesquisa: de que forma pode-
mos introduzir o conceito de somas infinitas no Ensino Médio? Acreditamos que a melhor

forma de inserir a tematica séries geométricas é através do paralelo areas de figuras planas.

Afinal, para que a educacao seja de qualidade, alguns requisitos sao necessarios e a
formacao continuada torna-se imprescindivel para que a agao docente seja dindmica, inter-

ligada com inovagoes para ressignificar contetidos, tornando de fato o papel do professor
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mediador do conhecimento possibilitando aos educandos uma melhor conexao e apreensao

dos conteidos e uma postura ativa na construcao de sua propria aprendizagem.

Enfim, nossa pesquisa nao acaba aqui, prosseguiremos em um estudo de sequén-

cia do tipo (v/2,1/2+v2,1/2+1/2++2,...), porém de forma mais ampla, através de sua
generalizacao, especificamente, estamos interessados em estudar convergéncias de sequén-
cias desse padrao. Como continuidade, iremos desenvolver as atividades aqui propostas

em sala de aula e elaborar outras para o conteiido em questao assim como outros.
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