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Resumo

Apresentamos, neste trabalho, um estudo tedrico sobre a escala de Planck com enfoque em uma
abordagem conceitual e matematica, porém de forma didatica acerca do tema. Nele € realizado
a demonstracdo das unidades de Planck e de possiveis caminhos para a escala de Planck. Em
relacdo as unidades de Planck, a partir da andlise dimensional, verificamos seis das unidades
basicas dessa escala (massa, tempo, comprimento, energia, temperatura e densidade) que foram
utilizadas nas secdes posteriores. Além disso, trabalhamos doze caminhos para a escala de
Planck, trés deles de autoria propria, € nove, desenvolvidos de forma didatica e simplificada das

principais referéncias deste trabalho.

Palavras-chave: escala de Planck, fisica moderna, buraco negro, fétons.



Abstract

In this work, we present a theoretical study on the Planck scale focusing on a didactic conceptual
and mathematical approach on the subject. We showed the Planck units and possible paths to
the Planck scale. Regarding the Planck units, from the dimensional analysis, we verified six of
the basic units of this scale (mass, time, length, energy, temperature and density). In addition,
twelve paths to the Planck scale are worked out, three of them of our own authorship, and nine

developed in a didactic and simplified way from the main references here in.

Keywords: Planck scale, modern physics, black hole, photons.
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1 Introducao

O século XX trouxe uma verdadeira revolugdo cientifica em diversas areas, transformando
totalmente a maneira como conheciamos a natureza. A Fisica teve um salto enorme em meio
a essa revolugdo, com inlimeras novas teorias € comprovagdes experimentais, o que ainda na
primeira década, trouxe a tona uma das teorias mais fascinantes e bem sucedidas da atualidade, a

Mecéanica Quantica [1].

O fisico alemdao Max Planck (1858 - 1947) foi o pioneiro pela nova teoria, sugerindo
as primeiras ideias de “quantizac@o”, ao solucinar o problema da radiagdo de corpo negro,
problema esse que nao tinha solucao pela Fisica Cléssica, onde os dados tedricos e experimentais
divergiam drasticamente (um corpo negro seria um objeto tedrico capaz de absorver todo e
qualquer quantidade de radiacdo térmica incidente sobre ele, ndo havendo reflexdo em relacao a
essa radiacao incidente). Dessa forma, Planck viria a elaborar a hoje conhecida lei de Planck,

que daria inicio a “era Quantica” na Fisica [2].

O cerne da lei de Planck consistia em considerar que a energia transmitida nao necesa-
riamente deveria ocorrer de forma continua e initerrupta, mas sim discretizada, em pequenos
“pacotes” de energia, aos quais ele nomeou de quantum (cujo plural é quanta). Ao utilizar essa
proposi¢ao, anunciou a resolucdo do fendmeno até entdo, sem explica¢ao aparente, formulando
uma nova teoria da radiacdo térmica, que de certa forma complementava as leis experimentais da
época, elaborada por John Willian Strutt (1842 - 1919) conhecido como 3° Bardo de Rayleigh e
Sir James Jeans (1877 - 1946), ainda no inicio do século XX. Essa nova ideia dos pacotes de
energia viria a ser utilizada mais tarde pelo também fisico alemdo Albert Einstein (1879 - 1955)

na explicacdo do efeito fotoelétrico, dando maior destaque e veracidade a nova teoria [3].

Na mesma época em que Planck ja pensava nas primeiras concepgoes da Mecanica
Quantica, mais precisamente em 1899, ele também propds um sistema de unidades que unificava
as trés principais constantes fundamentais ¢, G € h em grandezas como tempo, massa € compri-
mento. Elas sdo respectivamente, a velocidade da luz, a constante gravitacional e a constante de

Planck, introduzida por ele préprio na criacdo de sua teoria. Seus simbolos e valores sdo:

G =6,67x 1071 Nm? /kg? (ou m?® kg %),
c=3,00x10% m/s,
h=6,60x 1073 Js,

h= % = 1,05 x 1073* Js (ou kg m*/s).
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Usamos colchetes em uma grandeza fisica quando queremos destacar apenas sua dimen-

sdo (unidades) e nao seus valores. Dessa forma temos:

(G) =m’ kg 5%,
[c] =m]/s,
(h) = [h] =Js ou (kg m?/s).
Porém, daqui em diante omitiremos os colchetes para simplificar a notagdo.

Essas trés constantes apresentam uma caracteristica peculiar, ocorre que elas sdo dimen-
sionalmente independentes, o que significa que nenhuma combinagdo entre elas é adimensional.
Sendo assim, essas constantes naturais representam os pilares basicos da Fisica, sendo eles os
fendmenos gravitacionais, relativisticos e quanticos que de certa forma se encontram relacio-
nados na escala de Planck, como ficou conhecida essa nova forma de representar as unidades
basicas através das constantes fundamentais. Por isso, espera-se que a escala de Planck esteja
relacionada com o espaco-tempo quantico ou com a gravidade quantica, sendo uma caracteristica

de tais representacgdes [4].

A escala de Planck estd intimamente relacionada a Mecanica Quantica e suas grandezas
geralmente se encontram em escalas tdo infimas que, por exemplo, para termos uma ideia,
estamos mais proximos da ordem de grandeza do tamanho do Universo observavel, cerca de
10%% m do que da escala de Planck. Outro exemplo bastante pertinente para termos ideia dessa
comparagdo, tem relacdo com a energia. Os experimentos atuais que envolvem particulas a altas
energias, da ordem de 103 GeV, e os raios césmicos de mais alta energia detectados até hoje,

com cerca de 10'? GeV estdo bem abaixo da energia de Planck que é da ordem de 10'® GeV [4].

As motivacdes por trds do interesse em se estudar a escala de Planck sao muitas, visto
que seu real entendimento pode esclarecer muitas das didvidas existentes envolvendo a Mecénica
Quantica, ainda ndo completamente compreendida, e da Relatividade Geral, que embora venha
tendo cada vez mais provas cabiveis de sua veracidade, se encontra de certa forma, a longos
passos de sua unificagdo com a teoria quantica. As grandezas presentes na escala de Planck estio
intimanente relacionadas a Cosmologia, na qual seus valores descrevem as condi¢des de um
Universo primitivo p6s Big Bang, sendo muito pertinente suas indagagdes com respeito a matéria

e energia escura, com as quais pode ter alguma relacdo.

Além da Mecanica Quantica, a Relatividade também foi uma das grandes conquistas
do século XX. A gravidade presente na teoria da Relatividade Geral € puramente classica, ou
seja, exclui os fendmenos quanticos. Acredita-se que na escala de Planck, essas duas grandes

teorias devam se unir onde os efeitos relativisticos seriam comparaveis aos efeitos quanticos,
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culminando em uma teoria de gravidade quantica, algo almejado desde o século passado, mas
que talvez ainda esteja longe de ser alcancada, embora cada vez mais tenhamos trabalhos drduos
sendo executados em dreas como a teoria das cordas e a gravidade quantica em loop, por exemplo.
Tendo em vista esse panorama, podemos notar o quao importante sao os estudos envolvendo
a escala de Planck, pois ela pode representar um limite para as nossas teorias Fisicas atuais, e

compreendendo nossos limites poderemos avangar em busca de teorias mais completas [5].

As grandezas da escala de Planck utilizadas neste trabalho estdo indicadas na Tabela 1. Na
proxima secao serd demonstrada cada unidade (comprimento, empo, massa, energia, temperatura
e densidade) em termos das constantes fundamentais, onde os valores numéricos aparecem na

ultima coluna.

Tabela 1 — Grandezas da escala de Planck

GRANDEZA EQUACAO VALOR NUMERICO/ UNI-
DADE (SI)

Comprimento de Planck ﬁc—? 1,6 x107¥ m
(p)
Tempo de Planck (z,) hC—SG 54x107%5
Massa de Planck (M),) Be 2,2%x 1078 kg
Energia de Planck (E,) %‘35 1,956 x 10° J
Temperatura de Planck \/ 2252 1,4x 102 K
(7p) ’

- S 96 k8
Densidade de Planck e 5, 1x107 —=

m
(Pp)
Fonte — [4, 5]

Como ultima resalva, € importante destacar que este trabalho € uma extensao do artigo
intitulado “Uma proposta didatico-matematica para o uso da escala Planck: dos f6tons aos
buracos negros” [6], e assim sendo, estd diretamente vinculado ao mesmo, tendo partes de
seu contéudo em trechos ou na integra. No capitulo 3 e nas secoes 5.1, 5.2 e 5.3, € utilizado
substancialmente, contetido do referido artigo, porém, com vérios acréscimos e maior discussao
e desenvolvimento, a fim de tornar o que este trabalho se propde a ser, uma discussdo mais

profunda e completa sobre o tema.
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2 Objetivos

2.1 Objetivo geral

O trabalho possui como principal objetivo fazer um estudo aprofundado sobre doze
possiveis caminhos para a escala de Planck de forma diddtica, mantendo o rigor matematico, a

fim de transmitir a importancia de seu estudo para as dreas da Fisica.

2.2 QObjetivos especificos

e Demonstrar por meio da andlise dimensional, as principais grandezas fisicas associadas

com a escala de Planck.

e Apresentar conceitos e objetos de estudo da Fisica moderna com as quais é possivel

alcancar resultados na escala de Planck.

e Expor a importancia do estudo da escala de Planck para examinar os limites das teorias

fisicas.
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3 Demonstracao das unidades de Planck

Nesta se¢do serd desenvolvida a demonstracdo de vérias das unidades da escala de Planck
por meio da andlise dimensional, visando apresentar as unidades que serdo utilizadas no decorrer

das proximas secoes.

A partir de agora poderemos verificar a ampla aplicabilidade da anélise dimensional,
que consiste basicamente em prever resultados de problemas fisicos com base nas unidades das
grandezas fisicas envolvidas. A utilidade dessa poderosa ferramenta se encontra justamente em
sua simplicidade, ao utilizar a intuicdo fisica, ou seja, com base na dependéncia das grandezas

envolvidas em um problema, conseguir resolvé-lo sem, de fato, resolvé-lo [7].

Utilizando as unidades das constantes em questdo, devemos obter uma combinagdo que
resulte em uma grandeza com dimensdo de comprimento (m), que serd o comprimento de Planck.

Assim, inicialmente multiplicamos as unidades de A por G:

kgm2 m? m
o (). (25) 2 -

Ap6s isso, fazendo a razdo do resultado final de (3.1) por 3,

o (i) _ Eg :<hc_36> 32)

verifica-se uma medida de comprimento dependente apenas das trés constantes fundamentais.

Assim, extraindo a raiz quadrada do resultado (3.2), temos a dimensdo de comprimento, repre-

sentando o comprimento de Planck (),

[h-G
I, = DR (3.3)

Acredita-se que esse valor seja um limite de comprimento até mesmo para o dominio
quantico, e que na escala de Planck, a Relatividade Geral e a Mecanica Quantica devem estar de

alguma forma unificadas e seus efeitos devem ser comparaveis [5, 6].

Para encontrarmos o tempo de Planck, primeiramente realizamos o mesmo procedimento,
multiplicando as unidades de A por G, obtendo, assim, o mesmo resultado de (3.1). Em seguida,

dividimos (3.1) por ¢, resultando em

o (f) _ Eg _(h'G)_ (3.4)
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A partir de (3.4), extraimos a raiz quadrada para obtermos o tempo de Planck,

h-G
ty =1\ —. (3.5)
P o5
Esse resultado corresponde ao tempo decorrido para a luz percorrer o comprimento
de Planck (/,). Para tempos menores que esse, a Fisica como a conhecemos atualmente nio
consegue descrever com precisio os fenomenos, ndo tendo significado fisico falarmos em tempos

menores que o tempo de Planck [6, 8].

Para obtermos a massa de Planck, utilizamos a mesma ideia dos calculos anteriores.

Multiplicando as unidades de A por ¢, temos

B kgm2 my kgm?
h-c—< - )(?)‘( 5 ) (3.6)

Dividindo (3.6) por G,

()] _ o

2 - C

ket = |2 2 — (22, 3.7

8 (m_*> ( G > -7)
kgs®

Finalmente, extraimos a raiz quadrada de (3.7). Assim como nos casos anteriores, obte-

mos a massa de Planck a partir das trés constantes fundamentais,

M, = ,/%. (3.8)

De acordo com [8], tem-se que esta era a massa do universo apds 10~%s do Big Bang,
ou seja, apds decorrido o tempo de Planck, o Universo primordial possuia uma massa equivalente
a massa de Planck. Em outras palavras, o universo teve sua origem caracterizada pelo tempo,
comprimento e massa de Planck, em um periodo de evolucao do Universo primitivo, conhecido

convenientemente como era de Planck [6].

Para obtermos a energia de Planck, precisamos combinar as constantes de forma a
encontrar um valor com dimensdo de energia, que no Sistema Internacional (S.1.) é dada em

Joules ([J] = kg”sizz) Primeiramente, multiplicamos as unidades de A por ¢>:

oS — (kgmz) . (m_s) _ (kgm7) . (3.9)
s 59 56
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Agora, dividimos (3.9) pelas unidades de G para obtermos um valor com dimensao de

energia:

G

2 @ :(h"’s). (3.10)

Dessa forma, extraimos a raiz quadrada do resultado final e obtemos uma grandeza com

dimensao de energia, por meio de uma nova combinacao das trés constantes fundamentais [6]:

oo
E,= Gc . (3.11)

Por fim, precisamos encontrar a temperatura (em Kelvin), combinando as constantes

fundamentais como fizemos anteriormente. Primeiramente combinamos as unidades de A, ¢® ¢ G
da mesma forma que foi realizado em (3.10),
kgm’
h,'CS ( 50 )
G

5 k 2 4
- (%) :< gsf’ ) (3.12)
(i)

Em seguida, efetuamos a divisio de (3.12) por [kz] = %, sendo kg = 1,38 x 10723 <m2—kg> a

K-s2
constante de Boltzmann. Portanto, temos que a temperatura (em Kelvin) ao quadrado vale:
kgm7>
6 h-c® 1 h-cd
K> = <S— = L= . 3.13
<m4Kg2> ( G ) kt G-k G-15)
s4k2

Podemos escrever essa tltima expressdao de uma forma mais fundamental, extraindo a
raiz de (3.13) para, enfim, obtermos um valor com dimensdo de temperatura. Combinando, além
das trés constantes fundamentais como haviamos feito anteriormente, uma nova constante, a
constante de Boltzmann, geralmente relacionada a fendmenos termodinamicos [6].

h-cd

T, = . 3.14
PN GK G4

A tltima unidade que iremos mostrar serd a densidade de Planck (p,), que pode ser
obtida pela razdo da massa pelo volume, nesse caso, a massa de Planck pelo comprimento
de Planck. Assim, o que temos que fazer € a razao da massa de Planck por uma poténcia do

comprimento de Planck, ou seja, buscar uma combinag@o entre as constantes fundamentais que

k
tenha a dimensdo de densidade, que no S.I é dado por [p] = —‘2 Desse modo, temos:
m

Mp

5 (3.15)
p

Pp=
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Tendo em mente a equagdo (3.1), vamos fazer algo semelhante, multiplicando as unidades

de h por G*. Fazendo as simplificacdes necessarias, chegamos a uma combinagio das unidades:

kgm? mb m®
. 2: . p—
oo () () a1

Agora, fazemos a razio entre as unidades de ¢ pelo resultado final de (3.16) para obtermos uma

combinacio que tenha as unidades de (3.15),

& (%)] o
8s 8s

Assim, podemos escrever a densidade de Planck em sua forma final e mais conhecida:

&

E interessante notar na equacio (3.18) que, diferente das outras unidades de Planck
mostradas, a densidade de Planck ndo possui uma raiz quadrada e nao depende de outras
constantes além de ¢, G e h. Diferente da temperatura, por exemplo, que ainda depende da
constante de Boltzmann kp. Segundo [8], durante os primeiros instantes do Universo, toda a
sua massa (a massa de Planck) estava concentrada em um infimo local do espago, da ordem do
comprimento de Planck, a uma densidade descomunal da ordem de 10% k_(g;, a densidade de
Planck [8]. "
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4 A Relatividade especial e o Principio da in-
certeza

4.1 A Relatividade especial

A Relatividade Especial (ou Relatividade Restrita) foi desenvolvida no final do século
XIX e inicio do século XX pelo fisico alemdo Abert Einstein, sendo oficialmene publicada em
1905. No mesmo ano, que viria a ser conhecido como o annus mirabillis de Einstein, ele publicou
seus trabalhos sobre o efeito fotoelétrico, aplicando sua perspicaz intepretacao dos quanta de
energia, propostos por Planck, o que mais tarde lhe renderia o prémio nobel de Fisica (1921),

além dos trabalhos envolvendo o Movimento Browniano [9].

A Relatividade estuda as diferencas nas medidas fisicas realizadas em dois diferentes
locais ou referenciais que estdo em movimento relativo. Mais tarde, Einstein viria a expandir sua
teoria, chamada agora de Relatividade Geral (RG), na qual considerava referenciais em qualquer
tipo de movimento, ou seja, esses poderiam estar acelerados, o que nao ocorria na Relatividade
Restrita (RR), na qual todos os referenciais eram inerciais. Um referencial inercial pode ser
descrito como aquele ao qual se pode aplicar a lei da inércia, ou seja, se um corpo nao estiver
submetidos a quaisquer for¢as externas que alterem seu movimento, para um referencial inercial,

ele deve estar em repouso ou em movimento retilineo uniforme (MRU) [9].

Einstein admitiu, em sua teoria, dois postulados fundamentais, que definiam um ponto

de partida e a base para toda a argumentagdo a respeito da mesma. Sao eles:

1° Postulado - Principio da Relatividade - As leis da Fisica sdo as mesmas para todos

os sistemas de referéncia inerciais.

2° Postulado - Principio da invaridncia da velocidade da luz - A velocidade da luz no

vacuo € a mesma para todos os observadores, ndo dependendo da velocidade de sua fonte.

Tendo como ponto de partida esses dois postulados, Einstein apresentou em obras
posteriores, outros conceitos e ideias ao analisar a sua recém publicada teoria da relatividade.
Desses trabalhos advém a, talvez, mais famosa equacao da fisica, E = M - 2, que representa a
equivaléncia massa-energia, trazendo consigo implicagdes profundas na maneira como viamos

esses dois conceitos pela Fisica Cldssica. Vamos conhecer um pouco mais sobre essa relacéo.
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4.2 Relagao massa-energia

Além dos efeitos relativisticos na cinemdtica, consequéncias diretas dos postulados,
como a dilatagdo temporal e a contracao de comprimento, podemos destacar os que ocorrem
na dinamica, agora denominada dinamica relativistica. Apds a publicagao oficial da teoria da
relatividade especial em 1905, Eistein deduziu a partir dessas fundamentag¢des, uma nova relagio
que descrevia o elo fundamental existente entre massa e energia, equacionada da seguinte forma
[10]:

E=M-c% 4.1)

onde, na equagdo (4.1), E € a energia relativistica do sistema, M a massa, e ¢ a velocidade da luz
no vacuo. A principal conclusdo que podemos tirar da relagdo (4.1) € que mesmo em repouso, a
massa possui uma quantidade de energia que lhe € inerente, associada diretamente a sua massa
m [10].

Essa relacdo ndo tem valor apenas tedrico, mas sua validade experimental € muito
importante nos dias atuais, ja que, por exemplo, as usinas nucleares funcionam com base nesse
principio (o processo envolvido em questdo € a fissdo nuclear). Um ponto importante a ser
destacado € a estrutura da relagdo, que possui a massa multiplicada por um fator muito grande,
2, o que implica que mesmo para pequenos valores de massa (valores cotidianos, por exemplo)

a quantidade de energia armazenada devido a sua massa é muito alta [10].

4.3 O Principio da incerteza

O principio da incerteza foi formulado por Werner Karl Heinsenberg (1901 - 1976)
e logo se tornou um dos principios mais fundamentais e de maior identidade para a nova
teoria que vinha quebrando paradigmas desde seu surgimento, com Max Planck. Heinsenberg é
também conhecido pela elabora¢do de uma das primeiras, das varias formulagdes que a Mecanica

Quantica viria a ter, a conhecida Mecanica Quantica Matricial [11].

Segundo Heisenberg, ndo se pode conhecer com precisao maxima e de forma simultanea,
duas grandezas fisicas quaisquer como a posi¢do X e momento p, de uma particula, por exemplo.
O amago dessa proposicdo se encontra no fato do principio da incerteza apresentar um limite
fundamental com o qual podemos conhecer pares de propriedades fisicas. Essa precisao mdxima
€ proporcional a constante de Planck, e ndo estd relacionda com a falta de precisdo de nossos
aparelhos de medicao ou possiveis lacunas que a teoria poderia ter, mas sim com uma caracterista

fundamental da natureza [12].



Capitulo 4. A Relatividade especial e o Principio da incerteza 19

Dessa forma, mesmo que tenhamos aparelhos ideias para realizar as medi¢des, ndo
obteremos uma medida com precisdo maior que a permitida pelo principio da incerteza. A

equacgao formal relaciona ambas as grandezas da seguinte forma:

h
AApy > 5 4.2)

Na inequacdo (4.2), Ax representa a incerteza na medida da posi¢ao da particula, Ap,

representa a incerteza na medida da componente x do momento da particula, i = o € a constante
T

de Planck reduzida.

O principio da incerteza trouxe a tona as ja cada vez mais notdveis diferengas e incoe-
réncias entre as teorias classicas e a Mecanica Quantica. Na Fisica Classica, conhecendo com
exatiddo, a posicao e o momento de uma particula, em um sistema isolado e em um certo instante,
podemos determinar o comportamento do sistema em qualquer instante de tempo futuro, por

isso a Mecanica Classica é conhecida como deterministica [12].

Como o principio da incerteza € valido tanto tedrica quanto experimentalmente, e tendo
em vista a equacgdo (4.2), podemos, por exemplo, diminuir a incerteza em uma das quantidades
fisicas que ndo temos interesse, a fim de obter uma precisdo maior na outra grandeza desejada, ou
seja, quanto maior a imprecisao tivermos em uma grandeza, consequentemente, maior precisao
teremos na outra. Portanto, a restricdo que existe na medi¢do nao diz respeito a uma grandeza
individual, mas sim a medi¢ao simultdnea de ambas as grandezas. Tendo em vista essa ideia,
podemos entender o motivo da Mecanica Quantica ser conhecida como probabilistica, e ndao

deterministica como explicado anteriormente [11, 12].

Esta secdo introdutdria apresenta informagdes e fornece embasamento para as secdes
que se seguem. Nelas, serdo apresentados 12 caminhos possiveis para a escala de Planck, nos
quais serao utilizados ideias deste capitulo e outros conceitos além dos ja apresentados, sobre
Relatividade e Mecanica Quantica, que serdo devidamente explicados em suas respectivas sec¢oes.
Cada caminho serd guiado por uma ideia ou objetivo, que terd como resultado grandezas e

quantidades na escala de Planck.
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5 Doze caminhos para a escala de Planck

Os caminhos presentes nas secdes 5.1, 5.2 e 5.3 foram desenvolvidos pelos autores,
enquanto os demais foram desenvolvidos de forma didética a partir das principais referéncias
do trabalho, sendo as secdes 5.4 a 5.6 da referéncia [5] e as se¢Oes 5.7 a 5.12 da referéncia
[4]. E valido destacar que a escolha em usar a constante de Planck / ou a constante de Planck
reduzida h € arbitréria, sendo adotado o primeiro caso quando tratarmos do f6ton e sua energia,

e o segundo caso para os demais, assim como presente na literatura.

5.1 O raio de Schwarzschild e o comprimento de Planck

Karl Schwarzschild (1873 - 1916), fisico alemao, foi o responsavel por apresentar a
primeira solu¢do para as complicadas equacdes de Albert Einstein sobre a teoria da Relatividade
Geral (RG), poucos meses apds sua publicacdo oficial. As solugdes apresentadas por Schwarzs-
child apresentam campos gravitacionais gerados por fontes esféricas e homogéneas de matéria
sem rotac¢ao, trazendo a tona indicios valiosos do que mais tarde viriam a ser conhecidos como

buracos negros, corpos bastante peculiares que intrigam a Fisica ainda nos dias de hoje [13, 14].

Outra consequéncia clara das solu¢des de Schwarzschild € a existéncia de um raio critico
(que passaria a ser denominado raio de Schwarzschild) que uma vez atingido por um corpo
massivo, nada poderia escapar do seu campo gravitacional, nem mesmo a luz, sendo essa uma

das principais caracteristicas desses corpos [13, 14]. Essa constante r; pode ser identificada como

2GM

rg =

: (GRY)

c2

onde G € a constante gravitacional, M €é a massa da matéria envolvida e ¢ a velocidade da luz no

vacuo.

A solucdo de Schwarzschild foi tdo valiosa e de certa forma curiosa (visto que Schwarzs-
child se encontrava em pleno campo de batalha, na Russia, durante a primeira Guerra Mundial)
que foi reconhecido pelo prério Einstein, sendo citado no artigo posterior que consolidaria a
Relatividade Geral, publicado em meados de 1916 (os artigos que seriam a base da RG foram
publicados em Novembro de 1915) [14].

Nesta se¢do, 0 objetivo € encontrar a razdo entre o raio de Schwarzschild (ry) da particula
fundamental responsdvel pela interagcdo eletromagnética, o féton, e o comprimento de Planck,

a fim de compararmos esses valores, ou seja, o intuito € encontrarmos quanto o raio limite de
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um féton representa do comprimento de Planck. De forma resumida, o raio de Schwarzschild
¢ uma medida do limite inferior de comprimento que todo corpo material possui, pois ao ser
ultrapassado, a matéria envolvida colapsa gravitacionalmente em um ponto extremamente denso.
Assim, caso o corpo atinja um comprimento inferior ao de seu raio de Schwarzschild (ry) haverd
o surgimento de uma singularidade, ou seja, o corpo se transformard em um buraco negro [13].
Para um melhor entendimento sobre métricas, bem como da solu¢dao de Schwarzschild, o leitor

pode consultar a referéncia [15].

Devemos escrever o raio de Schwarzschild (ry) do féton em fung¢do das constantes
fundamentais ¢, G e h. Para isso, vamos utilizar as equacdes para o raio de Schwarzschild (5.1), a
equagdo de energia relativistica (4.1), a energia do féton (E¢) e a equagdo cldssica da velocidade

de uma onda (c¢):

Ef=hv, (5.2)

c= Av. (5.3)

O f6ton ndo possui massa, visto que toda sua massa estd convertida em energia. Dessa
forma, por meio da equivaléncia massa-energia (4.1), iremos mensurar um massa efetiva para o
foton, que seria sua massa caso possuisse uma. Colocando a massa em evidéncia na equagao

(4.1), e substituindo (5.2) e (5.3) em (4.1), obtemos uma expressio para a massa efetiva do féton,

M===""_ - (5.4)

c? c? Ac

E w (%)
2

Substituindo esse resultado na equagdo do raio de Schwarzschild (5.1), obtemos uma
expressao para o raio desse féton que depende das constantes fundamentais da escala de Planck,
26M (2G)-(3&)  2Gh

c2 c2 VR (5-5)

Is

Em seguida, substituindo o comprimento de onda (A) em (5.5) pelo comprimento de

Planck, temos:

(5.6)
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Finalmente, fazendo a razdo entre a equagdo (5.6) e o comprimento de Planck (I p)

presente na Tabela I, temos:

(=)
L UGV B SN (5.7)
lP lP

Com base no resultado (5.7), verificamos dois fatos importantes. Primeiro, ao substituir-
mos o comprimento de onda do féton pelo comprimento de Planck na expressao (5.6), obtivemos
o menor foton possivel de existir na natureza, visto que esse € teoricamente 0 menor comprimento
possivel. Ao fazermos a razao do seu raio limite pelo comprimento de Planck e obtermos o
valor 2, verificamos que o raio limite desta particula € o dobro do comprimento de Planck, como

mostra a Figura 1 [6].

Na escala de Planck, os aspectos quanticos da gravidade se tornam notaveis e 0 espaco-
tempo possivelmente adquire uma estrutura discreta, ou seja, quantizada. De acordo com [16]
esse fato nos induz a seguinte pergunta: “O que € o espaco-tempo na escala de Planck?”” Quando
formos capazes de entender essa questdo, seremos capazes de formular uma teoria quantica
da gravidade, fazendo a unido da Relatividade Geral com a Mecanica Quantica, um dos feitos
mais almejados da Fisica Contemporanea. Embora ja existam muitos trabalhos em relagao ao
tema, principalmente envolvendo a teoria de cordas e a gravitacdo quantica em loop, talvez ainda

estejamos muito longe de tal realizacao [5, 6, 16].

21y

Figura 1 — Féton com raio limite equivalente ao dobro do comprimento de Planck. (Fonte:
propria).
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5.2 A energia do Féton e a energia de Planck

Nesta secao, partiremos da equacdo de energia do féton (5.2), buscando descobrir sua
energia em fun¢do das constantes fundamentais da escala de Plank. Primeiramente, substituimos
a equacao de velocidade da onda (5.3) na frequéncia v e, em seguida, substituimos a expressao
do raio de Schwarzschild (5.1) no comprimento de onda do f6ton, como fizemos anteriormente,

J& que buscamos a energia do menor féton possivel de existir na natureza [6]. Assim, temos:

Ef:hv:h-(%):h- <@) :2}54' (5.8)

E
Substituindo M por (—2) da equacado relativistica (4.1), e omitindo o indice f na energia,
c

ou seja, representamos a partir de agora £y = E, temos

b= (IZcC:E) :2hcc;; 59)

2

Isolando o termo de energia, agora presente nos dois membros de (5.9), obtemos:

he? [ hed
2 —_ — p— —
E° = G ou E G (5.10)

Em seguida, fazemos a razao entre essa energia do foton e a energia de Planck (3.11), a fim de

verificar o quanto dessa energia representa da energia de Planck:

hc’
E G heSG h
=z ) == =R~ 1,7T. 11
E, [hs 2Ghc? TG G1D
G

De forma mais conclusiva, podemos escrever:

E=1,77-E,. (5.12)

Dessa forma, conseguimos tragar caracteristicas especificas desse féton. Como fizemos o
comprimento de onda igual ao comprimento de Planck (/,,), calculamos o féton com 0 menor
comprimento de onda, ou seja, o menor féton possivel de existir na natureza. Pela relacdo (5.2), se
esse foton possui 0 menor comprimento de onda possivel, temos também um f6ton com maxima
frequéncia, visto a relacdo de proporcionalidade dessas grandezas, o que consequentemente, por

meio de sua equacao, nos apresenta um féton com maxima energia [6].
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5.3 Temperatura de um buraco negro de Planck

Nesta secdo, nosso objetivo € calcular qual a temperatura de um buraco negro com as
dimensoes da escala de Planck. Os buracos negros sdo os objetos mais densos do universo,
propriedade adquirida ao atingir o raio limite conhecido como raio de Schwarzschild, onde toda
sua massa € comprimida em um volume pequeno, deformando o espaco-tempo de tal forma
que nada pode escapar, a partir do momento em que se ultrapassa o horizonte de eventos. Os
buracos negros mais simples previstos pela Relatividade Geral sdo chamados de buracos negros
de Schwarzschild, caracterizados por serem estaticos, esféricos e por serem desprovidos de carga
elétrica [6, 13].

Embora a confirmagdo experimental das teorias envolvendo a escala de Planck seja
bastante complicada, a fisica tedrica busca de forma incessante intepretacdes naturais para ideias
matemadticas, como ocorreu com a singularidade dos buracos negros. Outro exemplo € a radiacio
prevista por Hawking que envolve a energia de Planck, onde se acredita que buracos negros
podem ter uma temperatura conhecida como “temperatura Hawking”. Assim, nos estigios finais
da evaporacao dos buracos negros, a radiacio Hawking emitida por esse buraco negro devera ter
a energia de Planck, fato que ainda nao foi observado, mas que os tedricos acreditam ser verdade
(4, 6].

O fendmeno descrito anteriormente pode ser explicado pelo fato de que, quanticamente,
os buracos negros emitem certo espectro de radiacdo, revelando que esses objetos astronomicos
possuem propriedades termodinadmicas, como temperatura e entropia, fatos esses descobertos
por Jacob David Bekenstein e Stephen Willian Hawking na segunda metade do século XX. A

temperatura emitida pelos buracos negros ¢ conhecida como radiagao Hawking.

Podemos conceber a origem da radiacio Hawking (ou “temperatura Hawking”) de forma
simples e resumida. Classicamente, buracos negros nao deveriam emitir nenhum espectro de
radiacdo, existindo apenas aborvendo matéria e energia, sem nunca emiti-las. Porém, do ponto de
vista da Mecanica Quantica, existe um fendmeno que pode explicar a emissao de radiagdo térmica
dos buracos negros. Ao redor do horizonte de eventos do buraco negro existe o surgimento de
particulas virtuais (basicamente, particulas que existem em um curto periodo de tempo), de forma
espontanea, a partir do vdcuo. Quando ocorre o surgimento de um par de particula-antiparticula,
por exemplo, a antiparticula pode ser absorvida pelo buraco negro, fazendo com que a particula
que nao foi absorvida pelo buraco negro passe de virtual a real, devido ao fato de que essa ndo
ird possuir mais sua contraparte para se aniquilar, fato que ocorre no encontro desses pares,
segundo a Fisica de Particulas. E justamente essas particulas remanescentes que constituem o

que denominamos de radiacdo Hawking [7, 17].
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E possivel descobrir a temperatura, ou seja, a radiacdo térmica emitida desses objetos

por meio da equacdo (5.13), como sugere as referéncias [5] e [6]

he?

T=—0r——r 5.13
8nGkgM,,’ ( )

onde M), € a massa do buraco negro e kg a constante de Boltzmann, utilizada na deducao da

temperatura de Planck.

A temperatura de um buraco negro € inversamente proporcional a sua massa (7 o< A%b).
Isso significa que quanto menor a massa do buraco negro, maior sua temperatura, como € 0 n0sso
caso ja que a massa de Planck é da ordem de 1073 kg e a temperatura correspondente é muito
alta, da ordem de 103'K. Conforme destacado em [7], “A temperatura de um buraco negro € de

natureza quantica, ja que se anula quando 4 € desprezivel” [6].

Por meio da equacdo (5.13), iremos obter a temperatura de um buraco negro de Planck,
isto €, que possua como raio de Schwarzschild o comprimento de Planck. Para isso, iremos utilizar
a equagdo (5.1), com ry = 21, (poderamos utilizar /,, porém utilizaremos 2/, por conveniéncia

de simplificacdo), e substituir o raio de Schwarzschild pelo comprimento de Planck (/,):

2GM,, c2ry
=7 M= 5.14
C2 ) b G ( )

rs

Agora que temos um valor de massa, podemos substituir M de (5.14) em (5.13). Assim,

obtemos ;
A A
T c c

= —— (%) o 87kgl,

Esse resultado ja é conhecido [5]. Como observado na Tabela 1, esse valor € cerca de dez vezes

~103K. (5.15)

menor do que a temperatura de Planck. Apés um periodo de 10~*3 s do Big Bang, essa era a
temperatura de toda a matéria que existia até entdo, que estava em uma rapida expansao acelerada

com elevada densidade e a uma temperatura colossal [8, 6].

O fato de a temperatura dos buracos negros serem inversamente proporcionais a sua massa
nos traz algumas conclusdes importantes. Para massas de buracos negros supermassivos, teremos
temperaturas infimas, menores até mesmo que a temperatura da radiacdo cdésmica de fundo, que
permeia o vacuo, tornando ainda mais dificil o processo de deteccdo desse espectro de radiagao
térmica. J4 para a massa de Planck (muito pequena, se comparada & massa anterior), temos uma
temperatura muito alta, proximo da temperatura de Planck. Embora ainda nio detectada, tedricos

acreditam que a radiacdo Hawking deva existir [17].
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5.4 A densidade de energia do Universo por meio da escala de
Planck

Nosso objetivo para essa secdo evolvera conceitos de cosmologia, o que difere um pouco
dos outros caminhos mostrados até agora. Utilizando o principio da incerteza e com base em
um experimento mental, calcularemos a densidade de energia do Universo, assumindo certos
critérios que serdo explicados a seguir. Considerar algo dessa magnitude pode fugir da descri¢ao
das leis da Mecanica Quantica e da Relatividade Geral, ja que estamos trabalhando na escala
de Planck, mas como se trata de um experimento mental podemos explorar teoricamente os

significados fornecidos por tal consideracao [5].

O século XX foi um periodo célebre para as descobertas fisicas de modo geral, tanto
para o surgimento de teorias completamente inovadoras, quanto para alavancar dreas com certo
desenvolvimento até entdo. A Cosmologia foi uma das dreas que se favoreceu desses grandes
avancgos, tendo grande reconhecimento ainda nessa época, principalmente devido as contribuicdes
na parte observacional. Esta drea pode ser defindida como a ciéncia responsavel pelo estudo do
Universo na forma mais literal da palavra, buscando reponder problemas desde qual sua origem,
até descrever todas as etapas de sua evolucdo, visando ainda entender sua estrutura € composi¢ao
[18].

Muitos dos avangos obtidos pela cosmologia no século XX se deve a Edwin Powell
Hubble (1889-1953), considerado um dos atronomos de maior relevancia cientifica, reponsdvel
pela denominada Lei de Hubble e pela descoberta da expansdo do Universo. Apds os trabalhos
de Albert Einstein serem publicados, astronomos como Willem de Sitter (1872 - 1934) tentaram
estabelecer a relacao entre a Relatividade Geral e Cosmologia. O préprio Einstein se dedicou a
trabalhos que envolvessem esse tema, propondo a famosa constante cosmoldgica, ao acreditar
que as propriedades do espago-tempo eram estaticas, assim como também acreditava De Sitter
[19].

Ao observar a entdo nebulosa de Andromeda (na verdade se tratava da galdxia de
Andromeda), por meio do efeito Doppler, Hubble prop6s sua lei que relacionava as velocidades

das fontes com a distincia da fonte da seguinte forma:

v=H-d. (5.16)

Aqui, H é uma constante, denominada constante de Hubble, cuja unidade € km - s LM pc’l,
sendo pc a unidade astrondmica de medida de distancias parsec, v € a velocidade da fonte

no instante da emissao e d € a distancia que separa o observador da fonte. O Universo como
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o conhecemos € descrito por uma métrica conhecida como Friedmann-Lemaitre-Robertson-
Walker. Nela, o Universo € espacialmente homogéneo e isotrépico em relagdo a qualquer ponto,
possuindo uma origem de onde a densidade de matéria divergiria. Friedmann, um dos principais
responsdveis por essa métrica, estimou por meio de suas solugdes expansonistas das equacgdes de

Einstein certos ciclos de expansao e contragdo do Universo [19].

Para executar nosssa proposi¢ao iremos utilizar o principio da incerteza, ja apresentado
na equacdo (4.2), porém com uma pequena diferenca, iremos relacionar as grandezas de energia

e tempo, € ndo momento e posi¢ao como mostrado anteriormente. Assim, nossa equacao sera:

h
AEAt > 5 (5.17)

Pela equacio (4.1), sabemos que AE = AM - ¢? e pela equacio (3.15) que M =p -V,
onde V € o volume da esfera de Hubble. Dito isso, vamos considerar, de acordo com [5] para
nosso Universo, um formato esférico que obedeca a métrica citada anteriormente, com um raio
de R ~ H !¢, que é o raio de Hubble, ¢ é a velocidade da luz no vicuo, e como idade para o
Universo, At ~ H~!. Todos esses pardmetros sio impostos ao considerarmos nosso Universo
como uma esfera de Hubble, possuindo assim um volume de Hubble. E importante resaltar que a
grandeza que estamos querendo determinar € p que agora representa a densidade cosmoldgica
de energia do Universo [5]. Escrevendo o principio da incerteza para as grandezas supracitadas,

temos

h (4 h
AEAt > =, | =mR%p ) (A1) ~ . 1
= (3n p)(z) ' (5.18)
Agora substituimos os valores de R e At na dltima parte da equagao (5.18),
4 h
~n(H )| (H ) ~ <. (5.19)
3 2
Reescrevendo a equacdo acima e simplifincando, obtemos
8 3
1 o ~ - .0 8TG
Fazendo uso de um ultimo recurso, substituimos na equagao (5.20) a equacdo H- = £ p
C

conhecida como equac¢do de Friedmann, a fim de obtermos a densidade em fun¢do apenas das
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constantes fundamentais, p serd dado por [5],

3 ¢’
= ——= 5.21
Simplificando toda a expressdo por ¢, temos
p 3 6
L 5.22
2 8mG3h’ (5-22)
o
Dessa forma, podemos finalizar o desenvolvimento, identificando a expressio <@> ja conhe-
cida, com a densidade de Planck [5],
_ 3 (5.23)
P=gaPr '

O valor de (5.23) € bastante significativo, pois ja podiamos supor um alto valor de
densidade de energia, visto que consideramos um Universo com toda sua matéria em um tempo

0~* s. E importante destacar que obtivemos um valor de densidade

de existéncia da ordem de ~ 1
de energia para um Universo com toda sua energia contida em um volume de raio consideravel,

e ainda sim, esse valor se mostrou multiplo da densidade de Planck.

5.5 Dispersao de ondas de matéria na curvatura do espago-tempo

A motivacdo para esse caminho se baseia na propagacdo de ondas de matéria e em
seu espalhamento, quando incidem na curvatura do espago-tempo, principal efeito relativistico
presente na RG. Pelo principio da dualidade onda-particula de Louis de Broglie (1892 - 1987),
sabemos que particulas podem ter caracteristicas de ondas e vice-versa, ou seja, essas duas
nuances distintas fazem parte do mesmo sistema, coexistindo em uma superposi¢cao quantica, até
que seja feita a medigdo e o sistema colapse em um dos observaveis, como é bem conhecido
na Mecanica Quantica. Dessa forma, podemos interpretar esse fendmeno como se as ondas
posuissem massa (caracteristica de uma particula) e devido a isso, fossem afetadas pela curvatura

do espago-tempo, o que causaria o seu espalhamento ao se encontrarem com tal deformacao [5].

O fendmeno do qual estamos tratando € o espalhamento da onda, onde a energia incidente
em um ponto € desviada em diversas dire¢des, sendo talvez o mais famsoso fendmeno dessa
natureza, o espalhamento Compton, devido a colis@o de um f6éton com um elétron, onde o féton
transfere energia para o mesmo, mudando sua direcdo. O espalhamento de uma onda nédo deve

ser confundido com o fendmeno de dispersao.
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A dispersao de uma onda eletromagnética, por exemplo, pode ser notada ao observar
um raio de luz branca atravessar um prisma, como ocorreu no famoso experimento realizado
por Isaac Newton. Nele, devido as diferentes frequéncias e comprimentos de onda das ondas
monocromadticas, componentes da luz branca, serem diferentes, a0 mudar o meio de propagacao,
o indice de refracdo também muda, ocorrendo a nitida separacdo dos védrios componentes

luminosos que formam a luz branca [20].

Retomando nossa proposicdo, uma condic@o para que ocorra o espalhamento da onda
de matéria € que o comprimento de onda A deve ser préximo da curvatura L do espago-tempo,
pois se A fosse muito maior que L, por ser muito energética, a onda ndo sentitiria a deformagao
no espago, se propagando em um espaco praticamente plano. Para o outro caso, com A muito
menor que L, ele passaria pela grande deformacao, sem sentir tais efeitos por nio interferir em
sua propagacdo, como a luz ao passar por o buraco de uma fechadura por exemplo. Nesse caso
a luz ndo sofre difracao (outro efeito ondulatério, diferente da dispersdao e do espalhamento)
pois seu comprimento de onda € muito menor que as dimensdes do orificio ao qual atravessa,

passando através do orificio sem nenhum tipo de efeito ou empecilho em sua propagacao.

Considerando que nossa onda de matéria estd associada a uma particula de massa m,
o comprimento de onda Compton dessa particula que sofre espalhamento na curvatura do

espaco-tempo é dado por

A= (5.24)

Onde em (5.24), além da constante de Planck %, A é o comprimento de onda da onda de matéria,

m a massa associada a particula e ¢ a velocidade da luz no vécuo.

A escala de Planck serd alcancada quando a curvatura do espago-tempo for causada pela
prépria massa m associada a onda-particula, e esse raio de curvatura L for compardvel ao com-
primento de onda Compton dessa particula. Levando em consideracio a seguinte aproximagao
A ~ L, analisando a equagio alternativa para a massa de Planck, podemos exprimir uma relagio

entre a massa m € o raio de curvatura L [5],

1,c? L2 m & M
M. =P = T _ —2, 5.25
r=¢ ' "T G L G 1, (5.25)

Fazendo a substitui¢ao de A por L na equagido do comprimento de onda Compton (5.24), temos,

N SO (5.26)

mc mc
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Como a massa da particula estd associada a curvatura do espaco-tempo pela expressao

(5.25), fazemos a substituicdo
L= — . (5.27)
Fazendo as simplificacdes

(5.28)

. ho . ~
Como a constante de Planck pode ser escrita na forma i = o simplificamos a equag@o no

numerador e denominador por 27, a fim de obter

| hG
L=+2n- = =V2n-l,~2.41l,. (5.29)

O resultado apresentado na equacgdo (5.29) mostra que quando a escala de Planck for
atingida, a energia que essa onda de matéria carrega € a responsavel pela curvatura do espaco-
tempo, e € justamente essa curvatura que impede a sua propagagdo, caso seja muito energética
nesse ponto [5]. Como sabemos, o comprimento de Planck é um valor de comprimento limite,
onde ndo existe a possibilidade de A < I,,, ndo havendo propagagio da onda, caso isso aconteca.
Agora, analisando o resultado presente na equagdo (5.29), concluimos que a curvatura do espaco
¢ um multiplo do comprimento de Planck; e por L ~ A, o comprimento de onda também o ser4,
ou seja, esse € o menor valor de A que uma onda de matéria pode ter, para que sofra espalhamento
no raio de curvatura do espaco-tempo, visto que assumimos para m um valor multiplo da escala

de Planck, conforme descrito na equacao (5.25).

5.6 Evaporacdo Hawking de um buraco negro

Para esse caminho, iremos utilizar como ideia central os buracos negros como na se¢ao
5.3, com enfoque também nas propriedades termodinamicas ja também discutidas. Um buraco
negro esférico e estatico de massa M, (buraco negro de Schwarzschild) emite um espectro de
radiacdo térmica conforme a equacao (5.13) descreve. Como ja falado na sec¢do 5.3, os buracos
negros podem de certa forma, deixar de existir, ‘evaporando” a sua massa através da radiagcdo
térmica emitida. E justamente esse ponto que iremos abordar nesse caminho, para qual massa do

buraco negro ocorre a irradiacdo de N particulas de comprimento de onda A4, [5].
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A lei de deslocamento de Wien, elaborada em 1893 por Wilhelm Wien (1864 - 1928),
descreve a radiag@o térmica emitida em picos de comprimentos de onda maximos A, € teve
diversas comprovacoes experimentais desde sua concepcao. Ela recebeu esse nome descritivo
devido ao fato de que o comprimento de onda no qual a emissdo de radiacdo € maxima varia

com a temperatura de acordo com a relagdo [1]

1
Mnax ' T =b  ou Ay < T (5.30)
onde b € uma constante de valor
hc
Aar-T=b = ———— ~28978-10°m-K 5.31
ma 4.9651kg " ©31)
Agora, utilizando a lei de deslocamento de Wien e a equacgdo (5.13) para a temperatura

do buraco negro, vamos determinar para qual comprimento de onda A, 0Ocorre maxima emissao

[5],

S

hc 87'CGkBMb
y VI . . 5.32
maee 4.9651kg he3 (5.32)

h
Lembrando da relagdo h = o e fazendo as simplificacdes, chegamos ao resultado final para

}\fmax s

. 8752 ZGMb
AT 49651 2

~15.90 r;. (5.33)

Esse resultado mostra que grande quantidade da radiacdo térmica emitida pelo buraco
negro ocorre para além do seu raio de Schwarzschild, ou seja, para além do seu horizonte de
eventos. A perda de energia serd compardvel a massa do buraco negro, por isso vamos descobrir
qual a energia necessdria para consumir toda sua massa em uma rajada de particulas pela equacao
(5.2). Fazendo a substituicdao de (5.3) na equagdo de energia derivada por Planck e Einstein,

teremos [5]

E=hv=h ——. (5.34)

kmax

Fazendo a aproximac@o 15.90r; ~ 16r; em A, € substituindo a equagao (5.1) na parte final de
(5.34) obtemos,

c he he he’

E=h- o~ = = .
Mnax 167 16- <w> 32GM,,
c

(5.35)
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Assumindo N = 2, por exemplo, podemos estimar a massa do buraco negro consumida,
pela equacdo de energia relativistica (4.1). E evidente que nosso processo ndo é extremamente
rigoroso, porém, podemos estimar valores aceitdveis como fizemos em todos os caminhos
anteriores. Substituindo o valor da energia E pela ultima parte da equacao (5.35), a relacdo

resultante € [5]

NE he? 1
—_— 2' ~Y e — S — . —
E=M-c* My~ 5 = (2).<32G b) = (5.36)

Fazendo as possiveis simplificacdes, obtemos para a massa do buraco negro,

hc o hc oL
My~ —— ==/ = =\/= M, ~0.62TM,. 537
b 16G \/; G \/; P P (5-37)

E importante resaltar que a massa de Planck ndo € a menor massa possivel na natureza,

visto que a massa de proétons e elétrons sdo menores que essa, por exemplo.
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5.7 O microscopio de Heisenberg

A partir daqui, os caminhos para a escala de Planck irdo envolver cada vez mais o
principio da incerteza, assim como o que serd densenvolvido adiante, nesta secdo. Porém, antes
de enunciar a problemadtica, vamos abordar o experimento imaginério no qual ela se baseia, com
o intuito de entendermos melhor seus detalhes. Trata-se do experimento mental conhecido como

microscopio de Heisenberg.

A ideia central do experimento se baseia em medir com toda precisdo possivel, 0 momento
de uma particula, como o elétron por exemplo. Para isso, vamos utilizar um microscépio que
nos possibilite tal feito, ou seja, vamos utilizd-lo para observar diretamente a particula. De uma
andlise simples desse problema, podemos notar o surgimento do principio da incerteza de forma
fundamental. O mero fato de “observar” (para observar a particula precisamos incidir fétons,
ou seja, precisamos iluminé-la, € isso que nos possibilita “ver” o elétron, o foton de luz que é
espalhado por ele) causard uma pertubacao na particula observada, gerando a incerteza, que €

inerente ao experimento [4, 11, 21].

observador

D —

Y/?/ e
E=_=

Figura 2 — Esquema do microscépio de Heinsenberg (fonte: wikimedia commons).

Um detalhe crucial para o sucesso do experimento € fazer com que o comprimento de
onda () da radiagdo utilizada para iluminar a particula seja um tanto menor quanto possivel,
0 que aumenta significativamente a precisdo da medicao, visto que a precisao na medi¢dao do
momento da particula é aproximadamente igual ao comprimento de onda da radiagao utilizada,
por isso geralmente é considerada pela literatura a utilizagdo dos raios gama. Ao incidir a radiacio
sobre a particula, parte dela € espalhada ao atingir seu destino de forma a atingir a lente do
microscépio [4, 11]. De acordo com as leis da Optica (o leitor interessado nesse € em outros

conceitos de Optica pode consultar a referéncia [15] para um melhor entendimento acerca do
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tema), a incerteza na posicdo € dada por [4]

Ax = . (5.38)

Na equacdo (5.38), A é o comprimento de onda da radiacgdo utilizada para visualizar

o foton e € € o angulo de espalhamento do f6ton proveniente da particula. Por meio do efeito

Compton, o féton espalhado imprime a particula um momento da ordem de % Existe uma
imprecisido fundamental na medida desse valor de momento, ja que ndao podemos conhecer com
exatidao o angulo ao qual o féton foi espalhado, sendo abrangido por toda a extensao de € [4, 11].

Dito isso, para a incerteza no valor do momento, podemos escrever

Ap = p-sen (g) = (%) sen (€). (5.39)

Por fim, sintetizando todas essas informacoes e utilizando o principio da incerteza
propriamente dito, e expresso na equacao (4.2), obtemos o valor que caracteriza a incerteza para

nosso experimento,

Ax-Ap = [ﬁ} - <%) sen () ~ i (5.40)

A resolugdo desse problema leva em consideracao a lei da conservacdo do momento e
considera um caso ideal onde para todos os efeitos apenas um féton foi utilizado para observar
a particula, féton esse que foi espalhado por ela e atinge a objetiva do microscépio. Fazendo
essas consideracdes podemos tentar diminuir ao maximo as pertubacdes causadas pela nossa
observacgdo. Para esse problema que estamos prestes a resolver de forma detalhada, vamos
acrescentar os efeitos gravitacionais que um tnico féton gera na andlise das incertezas em cada
medida [4].

A energia de um unico féton € descrita pela equacgdo (5.2). Se considerarmos sua relagio
de equivaléncia entre massa e energia, como apresentado na equagao (4.1), podemos escrever uma
massa efeitiva para o féton, e devido a isso, considerar suas possiveis interacdes gravitacionais

[4],

E h
Z M= (5.41)

E=M-c* M= -
c

9

Tendo em vista a equacdo (5.3), podemos escrever ainda, na seguinte forma:

h h
Y M= (5.42)

Mef:c_z’ c-A
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Essa massa efetiva do féton gera uma forca gravitacional sobre a particula observada no micros-
copio. Essa forca gravitacional imprime uma aceleragc@o que torna a posi¢ao da particula ainda
mais imprecisa de se determinar. Vamos utilizar a Mecénica Classica para estimar a aceleracao e

a mudancga de posi¢do da particula devido aos efeitos gravitacionais [4],

GM G-M,
Aag =5, =4 (5.43)
14 ref

Na equagio (5.43), r.y denota uma distdncia média para que ocorra a interagdo. Substituindo o

tltimo resultado de (5.42) no termo M, ¢, temos

G-M,, G-(-& G-h
Aag~ —L = (2”‘> = - (5.44)
ref l"ef }\"C'I’ef

A velocidade que caracteriza o sistema € a velocidade do f6ton, ¢, que € obtido naturalmente de

e f

— & . (5.45)
Tef

Em (5.45), t.r representa o tempo médio para que ocorra a interagdo. Agora, a contribui¢do

gravitacional para a incerteza na posi¢ao € dada por

G-h (1
2 ef
ef
O produto Aay - tezf tem dimensdo de comprimento (dado em metros no S.I) o que justifica
o célculo da variacdo de posi¢do. Como :e—f ~ ¢, o ultimo termo da equacgdo (5.45) fica
ef
21
LS (5.47)
rgp €
Substituindo (5.47) em (5.46), a variagdo da posi¢do da particula serd dada por
G-h 1 G-h » (1
A, ~ — — = ~ [ =]. 548
8§77 X 27 AEP p (7») (548)

De acordo com o principio da incerteza, e tendo em mente a resolu¢do do problema do microsco-

pio de Heisenberg, sem levar em conta os efeitos gravitacionais, a posi¢do € dada por

h
AApy~h ou Ay~ —. (5.49)
Ap
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Acrescentando os efeitos gravitacionais a fim de obtermos um principio da incerteza ge-

neralizado e considerando que a incerteza no valor da posi¢@o tenha um valor minimo equivalente

h
ao comprimento de Planck (comprimentos de onda muito pequenos) (A_ ~ [ p) , obtemos
P

h 2 (Ap
A~ — A —1. .
AL (h> (5.50)

Concluindo a equacio (5.50) por meio da substituicao dos valores correspondentes, chegamos

ao resultado final

1
Ac~l,+ lf,-(l—) = 21, (5.51)
p

Com base no resultado (5.51), a incerteza minima na posi¢ao da particula, considerando
os efeitos gravitacionais do féton, corresponde a um féton com comprimento de onda da ordem
de [, e energia E),. Esse resultado também mostra que ndo podemos obter uma medida para
a posicdo, com precisdo maior que uma unidade do comprimento de Planck. E relevante, do
ponto de vista experimental, ainda que estejamos falando de um experimento mental, analisar o
significado fisico por trds desse resultado, ja que pode existir uma distancia minima até onde

seja possivel obter valores com algum significado fisico [4].

5.8 A curvatura do espaco devido a um unico féton

Neste novo caminho para a escala de Planck, vamos utilizar como ideia base, a viagem da
luz entre dois pontos previamente demarcados, e separadas por uma distancia /. Vamos analisar a
viagem de um dnico f6ton emitido de A até encontrar seu destino, em B, com o intuito de medir
o valor do comprimento /. Esse f6ton, de comprimento de onda A, tem uma massa efetiva M, f
(assim como o féton do capitulo anterior), e devido a equivaléncia massa-energia, isso implicaréd
em efeitos gravitacionais aos quais influenciaram diretamente na medicdo do comprimento /. O

esquema do experimento mental pode ser visto a seguir [4].

Figura 3 — Esquema do f6ton emitido de A até B, percorrendo um comprimento / (fonte: propria).
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Devido a dualidade onda-particula, o féton apresenta essas duas caracteristicas, tanto
de particula como de onda. Dessa forma, cada uma delas deve ser analisada a0 mensurarmos
0 comprimento, pois ambas contribuem para essa medi¢do. Como discutido na secdo 5.5, a
caracteristica ondulatéria da luz imprime um limite para o qual podemos medir com precisio o
comprimento /, pois estamos limitados a medir com uma precisd@o maior ou igual ao comprimento

de onda do féton, ou seja, A [4].

Mais precisamente, fétons com comprimentos de onda muito pequenos (no nosso caso,
menores que A) s3o dotados de alta energia, o que poderia perturbar bastante o sistema, impedindo
uma medicao precisa. Assim sendo, temos uma incerteza que € fundamental ao sistema, devido

as caracteristicas ondulatérias do féton, que pode ser expressa como

Al, =1, (5.52)

onde Al,, denota a incerteza devido as propriedades ondulatérias da luz, e A 0 comprimento de

onda do féton ja comentado [4].

A Relatividade Geral (RG) compreende um amplo estudo sobre a gravidade e seus efeitos,
sendo, talvez o mais famoso, a curvatura do espago-tempo devido a massa, propriedade intriseca
da matéria. Tanto matéria quanto energia podem curvar o espaco-tempo, e a métrica fornece a
distancia entre eventos préximos ocorridos no espago. Para dois eventos quaisquer, ocorridos a

uma distancia dx um do outro, em um espaco curvo, essa distincia entre os corpos € dada por [4]

[ 2
dx' =dxy\/1— —i), (5.53)
c

onde dx’ é a distAncia entre os eventos, levando-se em conta a curvatura do espaco, € dx
a distancia, caso ndo houvesse curvatura (espaco plano). Na equacdo (5.53), ¢ representa o
potencial newtoniano, que para um corpo de massa M e distancia r até a fonte do campo

gravitacional, é equacionado como [4]

o=_" (5.54)

Por série de Taylor podemos aproximar o termo da raiz quadrada da equagao (5.53),
e obter uma expressao mais simplificada e que demonstre de forma mais evidente o fator de

curvatura do espago. Dito isso, temos

(x—a)'

1!

N3
—|—f”/(a)-%+"-» (5.55)

(x—a)®

+ " (a)- 5

fx) = fla)+f'(a):
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onde f(x) é a fun¢dio aproximada e a uma constante. Para 0 nosso caso, uma aproximagao geral
de uma funcdo, usamos a = 0, e expandimos a fun¢do até o segundo termo da série (5.55), o que

resulta em

( _@)2:1—1@:1—9. (5.56)

dx' ~ dx < — g) . (5.57)

Um resumo do que foi visto até agora pode ser expresso no fato de que a distorcdao do
espacgo-tempo € uma medida do campo gravitacional e a equagdo (5.53) representa a distancia
entre dois eventos proximos no espago-tempo. A distor¢ao fraciondria do espago-tempo (8) pode

ser expressa pela equacdo [4, 22]

s 0]

e (5.58)

Tudo o que foi discutido até agora nesta se¢do sobre a gravidade serd usado para o
calculo do comprimento /. Primeiramente vamos obter o potencial newtoniano (em mdédulo) para
um unico féton. Partindo de (5.54), e recordando as equacdes (4.1) e (5.2), fazemos as devidas

substituicoes [4],

_GM _GM; G (%) _ G-(v) _Gh

= = —. 5.5
¢ r l l Ic? lch (5-59)
Calculando a deformacdo no espago devido a presenca do féton, obtemos
Gh 2
¢ (ﬁ) Gh 1
A, =I5 )=l =—="— 5.60
8 (c2 c? A A (5.60)

Esse resultado ja é conhecido, obtivemos o mesmo valor na equacdo (5.48) para a
incerteza presente na posi¢cao do foton, devido aos seus efeitos gravitacionais, na se¢ao 5.7.
Assim como fizemos naquele caso, novamente iremos fazer a soma da incerteza devido as
caracteristicas ondulatdrias do féton com as incertezas devido a curvatura do espago gerada por

ele. Simbolizando por Al a incerteza geral na medicdo do comprimento /, fazemos

2

!
Al ~ Al +Alg = L+ ”T (5.61)
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A partir daqui, podemos considerar alguns casos e tirar conclusdes e interpretacdes
fisicas com base nos resultados. Primeiramente, podemos considerar um caso extremo, onde o
comprimento de onda do f6ton seja equivalente ao comprimento de Planck (A =[,,). Para esse

caso, partindo do resultado de (5.61), calculamos o valor da incerteza total Al para esse caso

12
Al = x+”7 =1,+ - =2, (5.62)

Desse resultado podemos fazer algumas consideracdes relevantes. Inicialmente, a maior
precisdo com a qual podemos medir o comprimento / € da ordem do comprimento de Planck, ja
que a incerteza resulta em um multiplo do comprimento /,. Como o féton tem comprimento de
onda também igual a [, entdo a distor¢do no espago causada por ele € a minima possivel, nesse

caso, equivalente a 2/, [4].

Para uma segunda andlise, vamos considerar apenas a incerteza gravitacional e constatar
para quais casos o féton curva ou ndo o espaco. Primeiramente, vamos considerar o caso mais

extremo (A = [,). Dessa forma, temos

I 2
Aly = ”T == lp. (5.63)

~
[\

De (5.63), percebemos que Al, = [,,, ou seja, a minima distor¢do do espago devido a um

tnico féton € o comprimento de Planck, /,,.

Agora, vamos supor que A > [,,, ou seja, um caso onde o féton tenha um comprimento
de onda superior ao comprimento de Planck. Equacionando a partir do resulado final de (5.60),

podemos escrever nossa analise como

I 2
Al, = ”T > 1. (5.64)

A partir da condig¢do A > [,, multiplicamos ambos os lados por /,,

12
A>L, =Ml >1° = PT<1,,. (5.65)

]2
Substituindo o valor de pT por Al, de acordo com a equag@o (5.60),

Aly < 1. (5.66)
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O resultado de (5.66) demonstra que a curvatura do espaco devido a um dnico féton,
com comprimento de onda maior que o comprimento de Planck (A > [,) ndo é acessivel e

experimentalmente irrealizavel visto que seu valor Al, € menor que o comprimento de Planck [,
(4, 22].

5.9 Comprimindo um determinado volume

Nesta secdo, iremos estudar as consequéncias de comprimir um determinado volume
(intrisecamente tridimensional), de dimensdes espaciais iguais a [ e de massa M, até atingirmos
um ponto onde seja impossivel continuar a compressdao. Com isso, estamos buscando, essencial-
mente, descobrir para quais valores de massa e de comprimento ird ocorrer tal limite natural que

nos impedira de continuar. A partir de agora esse serd o objetivo desta secao.

U
@<= — .
1

S— e’

l

Figura 4 — Compressao do volume de massa M até o limite fisico permitido (fonte: prépria).

Sabemos que gravitacionalmente, existe um limite de comprimento para o qual podemos
encolher toda a matéria de determinado volume sem perder suas propriedades originais, 0 raio
de Schwarzschild, expresso na equacao (5.1). Dessa forma, o primeiro limite fundamental se

trata de um valor de comprimento que podemos escrever como

GM

[~ —. 5.67
5 (5.67)

Tendo em vista que o valor do didmetro desse volume € expresso por [, o raio de
)
Schwarzschild serd a metade do valor da equagao (5.1), ry = 5 Disso, decorre o valor apresentado
na equacdo (5.67).

Se esse volume ultrapassar o limite de comprimento imposto pela gravidade, acontece
o que ja foi discutido anteriormente, o sistema entra em colapso de tal forma que a matéria ird

adquirir uma singularidade, se transformando, dessa forma, em um buraco negro. Além dos
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efeitos gravitacionais influenciarem nos valores que estamos buscando, a Mecéanica Quantica
também infere seus limites, que podemos explicitar por meio do principio da incerteza. Utilizando
o principio da incerteza na forma que adquirimos na secdo 5.7, podemos mensurar 0 momento

linear das particulas que compdem o material,

h
AN, =Dy 1A, =h; A= T (5.68)
A energia presente neste volume € dada pela equacdo (4.1) que em sua forma completa é

escrita como

E?=M?-c*4p?- 2, (5.69)

onde E € a energia total do sistema, M a massa e p o momento linear das particulas que o

compdem, sendo c a velocidade da luz no vécuo.

A equacgdo (5.69) representa a versdo mais geral da famosa equacdo de energia de
Einstein, a j4 comentada equacgdo (4.1). Essa forma, na verdade, é um caso particular, onde
o referencial adotado é o da prépria particula tendo, portanto, momento linear nulo (p = 0).
Considerando agora que a energia da massa M que estamos comprimindo € a do féton, podemos

utilizar a equacao (5.69), com a condi¢do M = 0. Devido a isso, a equacdo torna-se

E2:M2-c4+p2-c2, E2:p2-c2, E = pc. (5.70)

De posse do valor do momento linear dado pelo resultado final de (5.68), podemos

calcular a incerteza no valor da energia. Para isso iremos utilizar a forma diferencial do dltimo

valor de (5.70), ou seja, — =c,
dp

dE AE
E=p-c, ou EZC, A—p:c. (5.71)
Aplicando agora, em (5.71), os valores obtidos nas equacdes (5.67) e (5.68), obtemos o

valor da incerteza para AE,

he
AE ~c-Ap, AE = T (5.72)
Observando o ultimo valor apresentado pela equacdo (5.72), notamos a relagc@o de pro-
porcionalidade inversa entre AE e [, ou seja, quando aumentamos nossa precisao na medi¢ao
do comprimento /, fazemos ele tdo pequeno que aumentamos a incerteza na medi¢do da quan-

tidade AE que passa a assumir o valor de E = 2M - ¢2. Esse valor de energia nos fornece uma
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informacao crucial, na verdade o fator 2 presente na equagdo. Haverd a criacdo de pares de
particula-antiparticula ao redor da massa M. Isso significa que teremos energia suficiente para

duas particulas, isto €,

AE =2Mc* =M -c*>+M-c>. (5.73)

Colocando em termos mais claros, o que temos € o aumento da quantidade de energia
que antes era apenas suficiente para uma particula, assumir o dobro, o que fornece naturalmente,
energia para a existéncia de mais uma particula. Esse processo é bem conhecido pela Fisica
de particulas, que estuda a criagdo de pares de particulas e antiparticulas no vicuo devido a

Pprocessos como €sse.

A energia das particulas na natureza existe em multiplos inteiros, expressos pela equacio
AE = NM - ¢?, onde N é justamente os valores inteiros para os quais a energia pode assumir. A
criacdo de pares de particula-antiparticla causaria um distirbio no sistema, ja que atrapalharia o
processo de compressao, pois o surgimento dessas particulas ao redor da massa M aumentaria o

comprimento /, contrapondo o fato de estarmos diminuindo 0 mesmo comprimento.

Dito isso, para que ndo haja a criacdo dos pares de particulas ja mencionados, temos
uma condi¢do para os valores que N pode assumir, sendo que a priori satisfaca a condig¢do
AE < 2M - ¢2. Assim sendo, N = 2 ndo pode ocorrer, ou seja, o tnico valor possivel seria N = 1,
resultando em AE < M - ¢. Igualando o valor limite para a energia com o obtido em (5.72),

obtemos

m=le = (5.74)
) Mc

Esse valor ja é conhecido na literatura, como o comprimento de onda Compton. Por fim,

temos dois valores fundamentais que impdem seus limites ao processo de compressao, o raio de

Schwarzschild devido aos efeitos gravitacionais e o compimento de onda Compton, devido as

retricdes quanticas, sendo esses valores, respectivamente, diretamente e inversamente proporcio-

nais a massa M. Nosso valor final, que expressa o limite em conjunto destas caracteristicas, €

obtido igulando-os,

GM h he he
l=—F=—; M*’=—; M=/—=M,. 5.75
c? Mc G G P (5.75)

Calculando o valor do comprimento de onda Compton para a massa de Planck, obteremos
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o comprimento / equivalente ao comprimento de Planck, como segue

l= M_pc’ l= 3= ly. (5.76)

Podemos concluir entdo, com base nos resultados das equacdes (5.76) e (5.75) que a
maxima compressao do volume ocorre na escala de Planck, ndo sendo possivel atingir um valor
de comprimento menor que o comprimento de Planck, ao comprimir um determinado volume.
Para valores inferiores a esse, a gravidade e a Mecanica Quantica ndo descrevem com precisao o

que de fato ocorre.

5.10 Medindo as propriedades de um determinado volume

Nesta secao, estudaremos os efeitos da medi¢ao das propriedades de um determinado
volume de dimensdes espaciais iguais a [. Para isso, iremos utilizar uma “sonda”, visando a
obtencio das propriedades fisicas do contetido contido no volume /3. Nossa sonda serd um pulso
de luz, mais precisamente, um féton, e a partir dele tentaremos descobrir todas as caracterisiticas

do conteddo presente no volume analisado [4].

As propriedades do volume podem sofrer alteracdes significantes a depender da interacio
do féton com a matéria contida nele, pois o féton pode adicionar energia ao sistema de forma
a alterar suas caracteristicas. Por isso, as medi¢des devem ser feitas no intervalo de tempo

equivalente a [4]

Ax )
v=—, At=-. 5.77
At’ c (5.77)
Na equagdo (5.77), admitimos que o comprimento a ser percorrido € /, e v = ¢, a velocidade do
foton. Existem algumas restricoes para realizar a medi¢do, como a energia do féton, por exemplo.
. c . ~
Como a frequéncia € dada por (V = 7) , podemos escrever a energia de acordo com a equacao

(5.2), como [4]

h
Ef=hv, Ej= TC (5.78)

Sabendo que a energia do féton pode ser vista como uma massa efetiva, e de posse do

valor de energia em (5.78), a massa efetiva € dada por [4]

E I (hc h
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Como utilizaremos um féton como um mediador, a fim de obter através dele, as infor-
macoes presentes no volume de dimensdes /, seus efeitos de distor¢do do espago-tempo podem
alterar a medi¢do. Dessa forma, calculando a distorcao fracionéria do espago-tempo devido a

massa efetiva do foton, ja vista na secao 5.7, na equacdo (5.58), fazemos [4]

AL 9] 1 GM, 1 Gh Gh\ 1 I,?
LRI (§>( ) LA (D) n= " a0

Quando [/ se torna pequeno o suficiente, a medi¢do se torna cadtica, devido a geometria

sofrer alteracdes drasticas pela distor¢ao do espaco-tempo. Quando o comprimento / € tdo infimo
a ponto de ocorrer [ ~ [,,, entdo o comprimento de onda do foton e as dimensdes do volume
aderem a escala de Planck, e a medi¢do ndo pode ser feita [4] como mostrado na equagdo a

seguir,

1,2 1
g OB L7 5.81
c? l , 7 (5.81)
De (5.81), podemos constatar uma informagao bastante curiosa. O fato de a distor¢do do
espago-tempo ser da ordem de /), a propria distor¢ao do féton impede a sua propagacdo, o que

naturalmente inviabiliza a medigao [4].

De forma alternativa, podemos ver essa limitagdo na medicao, do ponto de vista do
volume, analisando os resultados da interacdo do f6ton com a matéria. O féton insere no
contetido do volume sua massa efetiva, induzindo um colapso gravitacional devido a viola¢do do
raio limite. Dessa forma, ao calcularmos o raio de Schwarzschild, expresso na equagao (5.1),

podemos evidenciar a formagao de um buraco negro, como segue [4]

M GM h ho(1
=y - OM _GMe G () _Gh (1) (5.82)
cl c3 l

c? c? c?

Identificando o comprimento de Planck no resultado final de (5.82), podemos concluir que

=—; = /—. (5.83)

Por fim, concluimos que na escala de Planck, as tentativas de medir as propriedades
fisicas em uma determinada regido falham, pois nesse regime, altas energias estdo envolvidas,
e existe a formagao de objetos bastante exéticos, como buracos negros, ou outros que podem
fugir das interpretacdes da Relatividade Geral e da Mecanica Quantica. Além, € claro, das altas

distor¢des do espaco-tempo que podem ocorrer devido a geometrias bastantes peculiares [4].
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5.11 A densidade de energia do campo gravitacional

Para esse novo caminho, almejamos a densidade de energia de um campo gravitacional
gerado por uma massa M, contida em uma esfera oca de raio R, ou seja, a massa estd distribuida
na superficie da esfera. Para mensurarmos o valor da densidade de energia (pg), vamos considerar
pequenas massas infiniesimais dM sendo movidas do infinito até a superficie da esfera, ou seja,

até R (devido a atracdo gravitacional) [4].

dM

M pg

Figura 5 — Pequenas massas infinitesimais dM sendo movidas do inifinito até a superficie da
esfera (fonte: propria).

Para obtermos os valores que buscamos, partiremos da teoria newtoniana, representando
a energia do campo gravitacional, por meio da Fisica Cldssica. Assim, tendo em mente a energia
do campo gravitacional gerada pela esfera de massa M e raio R, podemos escrever a seguinte

equagdo

MdM
dE = ¢ Rd . (5.84)

Integrando a equagdo (5.84) em relagdo a M, obtemos o valor total da energia presente

no campo gravitacional,

/dE:/(—GAidM>, (5.85)

E = —%/MdM, (5.86)

GM?
E=———. 5.87
R (5.87)

O sinal negativo em (5.87) se deve ao fato de que a forca gravitacional € do tipo atrativa.

Buscando escrever de forma mais geral a equacio da densidade de energia do campo gravitacional,
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podemos fazer uma analogia simples entre esse campo e o campo elétrico, articulando de forma

mais precisa com o campo elétrico gerado por um capacitor de placas planas paralelas [4].

Considerando um capacitor de placas planas e finitas, sabemos que a energia potencial
total armazenada entre as placas é dada por U = %CVZ, onde C € a capacitancia do capacitor,
e V a diferenca de potencial entre as placas. Sabendo também que o volume entre as placas €
dado pelo produto da drea das placas pela distancia entre elas, Ad, podemos obter o valor da

densidade de enegia do campo elérico, efetuando a seguinte divisdo [23]

1 2
3V

d (5.88)

PE =

Em (5.88), efetuamos a divis@o da energia do capacitor pelo volume entre as placas,
a fim de obter uma expresdo de densidade de energia do campo elétrico, simbolizada por pg.
Admitindo que o potencial V entre as placas € dado por V = Ed, e a capacitancia para esse

capacitor € dada por C = eo%‘, obtemos a seguinte expressao para pg,

1
PE = EeoEz. (5.89)

Inicialmente, temos algumas consideragdes importantes sobre a equagao (5.89). Notamos
que a densidade de energia é diretamente proporcional ao quadrado do campo elétrico, sendo a
equacao de densidade de energia composta ainda de uma constante que multiplica o valor do
campo elétrico. A relevancia dessa equagao nao se restringe apenas para o caso do capacitor de
placas paralelas, pois embora tenha sido deduzida para essa configuracdo geométrica, a equacao
(5.89) € valida até mesmo no vacuo, e para qualquer configuragdo geométrica do capacitor. Sendo
assim, podemos entender que a energia estd sendo armazenada no proprio campo elétrico, e que
embora o viacuo seja comumente descrito como um lugar toalmente isento de matéria, ele pode

conter campos elétricos, por exemplo, e portanto, conter energia [23].

Tendo em mente essa analogia entre o campo elétrico e gravitacional, podemos construir
uma equacdo semelhante para a densidade do campo gravitacional, supondo que ele tenha
a mesma estrutura da equacao (5.89). Considerando que o campo gravitacional € dado por
g= —W), temos

N
pe =M (Vq)) : (5.90)
onde podemos identificar na equagdo (5.90) uma constante A, da mesma forma que em (5.89), e
o quadrado do campo, no nosso casso, o campo graviocional, definido como o gradiente de g. A

constante A pode ser determinada por meio de uma integragdo de p, em todo o volume existente,
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do infinito até a superficie da esfera, ou seja, até R. Lembrando que o elemento de volume em
coordenadas esféricas dV é dado por dV = 12 sen® dr d® do, a relacio de equivaléncia entre as

integrais que necessitamos executar € [4]

/ pedV = / A (%q))zdv =2 / (%q))zrzsene dr d® do. (5.91)

Para resolver a integral descrita por (5.91), vamos adotar o seguinte algoritmo: primeira-

mente iremos obter o valor de (Vq)) , € em seguida, calcularemos de fato, a integral, em cada
uma das coordenadas, segundo os limites de integracdo. Em coordenadas esféricas, o gradiente

de um escalar genérico a é dado por

(5.92)

Lembrando que o valor do potencial newtoniano ¢ € dado pela equacdo (5.54), notamos que o

gradiente serd dado apenas em func¢do de r. Dessa forma, fazemos

(vq)) a¢r (vq)) G_M (v¢>2 GZWZ. (5.93)

Em (5.93), fizemos o gradiente ao quadrado pois precisamos dele para efetuar a integracao
descrita por (5.91). Agora de fato, calculamos a densidade do campo gravitacional sobre todo o

volume entre as massas dM e as esfera de massa M e raio R em coordenadas esféricas [4],

Dy = / / / ” (GZMZ) Psend dr d6 do, (5.94)

o 2M2 T 21
- / (G ' ) 2 dr / sen0do | do, (5.95)
R r 0 0
A
Pg=GM" | ——+ z) [—cos(mt) + cos(0)] - (2n—0), (5.96)
4nG*M?

Lembrando que em (5.96) a razdo em relagdo ao infinito tende a zero, e essa fragdo pode ser
desconsiderada. Agora que encontramos o valor da densidade de enegia, podemos igualar seu

valor ao presente na equagao (5.87) e obter o valor da constante A,

2142 2
A- <4n%> = _%. (5.98)
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Aplicando as simplificacdes necessdrias e isolando A em (5.98),

1

Agora, retornando na equacao (5.90), podemos escrever a relagdo final para a densidade

de energia, substituindo A pelo valor encontrado em (5.99),

(Vo)?
8nG

P8 = (5.100)

Considerando o resultado obtido na se¢do 5.10, que trata da precisdo ao realizar a

medi¢do das propriedades de um certo volume, verificamos que esse valor equivale a energia

C e : z . . ~ . . . . ~
Ef= 7 de um udnico f6ton, ou seja, esse resultado nos impde um limite de energia na medicao.

) M
Tendo em mente a expressao de densidade, p = —, podemos representar a mesma expressao, de
acordo com os valores obtidos para a densidade de energia do campo gravitacional da seguinte

forma [4],

(Vo)? i e
8nG ol

M
P=v p-V=M, (5.101)

Sabemos que o valor de V¢ pode ser expresso como a derivada parcial do potencial
newtoniano em relacdo a r, como mostra a primeira parte da equacao (5.93). Assim, concluimos

que (64))2 pode ser aproximado para

o o (90N (A9’
(Vo) _(§> _(T) : (5.102)

Na equagéo (5.102), fizemos a seguinte consideraco, dr ~ [, onde o comprimento [ é a

dimensio do espago onde estamos medindo p,. Assim, fazemos a substitui¢do de (5.102) em

2
(5.101) para obtermos o valor de A¢, ou seja, executando a aproximagao (%@2 ~ <—¢> , temos

I
(V0> ;5 he

B 5.103
8nG 1’ ( )
, h
(Vo)? ~ l—f 870G, (5.104)

2
(ﬂ) ~ E .87G, (5.105)
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2 he
(80)° = 75 -87G, (5.106)
A=Y th /3.

(5.107)

Por fim, calculando a distor¢do do espaco-tempo dada pela equacdo (5.58) gerada pela
Al
energia do campo gravitacional, que € equivalente a —, fazemos

Al Ao VheG 1
126—2:( -v8n>-c—2,

z (5.108)

Al M_G.@, (5.109)
[ ct l

Al ~ Z—?x/ﬁ (5.110)
Al =~ /81, (5.111)
Al ~5,01 I, (5.112)

Dessa forma, concluimos, por exemplo, que para uma regido de comprimento /, a

distor¢do do espaco devido a energia presente no campo gravitacional € de aproximadamente
cinco vezes o comprimento de Planck [, [4].
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5.12 A equivaléncia das forcas gravitacional e elétrica por meio

da escala de Planck

Como nosso ultimo caminho para a escala de Planck, vamos explorar a equivaléncia
de duas forcas fundamentais que permeiam nosso dia a dia ainda que passem despercebidas
pela maioria das pessoas. Mais precisamente, iremos buscar o valor de massa para qual ocorre
a igualdade de intensidade entre as forcas gravitacional e elétrica, e para isso iremos fazer a

igualdade direta das equagdes que caracterizam e descrevem cada uma das forcas [4].

Na natureza, existem apenas quatro for¢as fundamentais, pelo menos conhecidas atual-
mente, e todas as intera¢des existentes podem ser explicadas por meio delas. Em ordem crescente
de intensidade, considerando cada forca em seu meio de atuacdo onde se manifesta com maxima
intensidade, podemos cité-las: forga gravitacional, for¢a fraca, forca eletromagnética e forca forte.
O fato da forca gravitacional ser a mais fraca, em termos de intensidade, pode nos surpreender,
ja que ela geralmente nos € citada como a responsdvel por efeitos grandiosos relacionados a
estrelas e planetas, mas o que ocorre € um pequeno equivoco, pois € esse justamente o fator que
a caracteriza como tal. Para que ela seja perceptivel no mundo macroscopio, € necessario uma
grande quantidade de massa, da ordem de planetas e estrelas, como ja comentado, o que a faz

desprezivel quando discutida em relac@o a fontes com massas cotidianas, por exemplo [24].

Ja em relacdo as demais forgas, a forca forte pode ser encontrada no nicleo atdmico, entre
prétons e néutrons, os mantendo unidos, j4 a forca fraca pode ser percebida, por exemplo, em
certos tipos de decaimento radioativo. Ambas possuem uma caracteristica em comum, possuem
um alcance muito curto, e devido a isso ndo sdo percebidas no mundo macroscopico, apenas no
regime quantico, apesar da forca forte ser cerca de 100 vezes mais forte que a forca elétrica em
relacdo a pequenas distancias, como nas interacdes atdmicas. Isso ndo ocorre com a forga fraca,

sendo essa muitas vezes mais fraca, em termos de intensidade, que a for¢a eletromagnética [24].

A grande maioria das interacdes que ocorrem em nosso cotidiano se deve a forga ele-
tromagnética, como o atrito e a for¢a normal (for¢cas de contato), ndo sendo exagero afirmar
que com excec¢do da gravidade, todas as interagdes que vivenciamos em nosso dia a dia sao
de natureza eletromagnética. Explicitando as comparagdes entre a forca eletromagnética e a
forca gravitacional como feita em [3], percebemos o quao grande € a diferenca de intensidade
entre elas, j4 que “a repulsio elétrica entre dois elétrons é 10** vezes maior que sua atragio

gravitacional” [24].

Partindo para nossas condi¢des, vamos assumir dois corpos de massas iguais, M, ambos
carregados igualmente, com uma carga e, que por definicdo é a carga do elétron de valor

aproximado e = —1,602 x 107! C. A expressdo para o médulo da forca gravitacional entre
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duas massas quaisquer € dada por [4]

My -M»>

Fp=G = (5.113)

Na equagao (5.113), G € a ja citada constante gravitacional, M| e M, sao as massas dos
respectivos corpos e r a distancia que os separa. J4 a forca elétrica entre dois corpos carregados

quaisquer, € definida como

q1-q2
r2

F,=K,- (5.114)

Na equacdo (5.114), K, € a constante eletrostatica ou também conhecida como constante

de Coulomb, funcionando como uma constante de proporcionalidade, sendo definida como

e . De forma similar a (5.113), g1 € g2 sdo as cargas dos respectivos corpos carregados,

- 4meg
enquanto r € a distancia que as separa [24].

Para encontrarmos a medida de equivaléncia entre as duas forcas, faremos a igualdade
entre as equagdes (5.113) e (5.114), ou seja, Fy = F,. Assim, escrevendo as equacdes de forga de

acordo com nossas condicoes iniciais, e simplificando até isolar o valor de M, temos

G-M> K, é :
Fe=Fo, —5—= er2 . M? = G (5.115)

Sabendo que existe uma constante que descreve justamente a razao entre essas duas forcas

podemos inseri-la na equacgdo (5.115). Trata-se da constante de estrutura fina, o, definida como

2 2
K, -
o= 47;:0 e ou o = ;_L: i~ 7 Ela foi proposta pelo fisico alemdo Arnold Sommerfeld, no

surgimento da teoria quantica, no inicio do século XX, ao estudar as linhas espectrais dos dtomos

de hidrogénio. Ela representa, como ja comentado, a razdo entre as forgas elétrica e gravitacional
em unidades fundamentais, sendo muito ttil em vérios campos da fisica moderna, como a teoria

da Eletrodindmica Quantica, estabelecendo relacdes entre a interacdo de fotons e elétrons [25].

Manipulando e aplicando o no resultado de (5.115), obtemos

K, e? heo
e’¢ 2 (5.116)

M?*~o- — 0 —. (5.117)
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. C . . .
Ja conhecemos o valor de rek que € a massa de Planck (mais especificamente, M pz).

Dessa forma fazemos a substituicdo na equacgao (5.117), e obtemos o valor de M
M? ~a-My*; M=~+o- M, (5.118)

L. . 1
Como sabemos que o valor numérico da constante o € dado por o ~ 7 denotamos a

1
M=\|—=-M,=0,085 M,. 5.11
\ 137 Mp =0, p (5.119)

Esse resultado denota que a equivaléncia entre as forgas gravitacional e elétrica deve ocor-

massa M como sendo

rer em algumas ordens de magnitude da massa de Planck, assim como explicita que € necessario
energias da ordem da energia de Planck, para observarmos tal relevancia das forgas gravitacionais
no mundo microscépio. A teoria da eletrodinamica quantica, por exemplo, despreza os efeitos
gravitacionais em escala quintica, mas como mostra o resultado (5.119), na escala de Planck tais

efeitos ndo podem ser ignorados [4].
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Consideragoes finais

A escala de Planck € considerada a menor escala presente na natureza, onde niao con-
seguimos aplicar e descrever com maxima eficicia o que de fato ocorre em um regime de
comprimentos infimos e altas energias como esse. Assim, ao analisar casos como os discutidos
neste trabalho, percebemos o quao peculiar € a Fisica nesse ambito, apresentando-se sempre
como um limite, ou talvez, uma fronteira que ao atravesarmos, precisamos repensar se nossas ja

consolidadas teorias fisicas sdo realmente validas ou nao [4, 5].

Ao estudarmos as fronteiras e entender como ultrapassé-las, podemos obter informagdes
e resultados que podem nos fazer reavaliar e rever nossos conceitos mais fundamentais, conce-
bendo assim novas teorias antes pensadas como impossiveis, transformando essa busca em uma
verdadeira revolucdo para a Fisica. Embora a comprovagdo experimental e observacao direta
desses fendmenos sejam atualmente invidveis, o simples fato de considerarmos que sejam reais e
possiveis ja apresenta seu valor. Vdrias teorias modernas da Fisica, como a Gravidade Quantica
em Loop, Eletrodindmica Quantica e Teoria das Super Cordas trabalham em regime quantico,
principalmente a Teoria das Super Cordas que tem como objeto de estudo as mais fundamentais
estruturas existentes, onde os fendmenos na escala de Planck sdo relevantes e precisam ser
levados em consideracdo. Dessa forma parece impensdvel conceber dedugdes nessas dreas sem

um alto conhecimento do que ocorre na fronteira determinadas pelas unidades de Planck [4, 5].

As unidades de Planck remontam diretamente a uma época em que nosso Universo
era extremamente distinto do que observamos hoje em sua maioria, conhecido na Cosmologia
como era de Planck. Esse Universo primitivo apresentaria temperatura e densidade exorbitantes,
bem como energia extremamente elevadas, numa época onde as quatro forcas fundamentais
conhecidas atualmente ainda estariam unificadas. As pesquisas em Fisica Tedrica no século
XXI vém buscando mais do que tudo apresentar a Fisica como uma unica vertente, dotada
de uma teoria unificada que descreveria todos os fendmenos existentes, a famosa Teoria de
Tudo. Entender a escala de Planck € entender as caracteristicas de uma era onde a maioria das
propriedades ainda se apresentavam de certa forma interligadas e unificadas, sendo de suma
importancia para uma possivel teoria quantica da gravidade, algo que tedricos acreditam poder

descrever com precisdo os fendmenos que ocorrem nesse regime [4, 5].

Vale ressaltar a possivel quantizagao do espago-tempo, algo ainda quase que comple-
tamente desconhecido, sendo um tema bastante especulativo na Fisica atual. Algo como uma
teoria de Gravitagdo Quantica poderia ser aplicada aos eventos que ocorrem na escala de Planck,

explicando-os de forma satisfatéria. Uma teoria que unifique Mecanica Quantica e Relatividade
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Geral pode nos fornecer os subsidios necessarios para o entendimento dos pequenos componentes
que formam o espago-tempo, e apresentar de forma definitiva uma possivel relagcdo entre esses

conceitos, definindo assim o espago-tempo na escala de Planck [4, 5, 16].
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