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Resumo

Este apresenta uma aplicacao do projeto de intervencao pedagogica, “Congruéncia no
Ensino Fundamental”, em uma turma de 8° ano da Escola Municipal Professor José
Pereira da Silva, em Campos Belos - GO. Metodologicamente, abordamos a pesquisa
qualitativa e pesquisa-acao, objetivando principalmente utilizar a Aritmética dos restos
(Congruéncia), como uma metodologia para o desenvolvimento do raciocinio légico ou
letramento matematico. Como referéncia, em uma atividade diagnoéstico composta por
dez questoes de “operagoes” elementares de matematica, constatamos uma situagao muito
delicada por parte dos discentes, acerca do alicerce matematico. Percebemos que quase
50% dos discentes nao conseguem resolver “continhas” basicas de matematica. Contetdos
estes, conforme documentos oficiais, encontram-se na matriz curricular até o 6° ano, além
de serem imprescindiveis para o convivio em sociedade. Podemos perceber que a aritmética
dos restos despertou o interesse dos discentes acerca do conteido através da utilizacao dos
“truques” e “adivinhagoes” e mais, os problemas da aritmética dos restos provenientes das
provas e do banco de questoes da OBMEP trabalhados em sala, despertaram o “pensar”
dos estudantes. Logo, notamos um avango acerca do raciocinio légico dos discentes do
8% ano que participaram do projeto. Como, se trata de uma aprendizagem ativa, isto é,
levando os alunos a pensarem, a produzirem, conduzimos-os ao letramento matematico,
requisitos da BNCC.

Palavras-chaves: Divisibilidade, Aritmética dos restos, Truques e Adivinhagoes, Racio-

cinio légico.



Abstract

It presents an application of the pedagogical intervention project, “Congruence in El-
ementary School ”in an 8th grade class at Professor José Municipal School Pereira da
Silva, in Campos Belos - GO. Methodologically, we approach the research research and
action research, mainly aiming to use the Arithmetic of the remains (Congruence) as a
facilitating tool for the development of logical reasoning or mathematical literacy. As a
reference, in a diagnostic activity composed of ten questions of elementary mathematical
“operations” we find a very students on the mathematical foundation. We found that
almost 50according to official documents, they are in the curriculum until the 6th grade,
besides to be essential for socializing in society. We can see that arithmetic of the remains
aroused the interest of the students about the content through the use of “Tricks” and
“guesswork” and more, the problems of the arithmetic of the remains from the Evidence
and the OBMEP in-room question bank aroused “thinking” of the students. Therefore,
we notice an advance on the logical reasoning of the students of the 8th year they partic-
ipated in the project. Like, it’'s about active learning, that is, leading students to think,

to produce, we lead them to mathematical literacy, BNCC requirements.

Key-words: Divisibility, Remains Arithmetic, Tricks and Divinations, Reasoning logical.
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1 INTRODUCAO

Congruéncia no Ensino Fundamental. Por que nao? O alicerce da congruéncia
é a divisao Euclidiana e esta se encontra na matriz curricular do Ensino Fundamental,
mais especificamente no 6 ano. Trabalhar a aritmética dos restos nao exigira uma mate-
matica além da prevista nesta etapa de ensino. Todavia, h4 uma discrepancia acerca das
habilidades esperadas e relatério do SAEB-2017,

5¢ ano (...) o nivel de aprendizagem médio do pais ainda se situa no li-
mite inferior do nivel basico, conforme interpretagdo do MEC (nivel 4 de
10). (...) 9° ano cerca de 70% dos estudantes do 9° ano que participaram
do SAEB 2017 apresentaram aprendizagem insuficiente em matematica.
(...) 3% série (...) apenas cerca de 4,5% dos estudantes do pais que parti-
ciparam do SAEB apresentaram aprendizagem adequada (niveis 7 a 10
). MEC-Inep (2018, p. 26-58).

Este resultado faz jus ao que vivenciamos diariamente em sala de aula, percebemos cla-
ramente as dificuldades em operagoes elementares em matematica que muitos discentes
sO conseguem resolver com o auxilio da calculadora. Fato este verificado mediante aplica-
¢ao de uma atividade diagnostica envolvendo operagoes elementares, na qual constatamos
que quase 50% dos alunos nao conseguem resolver operagoes corriqueiras. Vejamos por
exemplo uma entrevista do professor Elon Lages Lima,

(...) vocé pode nao saber nada de capitanias hereditdrias e pode saber
muito bem sobre a proclamacio da republica. Agora na matemaética,
se vocé nao souber somar, vocé nao vai aprender a multiplicar nunca,
se vocé nao sabe multiplicar, vocé nao vai aprender a dividir nunca.
Outra coisa é a dependéncia do que veio antes. Se vocé cometer um erro
aqui, as vezes esse erro desaparece em uma parte que ndo é essencial,
mas de um modo geral, esse erro vai se perpetuar e o seu resultado vai
ser completamente errado. Na Histéria, se vocé comete o erro de quem
descobriu o Brasil foi Cristovao Colombo, ndo faz diferenga nenhuma
para o resto da histéria do Brasil. A Princesa Izabel continua sendo a
Princesa Izabel. Quer dizer, um erro da data, por exemplo, se o Brasil
foi descoberto no dia 22 de abril ou no dia 01 de margo. A matematica
ndo tem isso, dois mais dois sdo quatro e acabou. LIMA (-).

Em conformidade com a fala do professor Elon e a dificuldade acerca da matematica béasica
apresentada pelos discentes é evidente que o prosseguimento académico dos estudantes
¢ afetado, pois acreditamos que ¢ indispensavel a aprendizagem do alicerce matematico,
base para estudos futuros. Ademais, o convivio em sociedade também é abalado visto
que a “matematica” ¢ exigida em muitas situagoes, em particular dependemos diaria-
mente das “continhas” para nos sobressairmos nos mais diversos acontecimentos diarios.
Como destaca uma das competéncias especificas da matematica para o Ensino Funda-
mental, segundo a BRASIL (2017, p. 267) “Desenvolver o raciocinio légico, o espirito de
investigagao e a capacidade de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos conhe-
cimentos matematicos para compreender e atuar no mundo”. A partir desse paradigma,
houve uma motivagdo na busca de uma intervencao pedagogica, buscando amenizar as
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dificuldades apresentadas pelos discentes da Escola Municipal Professor José Pereira da
Silva, em Campos Belos - GO. O objetivo da intervencao é a utilizacao da Aritmética
dos Restos (Congruéncia) como metodologia para o desenvolvimento do raciocinio 16gico
e letramento matematico requisitados pela BNCC. Para o desenvolvimento, elencamos os
objetivos especificos, a saber: Fazer com que os estudantes compreendam que os nimeros
naturais sdo primos ou escritos de forma tnica como primos; fazer com que os alunos
sejam capazes de formular e resolver equagoes diofantinas por meio de tentativas e erros;
aprimorar o letramento matematico dos discentes através da divisibilidade e por fim, fazer
com que os alunos percebam que a congruéncia esta presente no cotidiano. Um problema
que serviu de orientagdao para o desenvolvimento deste foi: Qual a importancia da arit-
mética dos restos no ensino da divisibilidade para o 8% ano? A hipdtese é que dentre as
varias utilizacoes da congruéncia, destacamos os “truques” e as “magicas” despertando
assim a atengdo e por consequéncia a assimilagao do contetido em questao por parte dos
alunos. Logo, buscamos nortear os discentes na conquista de um pensamento mais agil,
em conformidade com,

O professor seria somente uma espécie de parteira espiritual; ele daria
oportunidade aos alunos de descobrirem por si mesmos as coisas a serem
aprendidas. Este ideal é dificilmente alcancado na préatica, sobretudo por
falta de tempo. Contudo, mesmo um ideal inatingivel pode guiar-nos
indicando a direcao correta - ninguém ainda atingiu a Estrela Polar, mas
muitas pessoas encontraram o rumo certo guiando-se por ela. POLYA
(1987).

A metodologia adotada foi qualitativa utilizando-se a pesquisa a¢ao, em confor-
midade com (BARBIER, 2007) e (BOGDAN; BIKLEN, 1994). Em relagao a estrutura,

esta se da na divisdo em trés capitulos.

No primeiro capitulo abordaremos a origem da matematica, da necessidade do
registro de quantidades ao conceito de niimeros e deste aos niimeros reais, em seguida,
além de um breve histérico acerca de alguns mateméaticos e algumas contribuigoes destes

presentes na educacao basica da atualidade.

No segundo capitulo apresentaremos a aritmética dos nimeros inteiros, apre-
sentando as leis basicas da aritmética no conjunto dos ntimeros inteiros, em particular

aritmética dos restos, contetido do nosso trabalho.

No ltimo capitulo, nos dedicamos a descrever os relatos e discussoes (andlise) da
aplicagao do projeto “Congruéncia no Ensino Fundamental” na Escola Municipal professor

José Pereira da Silva, em Campos Belos - GO.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Ao longo dos tempos, a humanidade se defrontou com diversas situagoes-problemas
que precisavam ser solucionadas. Para tanto, desenvolveu algumas ciéncias, os conheci-
mentos praticos ou tedricos obtidos foram sendo passados de uma geracao para outra e,
dentre esses, o conhecimento matematico. Para maiores informacoes e detalhes adicionais
a este capitulo poderdo ser consultados as seguintes referéncias (BOYER, 1996), (BRA-
SIL, 1998), (BRASIL, 2000), (BRASIL, 2017), (CARACA, 2003), (CARVALHO; MOR-
GADO, 2015), (COSTA, 1996), (COSTA, 1997), (COSTA; SANTOS, 2008), (DOMIN-
GUES, 1991), (EVES, 2004), (GOIAS, 2018), (HEFEZ, 2009), (HEFEZ, 2016), (IFRAH,
1985), (MEC, 2006), (MEC-INEP, 2017), (MOL, 2013), (ROQUE; CARVALHO, 2012).

2.1 Contexto Historico

Como conhecemos hoje, A ciéncia matematica, é o resultado de mais de 4.000
anos de desenvolvimento, assim a matematica apresenta um alto nivel de complexidade,
pensamento légico e abstrato; e, em decorréncia disto, parece ser consenso que muitas
vezes torna-se dificil de ser ensinada ou aplicada. Inicialmente pretendemos remontar

parte dessa historia e conectar alguns fatos com a matematica no ensino fundamental.

Nao se sabe ao certo qual o inicio e o fim da idade da pedra, assim como nao se
sabe o “inicio” da matematica, ou seja, nao sabemos exatamente como surgiu a matema-
tica, e, algumas perguntas sobre fatos matematicos estao ainda sem resposta. Ha indicios,
como apontam alguns estudos, que os primeiros povos viviam nos espacos abertos das
matas e sobreviviam da caga e pesca de animais, da colheita de frutos e, frequentemente
tinham que mudar de um lugar para outro em busca de alimentos, pois eram nomades.
No entanto esse periodo nao ¢é infrutifero em relacdo ao pensamento matematico, visto
que, as pessoas faziam trocas de mantimentos, “comercializavam” entre tribos e, tinham
que dividir parte da cacada entre as familias, atitudes essas que dependiam da ideia de

contar e repartir, indicios de que possuiam de alguma forma um senso numeérico.

Sabemos ainda que, com o desenvolvimento da agricultura e comércio era neces-
sario a contagem. E esta tinha que ser expressa de alguma forma, entao valiam-se de todo
meio concreto que dispunham, dentre as quais destacamos: nés em corda, marcagao em
madeira, ossos ou barro; amontoamento ou empilhamentos de pedras; tinham povos que
preferiam usar partes dos corpos, a saber: dedos das mao, dos pés, dentre outros artificios.
Esses meios de contagem eram usados, por exemplo, para enumerar rebanhos de cabras,

bois e carneiros e isso era feito através de uma correspondéncia biunivoca entre os animais
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e um amontoamento de pedras, pois assim, era possivel verificar que os animais que ha-
viam saido pela manha voltaram todos ou nao ao estabulo a noite; contar os dias do ano,
enumerar membros da familia (nascimento, mortes etc); havia a necessidade de concluir
transagoes comerciais, o escambo, e para tal tinham que saber se estavam em condigoes
de trocar ou comprar alguma mercadoria. Em suma, é a histéria da humanidade, que
devido a circunstancias empiricas foram levados a enumerar os acontecimentos e para tal

utilizam os materiais concretos que possuiam.

Devido observacoes ja realizadas até por Aristoteles, acredita-se inclusive, que a
base numérica usada atualmente prevaleceu devido nascermos, pelo menos a maioria das
pessoas, com dez dedos nas maos. E, desde os tempos remotos, os dedos das maos e dos
pés eram usados na contagem e, quando estes eram de alguma maneira inconvenientes
para tal fun¢do, o homem primitivo fazia amontoamento de pedras em grupos de cinco,
dez e vinte assemelhando assim com a contagem com os dedos. Existem também pesquisas
antropologicas que apontam que a contagem surgiu em rituais religiosos primitivos, pois
havia a necessidade de estabelecer uma ordem em que os individuos iriam ser chamados
para participar das cenas, e tal fato aponta que a forma ordinal dos ntimeros nasceu
primeiro que a quantitativa.

Além disso, hd um grande nimero de perguntas ndo respondidas com
relacdo a origem da matemadtica. Supde-se usualmente que surgiu em
resposta as necessidades praticas, mas estudos antropolégicos sugerem
a possibilidade de uma outra origem. Foi sugerido que a arte de contar
surgiu em conexao de rituais religiosos primitivos e que o aspecto ordi-
nal precedeu o conceito quantitativo. Em ritos cerimoniais representado
mitos da criacao era necessario chamar os participantes a cena segundo
uma ordem especifica, e talvez a contagem tenha sido inventada para
resolver esse problema. Se sdo corretas as teorias que dao origem ritual
a contagem, o conceito de niimero ordinal pode ter precedido o de nu-
mero cardinal. Além disso uma tal origem indicaria a possibilidade de
que o contar tinha uma origem tnica, espalhando-se subsequentemente
a outras partes da terra. Esse ponto de vista, embora esteja longe de
ser provado, estaria em harmonia com a divisdo ritual dos inteiros em
impares e pares, os primeiros considerados como masculinos e os tlti-
mos, como femininos. Tais distingdes eram conhecidas em civiliza¢oes
em todos os cantos da terra, e mitos relativos a ntimeros masculinos
e femininos se mostraram notavelmente persistentes. BOYER (1996, p.
04).

Percebe ainda, o surgimento de dois tipos de subconjuntos, categorias ou classificacao,
nos nimeros naturais a saber: niimeros pares (feminino) e niimeros impares (masculino).
Acredita que um marco na matematica estd na criacdo ou utilizacdo do simbolo para
o nada, o zero. Fato este realizado de acordo com COSTA e SANTOS (2008, p. 11)
pelos “hindus no final do século VI”. Apds a criacdo do zero pode definir o sistema de
posicionamento da base dez, utilizando assim a casa das unidades, dezenas, centenas etc,
livrando dessa forma dos problemas gerados pela falta deste, como por exemplo distinguir
o numero 15 do 105. Como bem destaca Caraca,

A criagdo de um sfimbolo para representar o nada constituiu “um dos ac-
tos mais audazes do pensamento, uma das maiores aventuras da razao”.
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Essa criagao é relativamente recente (talvez pelos primeiros séculos da
era crista) e foi devida as exigéncias da numeragao escrita. Todos conhe-
cem o principio em que essa numeracao se baseia e qual é o papel que
nela desempenha o simbolo zero. Uma coisa em que nem toda a gente
repara é que essa numeracao constitui uma auténtica maravilha que per-
mite, ndo sé escrever muito simplesmente os niimeros, como efectuar as

operagoes. CARACA (2003, p. 06).

Logo, a contagem, e por consequéncia os nimeros surgiram da necessidade didria das
pessoas, diante destas situagoes, o homem buscava uma maneira que facilitasse e agilizasse
seus calculos. Como feito, utilizaram ou inventaram diversos instrumentos de contagem,
por exemplo o dbaco, que de acordo Costa,

O 4baco, do grego abax (contador), é o mais antigo aparelho (2000 a.C).
Muito préatico desobrigou o homem do esfor¢o de acumulagoes, porém
exigiu o conhecimento das combinagGes resultantes da posicdo de cada
conta. Nao é, pois, um instrumento de calculo, mas, apenas, indica os
nimeros adicionais e subtraidos. COSTA (1996, p. 175-178).

Destacamos também o complexo sistema de numera¢ao romano e conforme
IFRAH (1985, p. 396) “os algarismos romanos nao permitiram a seus utilizadores fa-
zerem calculos(...) na verdade, os algarismos romanos nao sao sinais que servem para
efetuar operagoes aritméticas, mas abreviacoes destinadas a notificar e reter os nimeros”.
Entao, para efetuar célculos, os romanos recorriam a invencao grega: o abaco. No en-
tanto, de acordo COSTA (1996, p. 175-176), “Atualmente, usamos o sistema numérico
desenvolvido pela civilizacao hindo - ardbica; e as operagoes que realizamos é uma pe-
quena variacao do sistema tabular arabico, fundamentado no sistema decimal posicional”.
Registramos ainda a inven¢ao de um instrumento ou aparelho que serviu de base para a
construcao dos atuais computadores, tal qual conhecemos hoje.

Jonh Napier, matemaético escocés, em 1614 apresentou um aparelho para
facilitar as operagdes aritméticas, substituindo as multiplicagdes por adi-
¢oes e as divises por subtragoes; neste aparelho, ele generalizou o proce-
dimento tabular dos drabes e construiu um dispositivo simples e barato;
constituido de bastoes de ossos, facilitando os célculos com nimeros
grandes. Esta foi a primeira maquina de calcular, base para as que co-
nhecemos hoje e para os computadores, ji com dispositivos eletronicos.
COSTA (1996, p. 175-178).

Assim percebemos que a contagem foi tateada através dos acontecimento empiricos até
tornar um processo abstrato e aperfeicoado como conhecemos hoje, tal inven¢ao ou uti-
lizacao trouxe também as operagoes de adi¢ao e multiplicacao e as relagoes de diferenca,

divisao e ordem, designado por nimeros naturais e representado pela sequéncia

1,2, -, n,n+1, ---.

Contudo, somente em 1891 Giuseppe Peano (1858 —1932) construiu de maneira formal o
conjunto dos niimeros naturais e para tal escolheu trés conceitos primitivos: zero, nimero
natural e a relagdo € sucessor de. E, para caracterizé-los, formulou os seguintes axiomas:
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Py: Zero é um numero natural.

P>: Se a é um nimero natural, entdo a tem um tnico sucessor que
também é um numero natural.

P3: Zero nao é sucessor de nenhum ntmero natural.

Py: Dois nimeros naturais que tém sucessores iguais sao, eles préprios,
iguais.

P5: Se uma colecdo S de nimeros naturais contém o zero e, também,
o sucessor de todo elemento de S, entao S é o conjunto de todos os
ndimeros naturais. DOMINGUES (1991, p. 80-81).

O conjunto dos naturais, indicado por N, atualmente é representado por
N={0,1,2 -, n n+l, -}

As reticéncias depois do numero 2 nos informa que entre 1 e n existem nimeros que
nao estao escritos nesta sequéncia, nimeros estes obtidos através da ideia de sucessor
de 1, do sucessor do sucessor de 1 etc. Ja, as reticéncias depois no n+1 o sucessor de
n, indicam que nao existe um nimero natural maior que todos os outros naturais, isto
¢, um numero natural por maior que seja, sempre existe o sucessor deste, ou seja, um
outro nimero maior. Logo, essa ideia nos remete ao ilimitado, em outras palavras, que os
numeros naturais sao infinitos. O conjunto dos niimeros naturais é fechado em relacao a
adicao e multiplicagao, isto é, dados a, b naturais, tem que a+ b é natural; assim como

a X b é natural.

Apenas o conjunto dos naturais sozinho nao resolvia questoes que envolvessem
certas diferencas, como por exemplo: dados a, b nimeros naturais, com a < b, a diferenca
a—b nao é natural. Entao, para resolver questoes como 1 —4 de modo a tornar o conjunto
fechado em relagao a subtragao, houve a necessidade de determinar outros simbolos. Estes
novos simbolos sao os nimeros negativos cuja uniao com os naturais formam o conjunto

de niimeros inteiros que sao representados por
ZZ{? —n, _(n+1)7 T _37 _27 _17 07 17 27 37"'7 n, 7’L+1, } .

Notemos que o conceito de niimero inteiro precede o dos naturais e até mesmo sua
utilizagao para registrar dividas ou débitos, no entanto eles nao eram aceitos formalmente
pelos matematicos, nem tinha uma notacao especifica, conforme destaca Hefez,

O conceito de ntimero inteiro originou - se do conceito bem mais antigo de
nimero natural, cuja criacao objetivava resolver problemas de contagem.
Os numeros negativos tém sido considerados esporadicamente desde a
antiguidade, mas sempre com muita desconfianga por parte dos mate-
maticos até que, a partir do desenvolvimento das atividades mercantins
que ocorriam na Europa no final da Idade Média, sentiu-se a necessi-
dade de considerar os inteiros relativos e com eles efetuar operacoes.
(...)A evolucdo da nogao intuitiva de nimero inteiro para um conceito
mais elaborado foi muito lenta. Sé no final do século XIX, quando os
fundamentos de toda a matematica foram questionados e intensamente
repensados, é que a no¢do de nimero passou a ser baseada em conceitos
da teoria dos conjuntos, considerados mais primitivos. HEFEZ (2016, p.
02).
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O conjunto Z é fechado em relagao as operacoes de adigao, subtracdo e multi-
plicacao. No entanto, o conjunto dos ntimeros inteiros agora formado nao é fechado em
relacdo a divisao, isto é dados a, b € Z, nem sempre é possivel dividir a por b em Z. Como
exemplo temos 2 nao divide 1. As necessidades didrias iam além da contagem, requeria
também medicoes e pesagem, e estas, muito raramente sao inteiras. Diante disso, houve

a necessidade de utilizar um novo simbolo para representar partes ou fracao do todo,

indicado por ¢, uma parte a do todo b obtendo dessa forma um conjunto fechado em

relacdo a divisao designado de ntimeros racionais e denotado por Q. De um modo geral

adotamos como sendo uma fracao (irredutivel) representado por § sendo a, b inteiros

com b nao-nulo. Ademais exigimos que a e b nao tenham divisores comuns. O conjunto

de todas as fracdes (irredutiveis) serd indicado pelo conjunto Q ={% :a, b€ Z, b# 0}, e

7 € chamado de nimero racional ndo nulo se a # 0. Por fim registramos que o conjunto

dos nimeros racionais é fechado para as operagoes de adi¢ao, multiplicacao, subtracao e
divisao.

De acordo com COSTA (1997, p. 196) “A tese pitagorica de que as coisas sao
numeros, isto é, feitas de unidades discretas como os pontos, atribuiam aos nimeros a
esséncia de todas as coisas”. Logo, os Pitagoricos exaltavam os ntimeros inteiros e pen-
saram serem estes suficientes para explicar os fenémenos do Universo e ao descobriram

a incomensurabilidade da medida da diagonal de um quadrado de lado um entraram em
crise, como destaca Eves,

A descoberta da existéncia de ntimeros irracionais foi surpreendente e
perturbadora para os pitagéricos. Em primeiro lugar porque parecia des-
ferir um golpe mortal na filosofia pitagérica segundo a qual tudo depen-
dia dos nimeros inteiros. Além disso, parecia contraria ao senso comum,
pois intuitivamente havia o sentimento de que toda grandeza poderia
ser expressa por algum nimero racional. A contrapartida geométrica era
igualmente espantosa, pois quem poderia duvidar que, dados dois seg-
mentos de reta, sempre seria possivel encontrar um terceiro segmento
de reta, talvez muito, mas muito pequeno, que coubesse exatamente um
numero inteiro de vezes em cada um dos dois segmentos dados? EVES
(2004, p. 106).

Estes e outros fatos levaram os matematicos a considerarem outros tipos de niimeros, como
exemplo, o conjunto dos ntimeros irracionais denotado por I. A uniao do Q com I forma
o conjunto dos nimeros reais e é designado por R, e estes formam uma correspondéncia

biunivoca com a reta real.

2.2 Alguns matematicos e algumas de suas contribuicoes em
relacao ao ensino atualmente

Um dos primeiros pensadores a ser referendado como matemético é Tales. Tales
de Mileto, assim chamado porque nasceu na cidade comercial de Mileto na Asia Menor,
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fundou a escola Ioniana e nesta estudava a geometria, astronomia e teoria dos nimeros.
No entanto nao se sabe ao certo as obras provindas de Tales e tampouco com precisao
sobre sua vida. Sabemos que Tales de Mileto era considerado muito inteligente, sendo
portanto designado o primeiro dos Sete Sabios da Antiguidade. Comerciante de profissao,
conseguiu tornar-se rico e, no final de sua vida pode dedicar-se aos estudos e viagens.
Tales viajava muito em virtude de sua profissao e, em uma dessas viagens deparou-se no
Egito e Mesopotamia adquirindo base matematica devido seu contato com a matematica
desenvolvida naquelas localidades, fato este que o fez tornar matematico. E, em virtude
de sua passagem pelo Egito, calculou a altura de uma piramide, usando para tal a sombra
da referida piramide. Porém Eves destaca que,

H4 duas versoes de como Tales calculou a altura de uma pirdmide egipcia
por meio da sombra. O relato mais antigo, dado por Hierénimos, um
discipulo de Aristételes, diz que Tales anotou o comprimento da sombra
no momento em que esta era igual a altura da pirdmide que a projetava.
A versao posterior, dada por Plutarco, diz que ele fincou verticalmente
uma vara e fez uso da semelhancga de tridngulos. Ambas as versoes pecam
ao nao mencionar a dificuldade de obter, nos dois casos, o comprimento

da sombra da piramide. EVES (2004, p. 115).

De acordo com BOYER (1996, p. 34) “A proposi¢do agora conhecida como teorema de
Tales - que um angulo inscrito num semicirculo é um angulo reto - pode ter sido aprendida
por Tales durante suas viagens 4 Babilonia”. E atribuido a Tales a criacdo da geometria
dedutiva, e algumas das primeiras demonstragoes matematicas. E ainda conforme Boyer
credita a Tales a prova dos seguintes Teoremas:

1.Um circulo é bissectado por um didmetro.

2.0s angulos da base de um tridngulo isésceles sdo iguais.

3.0s pares de angulos opostos formados por duas retas que se cortam
sao iguais.

4.Se dois tridngulos sdo tais que dois dngulos e um lado de um sao iguais
respectivamente a dois angulos e um lado de outro, entao os tridngulos
sao congruentes. BOYER (1996, p. 34).

Coube a Tales diante de raciocinio logico grandes descobertas matematicas em
particular na geometria, descobertas essas que estao presentes no ensino académico de
hoje, conforme a Base Nacional Comum Curricular - BNCC,

No Ensino Fundamental (...) devem ser enfatizadas também as tarefas
que analisam e produzem transformagoes e amplia¢des ou reducoes de
figuras geométricas planas, identificando seus elementos variantes e inva-
riantes, de modo a desenvolver os conceitos de congruéncia e semelhanca.
Esses conceitos devem ter destaque nessa fase do Ensino Fundamental,
de modo que os alunos sejam capazes de reconhecer as condigoes neces-
sarias e suficientes para obter tridngulos congruentes ou semelhantes e
que saibam aplicar esse conhecimento para realizar demonstracoes sim-
ples, contribuindo para a formacao de um tipo de raciocinio importante
para a Matemadtica, o raciocinio hipotético-dedutivo. BRASIL (2017, p.
272).

Destacamos também MEC,
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O trabalho de representar as diferentes figuras planas e espaciais, pre-
sentes na natureza ou imaginadas, deve ser aprofundado e sistematizado
nesta etapa de escolarizagdo. Alguns conceitos estudados no ensino fun-
damental devem ser consolidados, como, por exemplo, as ideias de con-
gruéncia, semelhancga e proporcionalidade, o Teorema de Tales e suas
aplicagoes, as relagdes métricas e trigonométricas nos tridngulos (retan-

gulos e quaisquer). MEC (2006, p. 75-76).

A Escola Ioniana de Tales, foi perdendo forca até que foi substituida pela escola
Pitagorica situada no sul da Itédlia, fundada por Pitagoras, uma unidade munida de rituais
e cerimdnias, além de estudar matematica (aritmética e geometria), musica, astronomia,
filosofia e ciéncias. Segundo EVES (2004, p. 97) “E possivel que Pitdgoras tenha sido
discipulo de Tales, pois era cinquenta anos mais novo do que este e morava perto de Mileto,
onde vivia Tales”. No entanto BOYER (1996, p. 35) afirma que “é improvavel dada a
diferenga de meio século entre suas idades”. Algumas semelhancas de seus interesses pode
ser explicado gragas a viagens em que Pitagoras também tenha realizado, como Egito e
Babilonia”. Para Pitagoras, todo o universo era matematica como destaca Costa,

Pitdgoras de Samos (580/78 —497/6 a.C.) fundou uma espécie de as-
sociacao de cardter mais religioso que filos6fico, cujas doutrinas eram
mantidas em segredo, os ensinamentos nao eram escritos, eram transmi-
tidos oralmente e guardados em segredo pelos iniciados. Segundo seus
ensinamentos, o sagrado mistério da ciéncia tem o seu centro nas ma-
tematicas, no estudo do niimero, cuja lei domina em todas as coisas:
nos astros, cujas distancias, grandezas e movimentos sao regulados por
meio de relagbes mateméticas (geométricas e numéricas); nos sons, cu-
jas relagoes de harmonia obedecem a leis numéricas fixas; na vida e na
saude, que sdo propor¢ées numéricas e harmoénicas de elementos; nos
fatos morais entre os quais também a justica é proporcédo etc. Assim,
concluem eles que os niimeros sdo entes geométricos e reduzem todas as
coisas a unidade e ao ponto (unidade que tem posigao), e consideram
os elementos do nimero (limite e ilimitado) como elementos de todas as
coisas. COSTA (1997, p. 196).

Percebemos entao que Pitagoras exaltava os nimeros. Mistico e profeta da natureza, para
ele os nimeros eram entes de devocao. Bem como destaca Boyer,

Misticismo sobre ntimeros nao é criagdo dos pitagoéricos. O ntimero sete ,
por exemplo, era objeto de especial respeito, presumivelmente por causa
das sete estrelas errantes, ou planetas, das quais a semana derivou. Os pi-
tagéricos nao eram os 1inicos a imaginar que os nimeros impares tinham
atributos masculinos e femininos os pares — com a concomitante crenga
(ndo destituida de preconceito), encontrada ainda em Shakespeare, de
que “ha divindade nos niimeros impares”. Muitas civiliza¢des primitivas
partilharam de varios aspectos da numerologia, mas os pitagoricos le-
varam a extremos a adoracido dos nimeros, baseando neles sua filosofia
e modo de viver. O nimero um, diziam eles, é o gerador dos nimeros
e o numero da razao; o dois é o primeiro nimero par, ou feminino, o
numero da opinido; trés é o primeiro nimero masculino verdadeiro, o da
harmonia, sendo composto de unidade e diversidade; quatro é o ntimero
da justica ou retribuicdo indicando o ajuste de contas; cinco é o ntimero
do casamento, unidao dos primeiros nimeros verdadeiros feminino e mas-
culino; e seis é o numero da criacdo. Cada nimero tinha, por sua vez,
seus atributos peculiares. O mais sagrado era o dez ou o tetractys, pois
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representava o numero do universo, inclusive a soma de todas as possi-
veis dimensdes geométricas. Um ponto gera as dimensdes, dois pontos
determinam uma reta de dimensao um, trés pontos nao alinhados deter-
minam um tridngulo com area de dimensao dois, e quatro pontos nao
coplanares determinam um tetraedro com volume de dimensao trés; a
soma dos numeros que representam todas as dimensées é, portanto, o
adorado nimero dez. E um tributo & abstracio da matemética pitago-
rica que a veneracdo ao numero dez evidentemente nao era ditada pela
anatomia da mao ou pé humanos. BOYER (1996, p. 39).

O costume da época era dar ao fundador da escola o mérito de todas as des-
cobertas realizadas pela escola, entao, nao se sabe ao certo se as descobertas atribuidas
a Pitagoras tenham sido realizadas realmente por ele, ou algum membro de sua escola.
Grandes feitos na Teoria dos niimeros sao atribuidos a Pitagoras, por exemplo, a classifi-
cagao em par e impar. A definigdo de nimero primo, entre outras. Além da descoberta do
teorema que leva seu nome, a saber: “Em um triangulo retangulo, o quadrado da hipote-
nusa ¢ igual a soma dos quadrados dos catetos”. Dentre as contribui¢oes de Pitagoras na
matematica presente hoje em dia no ensino basico, podemos destacar:

Relagoes métricas no tridngulo retdngulo Teorema de Pitagoras: verifi-
cagoes experimentais e demonstracao retas paralelas cortadas por trans-
versais: teoremas de proporcionalidade e verifica¢oes experimentais.(...)
Demonstrar relagoes métricas do tridngulo retdngulo, entre elas o te-
orema de Pitdgoras, utilizando, inclusive, a semelhanca de triangulos.
Resolver e elaborar problemas de aplicagao do teorema de Pitagoras ou
das relagoes de proporcionalidade envolvendo retas paralelas cortadas
por secantes. BRASIL (2017, p. 318-319).

Destacamos ainda conforme o Sistema de Avaliacao da Educacao Bésica - SAEB MEC-
Inep (2017, p. 65), “o estudante pode ser capaz de reconhecer a proporcionalidade dos
elementos lineares de figuras semelhantes. também é provavel que seja capaz de determi-

nar: uma das medidas de uma figura tridimensional, utilizando o teorema de Pitagoras”.

Com o fim da escola Pitagérica que conforme MOL (2013, p. 35) “Apds um le-
vante popular, o templo de Pitagoras em Crotona foi destruido e sua irmandade deixou de
existir como um grupo ativo e organizado”, Platao, influenciado pelas ideias do também
filbsofo Pitagoras, fundou em Atenas a sua escola: Academia, lugar destinado ao estudo
da filosofia e ciéncia. Platao dava muita importancia ao estudo da matematica, especifica-
mente geometria, acreditava que esta dominava o universo e a considerava indispensavel
para a formagcao racional das pessoas. E, na entrada de sua escola, estava escrito conforme
afirma BOYER (1996, p. 63) “Que ninguém que ignore a geometria entre aqui”. Eviden-
ciando dessa forma o quao importante era a matematica para Platao. E ainda conforme
BOYER (1996, p. 63) “os poliedros regulares (...) foram chamados (...) sdlidos platonicos
devido a maneira pela qual Platao (...)os aplicou a explicagdo de fendmenos cientificos”.
No entanto, ndo existem contribui¢oes matematicas apontadas a Platao. Assim destaca
Eves,

A importancia de Platdo na matemaética ndo se deve a nenhuma das
descobertas que fez mas, isto sim, & sua conviccao entusiastica de que o
estudo da matematica fornecia o mais refinado treinamento do espirito e
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que, portanto, era essencial que fosse cultivado pelos filésofos e pelos que
deveriam governar seu Estado ideal.(...) A matemédtica parecia da mais
alta importancia a Platao devido ao seu componente logico e a atitude
espiritual abstrata gerada por seu estudo; por essa razao ela ocupava um
lugar de destaque no curriculo da Academia. Alguns véem nos dialogos
de Platao o que poderia ser considerada a primeira tentativa séria de
uma filosofia da matemdtica. EVES (2004, p. 131-132).

Percebemos entao que apesar da matematica ser de suma importancia para Platao, este
nao se tornou um matemético, todavia, em sua escola (Academia) formava matematicos.
E de acordo com Boyer,

Platao é importante na histéria da matematica principalmente por seu
papel como inspirador e guia de outros, e talvez a ele se deva a distingao
clara que se fez na Grécia antiga entre aritmética (no sentido de teoria
dos nimeros) e logistica (a técnica de computagdo). Platdo considerava a
logistica adequada para negociantes e guerreiros, que precisam aprender
a arte dos numeros, ou nao saberdo dispor suas tropas. O filésofo, de
outro lado, deve conhecer a aritmética, porque deve subir acima do mar
das mudangas e captar o verdadeiro ser. (...) a aritmética tem um efeito
muito grande de elevar a mente, compelindo-a a racionar sobre o nimero
do abstrato. BOYER (1996, p. 64)

Mostrando dessa forma, que suas contribui¢oes vao além da geometria, e, por exemplo o
estudo da aritmética. Enfatizemos também, que deve a Platao a formalizacao de alguns
conceitos matematicos, assim afirma Roque e Carvalho,

Platdao comeca a criticar os gebmetras por nao empregarem critérios
de rigor desejdveis nas préaticas matemadticas. (...) Sendo assim, ainda
que nao possamos dizer que a transformacao dos fundamentos da Ma-
tematica grega é devida a Platao, ele expressa o descontentamento dos
filésofos com os métodos empregados e articula o trabalho dos pensado-
res & sua volta para que se dediquem a formalizar os conceitos e técni-
cas utilizadas indiscriminadamente na Matematica da época. ROQUE e
CARVALHO (2012, p. 52)

Podemos enumerar algumas contribui¢oes de Platdo na matematica académica
da atualidade,

Desenvolver o raciocinio l6gico, o espirito de investigacao e a capacidade
de produzir argumentos convincentes, recorrendo aos conhecimentos ma-
tematicos para compreender e atuar no mundo. Compreender as relagoes
entre conceitos e procedimentos dos diferentes campos da Mateméatica
(Aritmética, Algebra, Geometria, Estatistica e Probabilidade) e de ou-
tras areas do conhecimento, sentindo segurancga quanto a prépria capaci-
dade de construir e aplicar conhecimentos matemaéticos, desenvolvendo
a autoestima e a perseveranca na busca de solugoes. Fazer observacoes
sistematicas de aspectos quantitativos e qualitativos presentes nas pra-
ticas sociais e culturais, de modo a investigar, organizar, representar e
comunicar informagoes relevantes, para interpreta-las e avalia-las critica
e eticamente, produzindo argumentos convincentes. BRASIL (2017, p.
267).
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Alexandre, o Grande, fundou a cidade de Alexandria e esta, no lugar de Atenas,
tornou o centro de saberes culturais, filoséficos e matematicos. Ali, construiu uma escola
conhecida como Museu, muito bem equipada e que possuia ampla biblioteca. E tiveram
que recorrer a alguns intelectuais “estrangeiros” para desenvolver os varios campos de es-
tudos, em particular foram atras se Euclides. Pouco se sabe da vida de Euclides, acredita
que sua formagao matematica é proveniente da escola de Platao. Euclides escreveu cerca
de uma duzia de livros, intitulado os Elementos, livros estes que versavam sobre varios
assuntos matematicos, em que sao expostos de forma clara e precisa os conhecimentos
matematicos elementares acumulados ou conhecidos até entdo. A saber: Teoria dos nime-
ros, Geometria (pontos, retas, circulos e esferas) e Algebra, sendo este depois da biblia, o
livro mais lido e editado em toda histéria. E conforme Roque e Carvalho,

Com Euclides, a Matematica na Grécia parece ter adquirido uma confi-
guragao particular, passando a empregar enunciados geométricos gerais,
que nao envolvem somente procedimentos de medida. Os Elementos de
Euclides representam, neste contexto, o resultado dos esforgos de for-
malizacdo da Matemadtica para apresentar uma geometria consistente e
unificada que valesse para grandezas quaisquer, fossem elas comensura-
veis ou incomensurgveis. (...). O papel desta obra na Matemé&tica nao
pode ser superestimado. Em primeiro lugar, ela expoe, de maneira orga-
nizada, a Matemdtica elementar que os gregos da época classica tinham
criado e desenvolvido. Assim, muito do que sabemos da Matemaética
grega deve-se a esta obra de Euclides. Em segundo lugar, como os Ele-
mentos constituem a mais antiga exposicdo organizada de Matematica
que nos chegou, eles muito influenciaram seu desenvolvimento posterior.
(...) Os Elementos se dividem em trés grandes partes:

1.Geometria plana — Livros I-VI;

2. Aritmética — Livros VII-IX;

3. Geometria espacial — Livros XI-XIII. ROQUE e CARVALHO (2012,
p. 53-67).

Acredita que os Elementos nao é obra exclusiva de Euclides, e que os matematicos coor-
denados por ele, colaboraram com a escrita da tao importante obra na matematica, que
infelizmente metade se perdeu. Esta brilhante obra foi usada conforme MOL (2013, p.
45) “como livros-textos para o ensino da matematica até o final do século XIX e inicio do
século XX”. No entanto, nao existem evidéncias de descobertas matematicas atribuidas a
Euclides, e sua contribuicao a matematica se da na organizacao, sistematizacao, demons-
tracao e exposicao da matematica através dos Elementos. Além dos Elementos, Euclides
escreveu varios outros livros, em que alguns se perderam. Dentre as varias contribuicoes
de Euclides ainda presentes no ensino da matematica da atualidade, destacamos:

Compreender as relagdes entre conceitos e procedimentos dos diferentes
campos da Matemética (Aritmética, Algebra7 Geometria, Estatistica e
Probabilidade) e de outras dreas do conhecimento, sentindo seguranga
quanto a proépria capacidade de construir e aplicar conhecimentos ma-
tematicos, desenvolvendo a autoestima e a perseveranca na busca de
solucoes. BRASIL (2017, p. 267).

Destacamos ainda os objetos de conhecimentos presentes no 6° do ensino fundamental
que conforme a BNCC BRASIL (2017, p. 300) “Operagoes adi¢ao, subtra¢ao, multipli-

cagdo, divisao e potenciacdo com numeros naturais.” O ultimo matematico da escola



24

de Alexandria foi Diofanto, este escreveu uma colecdo composta por treze livros intitu-
lada Aritmética onde expds resolugoes de problemas sem o uso da geometria, até entao
presente em toda matematica, e assim sendo, sua obra se aproxima muito da algebra
da atualidade, pois introduziu simbolos, notagoes e abreviaturas matemaéticas. Segundo
ROQUE e CARVALHO (2012, p. 131) “Uma de suas principais contribuigoes esta em ter
introduzido uma forma de representar o valor desconhecido em um problema, designando-
o como arithme, de onde vem o nome aritmética”. Foi pela obra de Diofanto que surgiu
a algebra moderna. No entanto, muitos desses livros foram perdidos. Conforme EVES
(2004, p. 207) “Diofanto escreveu trés trabalhos: Aritmética, o mais importante, do qual
remanesceram seis dos treze livros; sobre Numeros Poligonais do qual restou apenas um
fragmento; e Porismas, que se perdeu”. Dentre os varios assuntos estudados por Diofanto
destacamos: equagoes indeterminadas cuja solugdes empregava artificios nos calculos indi-
cando dessa forma seu vasto conhecimento das propriedades dos niimeros naturais, sendo
portando considerado conforme MOL (2013, p. 58) “o pai da dlgebra, mas talvez seja
muito mais adequado tratd-lo como precursor da moderna teoria de niimeros”. Vejamos

suas contribui¢oes sendo aplicadas no ensino atual,

A unidade temadtica Algebra, por sua vez, tem como finalidade o desen-
volvimento de um tipo especial de pensamento — pensamento algébrico
— que € essencial para utilizar modelos matematicos na compreensao, re-
presentacdo e analise de relagées quantitativas de grandezas e, também,
de situacoes e estruturas matematicas, fazendo uso de letras e outros
simbolos. Para esse desenvolvimento, é necessario que os alunos identifi-
quem regularidades e padroes de sequéncias numéricas e ndo numéricas,
estabelecam leis matematicas que expressem a relacao de interdependén-
cia entre grandezas em diferentes contextos, bem como criar, interpretar
e transitar entre as diversas representacoes graficas e simbdlicas, para
resolver problemas por meio de equacdes e inequagdes, com compreen-
sdo dos procedimentos utilizados. As ideias matematicas fundamentais
vinculadas a essa unidade sdo: equivaléncia, variacdo, interdependéncia
e proporcionalidade. Em sintese, essa unidade temética deve enfatizar o
desenvolvimento de uma linguagem, o estabelecimento de generalizacoes,
a analise da interdependéncia de grandezas e a resolucao de problemas
por meio de equagdes ou inequagoes. BRASIL (2017, p. 270).

Acredita-se que foi a Aritmética de Diofanto que influenciou o humilde e dis-
creto advogado francés Pierre Fermat. Este, dedicava as suas horas de lazer ao estudo
da matematica, mas, pouco publicou a respeito. Contudo, manteve correspondéncia com
os principais matematicos de sua época, exercendo dessa forma vasta influéncia na area,
sendo assim considerado o maior matematico francés do século XVII. Conforme EVES
(2004, p. 390) “Dentre as variadas contribuigoes de Fermat a matematica, a mais impor-
tante é a fundacao da moderna teoria dos nimeros. Neste campo a intuicdo e o talento de
Fermat eram extraordinarios”. De acordo com MOL (2013, p. 97) “Seus interesses prin-
cipais em aritmética estavam nos nuimeros primos e nas propriedades de divisibilidade”.
No entanto, Fermat nao concluiu nenhuma obra, e, estas ficaram conhecidas (depois de
sua morte) através de cartas escritas a seus amigos ou colaboradores. Dentre as vérias
descobertas atribuidas a Fermat destacamos conforme Mol,
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O pequeno Teorema de Fermat que afirma que: Se p é primo e a é um
nidmero ndo divisivel por p o nimero aP~' - 1 ¢é divisivel por p.(...) O
dltimo Teorema de Fermat: Para n > 2, ndo existem nimeros inteiros
positivos x,y e z salisfazendo a identidade ™ +y™ = 2" . MOL (2013,
p. 97-98).

Os Teoremas acima enunciados foram demonstrados pelos seus seguidores e de acordo com
EVES (2004, p. 392) “o tltimo teorema de Fermat ganhou a distingdo de ser o problema

matematico com maior nimero de demonstragoes incorretas publicadas™.

Eis aqui algumas contribui¢oes de Fermat no ensino atual,

Construir algoritmo em linguagem natural e representia-lo por fluxo-
grama que indique a resolugdo de um problema simples (por exemplo, se
um nimero natural qualquer é par). Classificar nlimeros naturais em pri-
mos e compostos, estabelecer relagoes entre niimeros, expressas pelos ter-
mos “é multiplo de”, “é divisor de”, “é fator de”, e estabelecer, por meio
de investigacdes, critérios de divisibilidade por 2,3,4,5,6,8,9,10,100 e
1000. Resolver e elaborar problemas que envolvam as ideias de multiplo
e de divisor. BRASIL (2017, p. 301).

Observamos ainda nos Parametros Curriculares Nacionais - PCN’S,

Conceitos como os de “multiplo” e “divisor” de um nimero natural ou
o conceito de “ntimero primo” podem ser abordados neste ciclo como
uma ampliacdo do campo multiplicativo, que ji vinha sendo construido
nos ciclos anteriores, e ndo como assunto novo, desvinculado dos demais.
Além disso, é importante que tal trabalho nfo se resuma a apresenta-
¢ao de diferentes técnicas ou de dispositivos praticos que permitem ao
aluno encontrar, mecanicamente, o minimo multiplo comum e maximo
divisor comum sem compreender as situagoes-problema que esses con-
ceitos permitem resolver. Os ntimeros inteiros podem surgir como uma
ampliagdo do campo aditivo, pela andlise de diferentes situagdes em
que esses nimeros estejam presentes. Eles podem representar diferenca,
“falta”, orientacdo e posicoes relativas. As primeiras abordagens dos in-
teiros podem apoiar-se nas ideias intuitivas que os alunos ja tém sobre
esses numeros por vivenciarem situacoes de perdas e ganhos num jogo,
débitos e créditos bancdrios ou outra situagoes. BRASIL (1998, p. 66).

Deve-se ao tedlogo e matematico suico Leonhard Euler a prova do Pequeno
Teorema de Fermat e contribui¢ao na demonstragao do tltimo Teorema de Fermat. Euler
¢ considerado um dos grandes génios responsaveis pela matematica da atualidade. De
acordo com MOL (2013, p. 118) “Euler foi considerado o matemético mais produtivo de
seu tempo e, possivelmente, foi o mais prolifico matematico da histéria”. Publicou diversos
livros e artigos totalizando 866 trabalhos. Nao existe na matematica qualquer ramo que
nao tenha contribuicao de Euler. No entanto, em toda sua vida Euler nao ocupou cargo
de professor. Morreu subitamente aos 76 anos totalmente cego, deficiéncia esta nao o fez
parar de produzir.

A cegueira poderia parecer um obstdculo intransponivel para um mate-
mético, mas (...) Euler conseguiu manter extraordindria atividade pro-
dutiva depois de sofrer essa perda. Ajudado por uma memoria fenome-
nal e por um poder de concentragao incomum e imperturbavel, Euler
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continuou seu trabalho criativo com a ajuda de um secretario que ano-
tava suas ideias, expressas verbalmente ou escritas com giz numa lousa

grande. EVES (2004, p. 472).

Algumas notacoes usadas atualmente na algebra, geometria e analise devem a
Euler, e conforme BNCC,

Analisar fungoes definidas por uma ou mais sentencas (tabela do Im-
posto de Renda, contas de luz, dgua, gis etc.), em suas representagoes
algébrica e grafica, identificando dominios de validade, imagem, cresci-
mento e decrescimento, e convertendo essas representagoes de uma para
outra, com ou sem apoio de tecnologias digitais. BRASIL (2017, p. 539).

Destacamos ainda Parametros Curriculares nacionais do Ensino Médio - PC-
NEM,

Ler e interpretar textos de Matemaética. Ler, interpretar e utilizar repre-
sentagbes matemdticas (tabelas, graficos, expressoes etc). Transcrever
mensagens matematicas da linguagem corrente para linguagem simbo-
lica (equagoes, gréificos, diagramas, férmulas, tabelas etc.) e vice-versa.
Exprimir-se com correcao e clareza, tanto na lingua materna, como na
linguagem matematica, usando a terminologia correta. Produzir textos
matemédticos adequados. BRASIL (2000, p. 46).

O matematico Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855), desde cedo demonstrou sua
tendéncia para a matematica,

Carl foi uma das mais notaveis criangas-prodigio, dessas que aparecem
de raro em raro. Diz-se que com a idade de trés anos detectou um erro
aritmético no borrador de seu pai. H4 uma histéria segundo o qual o
professor de Carl na escola ptblica, quando ele tinha dez anos de idade,
teria passado a classe, para manté-la ocupada, a tarefa de somar os
numeros de 1 a 100. Quase que imediatamente Carl colocou sua lousa
sobre a escrivaninha do irritado professor. Quando as lousas foram final-
mente viradas, o professor surpreso verificou que Carl tinha sido o tnico
a acertar a resposta, 5050, mas sem fazé-la acompanhar de nenhum cal-
culo. Carl havia mentalmente calculado a soma da progressao aritmética
142+---+100 observando que 10041 =101,99+2=101,984+3 =101 ¢
assim por diante com os cinquenta pares possiveis dessa maneira, sendo
a soma portanto 50 x 101 = 5050. Mais tarde, quando adulto, Gauss cos-
tumava jactar-se de ter aprendido a contar antes de aprender a falar.
EVES (2004, p. 519).

Apesar de tamanha inteligéncia matematica, Gauss chegou a questionar se tor-
naria um filésofo ou um matematico, e a queda pela matematica prevaleceu, tornando
um dos grandes nomes da area, ficando mais tarde conhecido como “o Principe dos Ma-
tematicos”. Conforme EVES (2004, p. 521) “E famosa a afirmacéo de Gauss de que a
matematica € a rainha das ciéncias, e a teoria dos niumeros é a rainha da matemdtica.
Jé& se descreveu Gauss como o gigante matemdtico que do alto de sua magnitude abarca
num relance as estrelas e os abismos”. Gauss aos vinte e trés anos de idade, na sua tese

de doutorado apresentou a demonstracio do Teorema Fundamental da Algebra, a saber:
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“todo polindbmio nao constante com coeficientes complexos possui pelo menos uma raiz
complexa”, sendo que ele apresentou durante toda sua vida quatro demonstragoes desse
Teorema. Gauss possuia um didrio matematico no qual anotava todas as suas descobertas,
e, como era muito perfeccionista, s6 divulgava suas teorias quando estas estivesse total-
mente acabadas, Gauss adotou como lema segundo EVES (2004, p. 521): “Pouca sed
matura (Poucos, porém maduros)”. E diante deste paradigma, muitas obras ficaram por
publicar, dentre os quais destacamos a geometria nao-euclidiana, tornando dessa forma
um dos “inventores” desta geometria. Para Gauss a matematica deveria abarcar o mundo

real.

Dentre as varias obras publicados por Gauss, destacamos a Disquisitiones arith-
meticae (Investigagoes aritméticas), considerada o marco inicial da teoria dos nimeros
atual. Quao grande sua importancia, esta obra tornou-se um classico da literatura mate-
matica.

Essa obra célebre é a principal responsavel pelo desenvolvimento da lin-
guagem e notacao do ramo da teoria dos ntimeros conhecido como alge-
bra das congruéncias que fornece um exemplo de classes de equivaléncia.
A exposigdo comega com a definicdo: Se um nimero a divide a diferenga
entre dois nimeros b e ¢, entdo b e ¢ dizem-se congruentes, de outra forma
incongruentes; e a chama-se o modulo. Qualquer dos nimeros diz-se um
residuo do outro, no primeiro caso, um nao-residuo no segundo caso. A
notacao que Gauss adotou foi a que se usa hoje b=c¢ moda. (...) Nas
Disquisitiones Gauss inclui o Teorema Fundamental de Aritmética.(...)
Uma das contribuigoes de Disquisitiones foi uma prova rigorosa do te-
orema, conhecido desde os dias de Euclides, que diz que todo inteiro
positivo pode ser representado de uma e s6 uma maneira (exceto pela
ordem dos fatores)como produto de primos. BOYER (1996, p. 371-372).

Apresentemos agora algumas contribui¢oes de Gauss no ensino atual,

Examinar as nog¢oes de divisor e de multiplo de um ntimero natural.
Ler, interpretar, resolver e elaborar problemas com niimeros naturais,
envolvendo as nogdes de divisor e de multiplo, podendo incluir maximo
divisor comum ou minimo multiplo comum, por meio de estratégias di-
versas, sem a aplicacdo de algoritmos. GOIAS (2018, p. 672).

No proximo capitulo apresentaremos uma fundamentagao tedrica dos conceitos
matematicos que foram aplicados no decorrer do desenvolvimento do projeto de interven-

¢ao, Capitulo 4.
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3 ARITMETICA DOS NUMEROS INTEIROS Z E
ALGUMAS APLICACOES

Abordaremos neste capitulo as sementes da Congruéncia, o alicerce da aritmética
dos restos, contetido este que é desconhecido por muitos, em particular pelos discentes do
Ensino Fundamental e Ensino Médio. Destacamos que estes conceitos sao imprescindiveis
na aritmética e mostraremos algumas aplicacoes na mateméatica do cotidiano. Para mai-
ores informagoes e detalhes adicionais a este capitulo poderao ser consultados as seguin-
tes referéncias (ALENCAR-FILHO, 1981), (CADAR; DUTENHEFNER, 2015), (CAR-
VALHO; MORGADO, 2015), (DOMINGUES, 1991), (HEFEZ, 2009), (HEFEZ, 2016),
(IEZZI; DOMINGUES, 2003), (JURKIEWICZ, 2006), (SILVA, 2003).

3.1 Leis basicas da aritmética e algumas propriedades
O conjunto dos niimeros inteiros designados por
Z:{v —-n, _(n+1)7 Ty _37 _27 _17 OJ 17 27 37 ey, N, n+17 } )

pode ser subdivididos no conjunto dos inteiros nao nulos designado por Z* = {x € Z|x #
0}, no conjunto dos inteiros ndo negativos, designado por Z4 = {z € Z|x > 0}, no conjunto
dos inteiros nao positivos, denotado por Z_ = {x € Z|x < 0}, e No conjunto dos inteiros
positivos 2% = {x € Z|x > 0} e por fim no conjunto dos inteiros negativos Z* = {x €
Z|z < 0}. Ademais o conjunto dos nimeros inteiros Z, provido das operagoes da adicao e

multiplicacao satisfaz as seguintes propriedades,

Proposicao 3.1.1. A adi¢cdo e multiplicacao sio bem definidas, isto €, dadosa, b, ¢, d€Z

sea=0b e c=d, entao a+c = b+d, analogamente a-c = b-d

Proposicao 3.1.2. A adicio e multiplicagdo sdo comutativas, ou seja, dados a, b € Z
entio a+b = b+a e a-b = b-a

Proposicao 3.1.3. A adicao e multiplicacio sdao associativas, isto €, para todos a, b, c €
Z, (a+b)+c = a+(b+c) e (a-b)-c = a-(b-c).

Proposicao 3.1.4. A adigio e a multiplicagdo possuem elementos neutros, sendo 0 o
elemento neutro da adicdo, e 1 o elemento neutro da multiplicacio. Assim, para todo

a €, temos quea+0 = a e a-1 = a

Proposicao 3.1.5. A adigio possui elemento simétrico, isto é, para todo a € Z, existe
b = (—a), tal que a+b = 0.
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Proposicao 3.1.6. A multiplicacao é distributiva em relacdo a adicao, ou seja, para
todos a, b, c€Z, tem - se a-(b+c) = a-b+a-c.

As demonstracoes das proposigoes 3.1.1 a 3.1.6 podem ser consultadas, por exem-
plo em SILVA (2003, p. 47-50). Em (Z,+,-) sdo satisfeitas as proposigoes de 3.1.1 a 3.1.6,
dito de outra forma, dizemos que (Z,+,-) satisfaz as leis basicas da aritmética, ou que

(Z,+,-) é um anel. Temos ainda que,

Proposicao 3.1.7. O anel (Z,+,-) é um dominio de integridade, ou seja, se a, b € Z

tais que a-b=20, entdo a=0 ou b=0.

Adicionalmente dizemos que (Z,+,+) é um anel de integridade, satisfazendo a
proposi¢ao 3.1.7 e a demonstracao desse fato pode ser encontrada em HEFEZ (2016, p.
8). Recordemos que Z possui também uma relacao de ordem, a relagdo menor que ou igual
“<7, vale ressaltar que < é uma relagao de ordem total sobre o conjuntos dos niimeros
inteiros, pois dados quaisquer a, b inteiros, temos a < b ou b < a. Por fim lembramos
que a relagdo < é compativel tanto na adi¢do quanto na multiplicacdo por elementos de
77 . Para que nosso texto seja minimamente auto-contido, apresentamos o conceito de

valor absoluto.

Definigao 3.1.1. Para todo a € 7, o valor absoluto de a (notagio |a|) é definido pelas

sequintes condigoes: la| = a sea = 0, e|a| = —a sea < 0. Como exemplo temos:

| =3 = —(~3) = +3.

O valor absoluto de um nimero inteiro possui as seguintes propriedades e suas
demonstragoes podem ser encontradas em DOMINGUES (1991, p. 97).

Proposicao 3.1.8. Para quaisquer a, b inteiros e r natural, temos:

() |abl=[al[b];
(i) la| =| -l
(iii) —la|<a<lal;

(iv) a desigualdade triangular:
|la|=[b]] < la=£b] < |al+[b].

Destacamos ainda uma importante propriedade de Z, a Propriedade Arquimedi-

ana, cuja demonstracao pode ser encontrada em HEFEZ (2016, p. 11-12).

Proposicao 3.1.9. Sejam a, b € 7Z, com b# 0. Entao existe n € Z tal que nb > a.
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Além das proposicoes ja descritas, o conjunto dos niimeros inteiros possui uma
importante propriedade que é o Principio da Boa Ordenacao, isto é, se um subconjunto
S de Z é limitado inferiormente, entao S possui um menor elemento. Uma importante
consequéncia do Principio da Boa Ordenacio é o Principio de Indugdo Matemdtica, e, a
partir daqui diremos apenas Inducao Matematica, ferramenta muito utilizada em algumas

demonstragoes.

Dados dois nimeros inteiros a e b, diremos que a divide b, escrevendo a | b,
quando existir ¢ € Z tal que b = c-a. Se a divide b, também se diz que a é um divisor
de b, que b é um maltiplo de a, que a é um fator de b ou que b é divisivel por a. A negagao
dessa sentenga, representada por a {1 b, significa que nao existe nenhum ntimero inteiro ¢
tal que b = c-a. Este inteiro ¢ é indicado por ¢ = g, e é conhecido como o quociente de
b por a. Como exemplo temos que 2 divide 6, 2|6, porque 6 =2-3. Entao o quociente
3 ¢é indicado por g. Da mesma forma —5 divide 30, —5 | 30, porque 30 = (—5)(—6) e
—6 = 3—%. Enquanto 3 nao divide 10, 3110, porque nao existe ¢ € Z tal que 10 = 3-¢q, ou

seja, 3 1 10. Ademais 0 | 0, pois, 0 =0-n, com n inteiro ndo nulo e 0 = %.

Proposicao 3.1.10. A relacdo de divisibilidade em 7. é reflexiva, transitiva, mas ndao é

simétrica.

A demonstragao pode ser consultada em ALENCAR-Filho (1981, p. 71). Exem-
plificamos a nao simetria, visto que 3 | 6, pois, 6 = 3-2, enquanto que 61 3. A relagdo
divide em Z possui algumas propriedades, conforme listamos abaixo e as devidas demons-
tragoes podem ser consultadas em ALENCAR-Filho (1981, p. 69-71) ou HEFEZ (2016,
p. 40-41).

Proposicao 3.1.11. Quaisquer que sejam os inteiros a, b e c, tem-se:

(1) a|0,1|a eala.

(2) Se a|l, entio a= =+1.

(3) Seal|besec|d, entdaoa-c|b-d.

(4) Sea|beseb|c, entioalc.

(5) Sea|beseb|a, entdo a = =£b.

(6) Se a|b, com b+#0, entdio |a| < |b|.

(7) Seal|besealc, entioa|(b-x+c-y), Yo,y € Z.
(8) a divide b se, e somente se, |a| divide |b|.

(9) Sejam a,b,c € Z, tais que a | (b+c). Entio a|b<a|c.
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(10) Sejam a,b € Z en € N. Temos que a—0b divide a" —b".
(11) Sejam a,b€Z en € NU{0}. Temos que a+b divide a®* ! +p>"+1,

(12) Sejam a,b € Z e n € N. temos que a+b divide a** — b*".

Como consequéncia da proposicao 3.1.11, item 7, temos,

Proposicao 3.1.12. Dados a, by inteiros com k € {1, 2, ---, n}. Se a|by para k €
{1,2,3,--- ,n} quaisquer que sejam os inteiros xj tem-se que a | (byxy +boxa+ -+ +bray).

Demonstragdo. Mostraremos por indugao em n.

(i) Iniciaremos para n = 1, queremos mostrar que se a | by, entdo a | byzy.

De a | by, temos que by = a-qi, para algum ¢; € Z, multiplicando em ambos os membros
essa ultima igualdade por x1 temos, bix; =a qif_l, (1), e segue o resultado para n = 1.

/!

q
Verificaremos também para n =2 ou seja, se a | by e a | ba, entdo a | byxy + bazs.

Como a | by por (1) temos a | bz se, e sé se, bjz1 =a-q1 (2)

a | ba e, novamente por (1) temos a | baxa se, e s6 se, baxa =a-q2  (3)

Somando membro a membro (2) e (3), obtemos bjz1 +baro =a-q1 +a-q2 = a(q1 +¢2), ou
seja, a proposicao 3.1.12 também é valida para n = 2.

(ii) Suponhamos que a proposi¢ao 3.1.12 seja verdadeira para algum n inteiro positivo,
queremos mostrar que é valida também para (n+1). Nossa hipdtese de inducao é a |
(b1x1 + baxg + ... + bpxy), ou seja, (byzy + boxa + ... + byxy) = agy. Agora se a | by com
ke{l, 2,---,n, n+1}, entao existem z; com K € Z, K € {1, 2, ---, n, n+ 1}, tais
que a | byxy. Pela hipétese de indugdo temos byzy + -+ +bpxy = aqn, € bpi1Tp+1 = AGn+1-

Somando membro a membro estas igualdades obtemos,
(b1 +bawa + -+ + bpn) + bpt1Zn41 = agn + agn+1 = algn + gn+1)-

Portanto, a proposicao 3.1.12 ¢ valida para todo n. O]

Segundo HEFEZ (2016, p. 46), “mesmo quando um nimero b # 0 nao divide o
niumero inteiro a, Euclides, nos seus Elementos, utiliza, sem enuncia-lo explicitamente, o
fato de que é sempre possivel efetuar a divisao de a por b, com resto.” Sendo este enunciado

abaixo e a demonstragao pode ser encontrada em HEFEZ (2016, p. 46).

Teorema 3.1.1 (algoritmo da divisdo ou de Euclides). Para quaisquer a e b dois nimeros

inteiros com b+# 0. Ezxistem dois unicos niumeros inteiros q e r tais que

a=b-g+r,com0 < r < |b]|
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Os elementos a, b, ¢ e r sao chamados respectivamente, de divisor, dividendo,
quociente e resto da divisao de a por b. Evidentemente, se o resto da divisao de a por b
for zero temos que b divide a. Como exemplo, o quociente e o resto da divisao de 35 por
6 sdo ¢q=5er=2>5, pois, 35 = 6-5+5. O quociente e o resto da divisao de —35 por 6
sdo ¢ =—6 e r=1, visto que, =35 = 6-(—6)+ 1. O quociente e o resto da divisao de 20
por 5sao q=4er=0,jaque 20 = 5-4+40.

Recordemos que dados os ntimeros inteiros a e b distintos ou nao, ¢ sempre
possivel determinar um divisor comum de a e b, ou seja, um numero d que satisfaz a
condicdo que d | a e d | b. Por exemplo os nimeros £1, £2, £3 e =46 sdo os divisores
comuns de 24 e 30. A definicao abaixo, ja constava nos Flementos por Euclides e é a base

de sua Aritmética.

Definicao 3.1.2. Diremos que um niumero inteiro d > 0 é wm maximo divisor comum

(mdc) de a e b, se possuir as sequintes propriedades:

e d ¢ um divisor comum de a e de b,

e d ¢ divisivel por todo divisor comum de a e de b, equivalentemente temos que se ¢ €

um divisor comum de a e de b, entdo c|d.

Retornaremos ao exemplo anterior, temos que: =1, £2, +3 e +6 sao os divisores
comuns de 24 e 30, e 6 é 0 maximo (maior) divisor comum de 24 e 30, assim, escrevemos,
mde(24,30) = 6.

Proposicao 3.1.13. Para todo a, b € Z temos,

e mdc(0,a) = |al,a € Z*;
e mde(l,a)=1;

o mdc(a,a) = |al;

e mdc(a,b) = mdc(b,a);
e mdc(0,0) ndo existe;

e Para todo b € Z temos que a | b se, e somente se, mdc(a,b) = |al.

A demonstragao dessa proposigao pode ser verificada em HEFEZ (2016, p. 74-
75). Como exemplo temos mde(6,0) = 6, porque todo divisor de 6 é também divisor de
zero e, o maior divisor comum é o préprio 6. Outro exemplo, o mdc(8,—10) = 2, pois,
os divisores de 8 sao —8, —4, —2, —1, 1, 2, 4 e 8, enquanto os divisores de —10 sao

—10, =5, =2, —1, 1, 2, 5 e 10, note que a interseccao dos divisores de 8 e 10 é igual
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ao conjunto {—2, —1, 1 e 2}, logo, o maior divisor comum de 8 e de 10 é o ntimero 2,
designado assim por mdc(8,10) = 2. Ademais, vale a igualdade mdec(—4,6) = mdc(4,6) =
2.

O método acima para o calculo do mdec de dois niimeros inteiros quaisquer nao é
conveniente quando tratar de nimeros grandes, sendo muito trabalhoso e para tal, utiliza-
se outro método conhecido como Algoritmo do mdc de Euclides, método este usado por

Euclides, e até hoje, apesar da era computacional, nao foi aperfeigoado.

Podemos entao enunciar o seguinte resultado e sua demonstracao consta em
HEFEZ (2009, p. 66):

Lema 3.1.1 (O Lema de Euclides). Dados inteiros a e b, os divisores comuns de a e b

sdo 0s mesmos que os divisores comuns de a e b—c-a, para todo niimero inteiro ¢ fizado.

Proposicao 3.1.14. Se a = bg+r, entao mde(a,b) = mdc(b,r).

[lustraremos o resultado acima para calcular o mdec de a = 162 e b = 372. Pela
divisao euclidiana podemos escrever o nimero 372 da seguinte maneira 372 = 162 -2 +48.
pela 3.1.14,

mdc(372,162) = mdc(372 — 162.2,162) = mdc(48,162).

Repetindo o procedimento agora para a =48 e b =162, podemos escrever 162 na equacao
de Euclides da seguinte forma 162 = 48 -3+ 18. Utilizando novamente 3.1.14 obtemos,

mdc(372,162) = mdc(162,48) = mdc(18,48) .

Repetindo o procedimento, agora a vale 18 e b vale 48 temos que 48 = 18.2+ 12, o que

nos remete a
mdc(372,162) = mdc(162,48) = mdc(48,18) = mdc(18,12).

Agora, para a =12 e b= 18, a equacgao euclidiana fica da seguinte maneira: 18 = 12.1 46,

e novamente,
mdc(372,162) = mdc(162,48) = mdc(48,18) = mdc(18,12) = (12,6) =6
O procedimento acima pode ser sistematizado, como segue:

Quociente | 2 31211 2
372 162 | 48 | 18 | 12 | 6=mdc
Resto 48 |18 | 12| 6 0
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O Algoritmo de Euclides usado de tras para frente nos da uma informagao adi-

cional fundamental, das igualdades acima podemos escrever:

6 = 18—12x1,
12 = 48—18x2,

18 = 162—48x 3,
48 = 372-162x2 .

Fazendo as substituicoes dos restos, temos,

6 = 18—12x1=18—(48—18x2)
= 18x3—48=(162—48x 3) x 3—48
= 162x3-48x10=162— (372—162 x 2) x 10
= 162x23-372x10 .

Assim, podemos escrever 6 = mdc(372,162) = 162 x 23+ 372 x (—10). Este método nos
remete ao importante resultado abaixo, cuja demonstracao pode ser encontrada em DO-
MINGUES (1991, p. 107).

Proposicao 3.1.15. (Relagio de Bézout) Dados quaisquer inteiros a e b, mas nao ambos

nulos, existem dois inteiros m e n tais que

mdc(a,b) =a.n+bm .

Se mdc(a,b) =1 diz-se que a e b sdo primos entre si ou que a é primo com b e

vice-versa, em particular temos a seguinte proposicao,

Proposicao 3.1.16. Dois nimeros a e b sao primos entre si se, e somente se, existem

n,m € 7Z de maneira que an+bm =1

Demonstragdo. E uma consequéncia imediata da proposicéo 3.1.15 no caso em que mdc(a,b) =
1. O

Facamos a seguinte aplicacao da proposicao 3.1.16, verificar se 35 e 111 sao pri-

mos entre si. Devemos escrever a combinagao linear do mde(35,111):

Quociente | 3 |5 |1 5
111 35|16 |5|1=mde
Resto 6 |51 0
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Isolando os restos temos,

1 = 6-5x1,
5 = 35-6x5,
6 = 111-35x3.

Fazendo as substitui¢oes dos restos, obtemos,

1 = 6-1x5=6—-1(35—6x5)=6—35+6x5=6x—1x35
= 6(111—35%x3)—1x35=6x111—18%x35—1x35
= 6(111)+35(—19) .

Esclarecemos que o conceito de maximo divisor comum pode ser estendido para trés ou

mais nimeros inteiros, por recorréncia:
mdc(ay,ag, - ,an) = mde(mdc(ay,ag, - ,ap—1),an).

Assim, para determinar o mdc dos nimeros 6, 4 e 8 fazemos mdc (mde (6,4),8) =
mde (2,8) = 2.

Teorema 3.1.2. Sejam a,b e ¢ niumeros inteiros. Se a | be e mde (a,b) =1, entdo a | c.

Demonstragio. Se a | be, entdo existe e € Z tal que bc = ae (1). Por hipdtese temos que
mdc(a,b) =1, entdo, pela proposi¢ao 3.1.15 existem m,n € Z tais que ma+nb = 1. Mul-
tiplicando por ¢ ambos os lados dessa igualdade, obtemos, ¢ = mac+ nbc. Agora, substi-
tuindo bc por ae, conforme (1), temos que ¢ = mac+nae = a(mc+ne). Seja k = (mc+ne)

segue que ¢ = a-k, e, portanto a | c. ]

Dentre as varias aplicacoes do mdc destacamos aqui a resolugao de equacgoes
diofantinas lineares. A resolugao de alguns problemas de aritmética recaem em uma equa-
¢ao do tipo ax +by = ¢, com a,b,c € Z e x e y incégnitas determinadas em Z, equagao
esta denominada equacao diofantina em homenagem a Diofanto de Alexandria. No en-
tanto, muitas equacoes desse tipo nao possuem solugoes nos inteiros, como por exemplo:
4x + 6y = 3, pois, 4x e 6y sao pares e é impossivel que seja igual a 3. Vejamos entao as
condicoes para que uma equacao diofantina possua solugoes, e as demonstragoes podem
ser encontradas em HEFEZ (2016, p. 100) ou DOMINGUES (1991, p. 119).

Proposigao 3.1.17. Uma equagio diofantina ax+by =c, em que a #0 ou b+# 0, admite

solugao se, e somente se, d = mdc(a,b) divide c.

Proposicao 3.1.18. Seja (z9,y0) uma particular solugio da equagao diofantina ax+by =
c, coma+#0 eb#0. Entdo essa equacao admite infinitas solucoes e o conjunto dessas
solugoes €: S = {(xo + %t,yo —at)te Z} sendo d = mdc (a,b).
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Proposicao 3.1.19. Seja x¢,y0 uma solugao da equagao ax+by = c, com mdc (a,b) = 1.

Entao, as solugoes x,y em 7 sao x =xg+1tb, y=yo—ta; t € Z

Como aplicacao destes resultados, resolveremos a 5* questao do segundo exame
nacional de qualificacdo 2018 (PROFMAT, 2018):

Problema 3.1.1. Considere a equagdo diofantina linear bx + 3y = 2018.
(a) Escreva a solugdo geral em Z.
(b) Quantas solugoes existem em NU{0}?

Resolugao: (a) Temos que 5-(—1)+3-(2) =1, logo 5 (—2018) 4 3 - (4036) = 2018. Fa-

zendo a divisao euclidiana de —2018 por 3,

—2018 =3-(—673)+ 1.

Substituindo na equacio acima, obtemos

5-(=3-673+1)+3-(4036) = 2018

5-(1)43- (4036 —5-673) = 2018

5-(1)+3-(671) = 2018

Portanto, xp =1 e yg =671 é uma solugao particular e a solugao geral em 7Z é dada por
r=1+3t

y =671 —5¢

; comt € Z.

(b) A solugao geral em NU{0} é dada por
x=1+3t
y =671 — 5t

e 671 -5t >0, logo 0 <t < 134.

Portanto, existem 135 solugoes em NU{0}. o

onde t e NU{0}

3.2 Crongruéncia e Divisibilidade

Iniciaremos esta se¢ao com uma questao do nivel 1 da primeira etapa das Olim-
piadas Brasileira de Matematica das Escolas Publicas - OBMEP de 2012:

Problema 3.2.1. Um quadrado de lado 1 ¢cm roda em torno de um quadrado de lado 2
cm, como na figura, partindo da posicio inicial e completando um giro cada vez que um

de seus lados fica apoiado em um lado do quadrado maior.
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Figura 1 — Giros do quadrado menor

7 Og y
2 X
! %,

posicdo posicdo
posigéo apos o apos o 22
inicial 12 giro giro

Fonte: OBMEP (2012, p. 2)

Qual das figuras a sequir representa a posicao dos dois quadrados apos o 2012°

qiros?

Figura 2 — Resultado depois de 2012 giros

-

A) B) C)

’ EI E]
Fonte: OBMEP (2012, p. 2)

Resolugao:
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Figura 3 — Buscando a resolugao

Fonte: Autora

Analisando a figura acima, verificamos que apés oito giros sucessivos o quadrado
menor retorna a sua posigao inicial (quadradinho amarelo). Como 2012 =8 x 251 +4, apds
0 2012° giro o quadrado preto tera dado 251 voltas completas no quadrado maior e mais

quatro giros, parando na posi¢ao que corresponde a alternativa A. e

A ideia do exemplo acima foi desenvolvida por Gauss e consiste na aritmética
dos restos, pois, para saber a resposta nao houve a necessidade de rodar o quadrinho preto

2012 vezes, necessitamos apenas do resto da divisao de 2012 por 8.

Definicao 3.2.1. Seja m > 1 um numero natural. Diremos que dois niumeros inteiros a
e b sao congruentes modulo m se os restos de sua divisao euclidiana por m sao iguais.

Quando os inteiros a e b sao congruentes modulo m, escreve-se
a = b modm.

Quando a e b ndo sio congruentes modulo m, podemos dizer também incongruentes,
escreve-se

a b modm

Como exemplo podemos verificar se 15 é ou nao congruo a 8 médulo 7, para tal,

podemos fazer a divisao euclidiana de 15 e de 8 por 7:

15 7 8 |7
1 2 1 1

Comparando os dois restos, percebemos que ambos sao iguais a 1, com isso concluimos 15

é congruente a 8 médulo 7, ou seja 15 = 8 mod 7. Outro exemplo, verificarmos se 31 é
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congruente a 29 médulo 5 e, repetindo o procedimento, isto é fazendo a divisao euclidiana
de 31 e de 29 por 5 obtemos,

31 |5 29 |5
1 6 4 5

Detectamos que os restos sao diferentes, isto é, os restos da divisao de 31 e 29 por 5 sao 1

e 4 respectivamente, logo, 31 # 29 mod 5, ou seja, 31 nao é congruente a 29 médulo 5.

Recordemos que a restrigdo da definicdo 3.2.1 de m > 1 se deve ao fato de que
o resto da divisao de qualquer inteiro por 1 é sempre exata, isto € a = b mod 1 para
todo inteiro a e b. Temos ainda um importante resultado, para verificar se dois inteiros
a e b sdo congruentes, nao sendo necessario efetuar a divisao euclidiana de a e b por m,

para depois fazer a comparacao dos restos, basta para tal aplicar a seguinte proposigao.
Proposicao 3.2.1. Tem -se que a = b mod m se e somente se, m divide b— a, isto €,
m|b—a.

Demonstragio. De fato, pela divisao euclidiana temos:

a=mqg+rcomO0<r<meb=mqy+ry, com0<Lr; <m,

logo,
b—a=mq +ri—mqg—r=m(q —q)+(r1—r).

Portanto, m divide b—a se, e somente se, m divide r; —r. Por ser 0 < r; —r < m, segue

que m divide b—a se e somente se, ry —r = 0, isto é, se e somente se r; = 7. O

Como exemplo, para verificaremos se 35 = 27 mod 4, basta examinarmos se
a diferenca 35— 27 ¢é divisivel por 4. Como 35— 27 =8, e o resto da divisao de 8 por 4 é
igual a 0, temos que 35—27 = 8 =0 mod 4, logo, 35 = 27 mod 4.

Em consoante a defini¢do, percebemos que a congruéncia médulo um inteiro m, é
uma relacgao de equivaléncia ou seja, € reflexiva, simétrica e transitiva, logo, vale a seguinte

proposi¢ao cuja demonstragao pode ser encontrada em DOMINGUES (1991, p. 125):

Proposicao 3.2.2. Seja m € N. Para todos a,b,c € Z tem-se:

e a = a modm

e seca = b modm, entdob = a modm

e sea =b modmeb = ¢ modm, entdo, a = ¢ modm
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Destacamos também os seguintes resultados,

Definicao 3.2.2. Um conjunto de m inteiros m > 0, forma um sistema completo de restos
modulo m se dois quaisquer desses numeros, diferentes entre si, sao incongruos modulo

m.

Em decorréncia 3.2.2 temos a seguinte proposicao:

Proposicao 3.2.3. Se ry,---,rm € um sistema completo de resto modulo m, entao todo

inteiro a € congruo a um e somente um dos r;

Demonstracao. Aplicando a divisdo euclidiana aos elementos a e m temos que a = mqg+r,

com 0 <7 <m, o que é equivalente a a = r modm e r € {0,1,--- ;m —1}. Por outro
lado, se consideramos a divisao de {ry,---, 7, } por m, fornecera m restos, distintos dois a
dois, e dai, para algum r; temos r; =mgq; +7, isto é, r;, = r mod m. Mas a = r mod m,

entao a = r; mod m. Mas, se a = rp mod m, implica que r; = r. mod m, isto é, pela

defini¢ao de sistema completo de restos que r; = ry. 0

Exemplificaremos os resultados mostrando que o conjunto X ={—2,—1,0,1,2} é
um sistema completo de residuos médulo 5. Sabemos que os possiveis restos da divisao de
um inteiro a por 5 sao os numeros A ={0,1,2,3,4}. Note que, =2 = 3 mod 5; -1 = 4
mod 5;0 = 0 mod 5;1 =1 mod 5e2 = 2 mod 5. O que nos mostra que dado um
inteiro b, b é congruo a somente um dos elementos do conjunto A. Logo, A é um sistema

completo de restos mddulo 5.

Salientamos que a nocao de congruéncia, por ser uma relagdo de equivaléncia,

comporta as operagoes de adicao e multiplicagdao, conforme estudaremos a seguir.

Proposicao 3.2.4. Sejam a, b, ¢, d, m € Z, com m > 1.

(i) Sea = b modm e ¢ = d modm, entdo a £ ¢=b + d modm;
(ii) Sea = b modm ec = d modm, entdo ac = bd mod m.
Demonstrag¢iao. Suponhamos que a = b modm e ¢ = d modm. Logo, temos que

m|btaem|d=Lc. Basta observar que m | (b—a)+(d—c) e, portanto, m | (b+d)— (atc),
0 que prova essa parte da proposi¢ao acima.

Basta notar que bd —ac = d(b—a)+a(d —c) e concluir que m | bd — ac O

A proposicao 3.2.4 nos leva a concluir que as congruéncias de maodulos iguais,
assim como nas igualdades, somam-se, subtraem e multiplicam-se membro a membro e

como consequéncia segue o seguinte resultado:
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Proposicao 3.2.5. Para todosn €N, a, b €Z, sea = b mod m, entdo tem-se que
(i) na = nb mod m;
(i) a™ = b" mod m.

(i) Pode ser demonstrada por indugao, mas faremos apenas (ii).
(7i). Provaremos por inducao em n.

(i) é facil ver que a proposi¢ao é verdadeira para n = 1.

(ii) Suponhamos que a proposigao seja verdadeira para algum n natural, isto é, se a =

b modm entao a” = b" modm. Queremos mostrar que é valido também para
(n+1). Por hip6tese de indugdo a = b mod m, entao, pela proposicao 3.2.4 temos
a"-a = b"-b mod m, ou seja, a® = "1 mod m. Isto é, a proposicio é

verdadeira para todo inteiro positivo n.
O

A proposicao 3.2.4 ainda nos leva a concluir que, para as congruéncias vale o
cancelamento em relacao a adigao, no entanto, nao vale a lei do cancelamento para a
multiplicagdo, pois, 2x3 = 2x6 mod 6, mas, 3 # 6 mod 6. Todavia, é possivel
efetuar o cancelamento de fatores de ambos membros da congruéncia se forem primos

com o médulo, vejamos:

Proposicao 3.2.6. Sejam a, b, ¢, m € Z, com m > 1 e mde(e,m) = 1. Temos que
ac = bc mod m & a = b mod m
Como exemplo, se considerarmos a congruéncia —35 = 45 mod 8, podemos es-

crever —35 e 45 como 5-(—7) e 5-(9) respectivamente. Reescrevendo a congruéncia temos
5-(=7) = 5-(9) mod 8. Notemos que mdc(5,8) =1, logo, sdo primos entre si, usando
a proposi¢ao 3.2.6, podemos cancelar o fator 5 de ambos os membros da congruéncia, o
que nos fornece —7 = 9 mod 8. Outro exemplo, a congruéncia 44 = 60 mod 8, como
44 =4-11 e 60 =415, reescrevendo a congruéncia temos 4-11 = 4-15 mod 8. Note
que ndo podemos cancelar o fator 4, pois mdc (4,8) =2 # 1. E ainda, 11 # 15 mod 8.

Em relagao a multiplicacao, listamos agora algumas propriedades da congruén-

cia:

Proposicao 3.2.7. Sejam a, be Z em, n, my,---,m, inteiros maiores do que 1. Temos

que
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i) sea = b modm en|m, entioa = b mod n;
i) a = b mod m;, para todo

i=1,---;r <a = b mod [my, - ,my
i) sea = b mod m, entdo mdc (a,m) = mdc (b,m).

Demonstragio. (i) se a = b mod m, entdo m | b—a. Como n | m, segue -se que n | b—a.

Logo, a = b modn.
(ii)Sea = b mod m;, parai=1,---,r, entdo m; | b— a, para todo i. sendo b —a um multi-
plo de cada m;, segue-se que [my,---,m,] | b—a, o que prova que a = b mod [my,---,m,]|.

Note que a reciproca decorre do item (i).
(iii) Se a = b modm, entdo m | b—a e, portanto, b = a+tm, com t € Z. Logo temos que
mdc (a,m) =mdc (a+tm,m) =mdc(b,m). O

E, para ilustrar a proposi¢ao 3.2.7 queremos achar o menor miltiplo positivo de 7
que deixa resto 1 quando dividido por 2, 3, 4, 5 e 6. Conforme 3.2.7, devemos encontrar

a solucao da congruéncia
7r = 1 mod][2,3,4,5,6], ouseja, 7o = 1 mod 60.

Note que, esta congruéncia ¢ equivalente a equacao diofantina 7x —60y = 1 e pelo algoritmo

de Euclides temos:

4=60-7-8
3=7—-4-1
1=4-3-1

Fazendo as substituicoes dos restos temos,

1 = 4-3-1
= 4—(7-4)
= 2.4-7
= 2(60—7-8)—7
= 7-(=17)—60-(-2).

Sendo xg = —17 e yp = —2 uma solucao particular e, a solucao geral é dada por x =

—17460t e y = —2—"7t, com t € Z. Portanto, o menor valor t, que seja a solucao do
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problema, é t = —1. Entao, —174 60 = 43. Segue-se entdo que o nimero procurado é
7-43 = 301.

Passaremos agora a algumas aplicacoes das congruéncias, dentre as aplicagoes
da congruéncia destacamos aqui os critérios de divisibilidade ou de multiplicidade que sao
regras que nos informa se a divisao euclidiana de um numero inteiro por outro inteiro
fixado tem resto zero, em outras palavras, decide se um ntmero inteiro é ou nao multiplo

do inteiro fixado. Listamos neste, alguns critérios de divisibilidade,

Proposicao 3.2.8. Um nidmero é divisivel por 2 (ou par), quando seu ultimo algarismo

for 0,2,4,6 ou 8.

Demonstragcao. Seja n um numero inteiro escrito no sistema decimal n = n,...nyng =
ny-10" + ... 4+n1- 104+ ng. Note que 10 = 0 mod 2, logo, n;-10° = 0 mod 2, segue que
n = ng mod 2, o que nos leva a concluir que n é divisivel por 2 se, e somente se, ng é

divisivel por 2, ou seja, se ng for par. O]

Proposicao 3.2.9. Um numero é divisivel por 3 quando a soma de seus algarismos for

um numero multiplo de 3.

Demonstracio. Como 10 = 1 mod 3, temos que n;10° = n; mod3. Logo, se n =
nyNy—1---ng € um namero representado na base 10, entao, n = n, +np_1+---+ng
mod 3. O que nos leva a concluir que n é divisivel por 3 se, e somente se, n,+---+ng é

divisivel por 3. O

Proposicao 3.2.10. Um numero é divisivel por 9 quando a soma de seus algarismos for

um numero multiplo de 9.

Demonstracio. Analogo a demonstracao anterior [

Proposicao 3.2.11. Um numero é divisivel por 4 quando os dois ultimos algarismos for

maltiplo de 4.

Demonstracio. Seja n=mn,10" +---+ng-1024+n; - 10 +ng um inteiro qualquer escrito na
sua forma decimal. Mas n pode ser reescrito como: n = 102+ (n, 10" "2 4...+ng) +n1-10+
ng. Note que: 102 = 0 mod 4. Entdo, n = 10n; +n¢ mod 4. O que nos leva a concluir

o resultado. N

Proposicao 3.2.12. Um numero é divisivel por 5 quando termina em zero ou cinco.

Demonstrag¢io. Sendo n=10- (ry...r1) + ro, como 10 = 0 mod 5, entdo temos n = ng
mod 5, percebemos entdo que n é divisivel por 5 se, e somente se, ng o for, e portanto,

ng =0 ou ng = 5. O
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Proposicao 3.2.13. Um niumero é divisivel por 6 quando for ao mesmo tempo divisivel

por 2 e 3.

Demonstrag¢io. Como 6 =2-3, o resultado segue. O

Proposicao 3.2.14. Um niumero é divisivel por 10 quando terminar em zero.

Demonstrag¢io. Sendon =10-(ry...r1)+rg, como 10 = 0 mod 10, entdo n = ng mod 10.

Logo, n é divisivel por 10 se, e somente se, rg o for, e portanto, rog = 0. O

Finalizaremos este capitulo com o seguinte problema.

Problema 3.2.2. Se somarmos todos os nimeros de 1 a 2019 qual o resto da divisao por
107

Resolugao: A soma dos algarismos de 1 a 9

(14+2434+4+54+6+7+8+9+0)=45

Notemos que,

14+2+---+10=055 resto 5 na divisao por 10
114+12+---+20=155 resto 5 na divisao por 10
214+22+---430=255 resto 5 na divisao por 10

2001 +2002+--- 42010 = 20.055 resto 5 na divisao por 10

Como 2010 = 201 - 10, que conforme acima sao 201 blocos de 10 ntiimeros, cuja soma deixa
resto 5 na divisao por 10. Logo, s6 precisamos nos preocupar com este 5 e com o ultimo
algarismo dos nove ultimos ntmeros:5+1+2+3+4+5+6+7+8+9 =50. O ultimo
algarismo ¢ 0, pela proposi¢do 3.2.14 temos que esse numero ¢é divisivel por 10, logo, o

resto da soma é (.e

No préximo capitulo apresentaremos alguns destes resultados aplicados na exe-

cucao do projeto de intervencao pedagogica.
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4 RESULTADOS E DISCUSSAO

O Projeto de intervengao pedagogica “Congruéncia no Ensino Fundamental” foi
aplicado na Escola Municipal Professor José Pereira da Silva, em Campos Belos - GO,
entre os dias 22 de maio a 11 de junho do corrente ano, no qual sou professora regente de
matematica das turmas de 6%, 7° e 8 anos no turno matutino. A metodologia usada foi
qualitativa e pesquisa-acao. Qualitativa porque é de origem naturalista e segundo Bogdan,

Na investigacdo qualitativa a fonte directa de dados é o ambiente natu-
ral, constituindo o investigador o instrumento principal. (...) Contudo,
mesmo quando se utiliza o equipamento, os dados sao recolhidos em
situacdo e complementados pela informacgao que se obtém através do
contacto directo. (...) Entendem que as ac¢oes podem ser melhor compre-
endidas quando sdo observadas no seu ambiente habitual de ocorréncia.
BOGDAN e BIKLEN (1994, p. 47-48)

Pesquisa-acao, pois todos os alunos estavam envolvidos na exploracao da estratégia para
a resolucao dos problemas propostos em aritmética dos restos conforme Barbier,

A pesquisa-acdo submete seus resultados, previamente negociados dia
a dia entre o pesquisador e os participantes da pesquisa, a toda a co-
letividade para provocar sua avaliacdo. A coletividade passa, entdo, a
determinacao das possibilidades de melhoria. No fim da pesquisa, pode
ou nao haver a redagdo de um relatorio final; mas, de qualquer modo, ha
sempre discussao sobre os resultados e uma proposta de novas estratégias
de agdo. BARBIER (2007, p. 56).

Ressaltamos que incentivamos a resolucao dos problemas propostos em sala de aula de

forma empirica.

Neste projeto abordamos um conteiido que nao esta diretamente presente na
Matriz Curricular do Ensino Bésico: A Aritmética Modular (Congruéncia). No entanto,
este conceito e suas aplicagdes nao exigem conhecimentos matematicos além do programa
escolar. Em suma, a divisibilidade é um dos subsidios imprescindiveis para o ensino da
Congruéncia, de sorte que esta presente nos contetidos a serem ministrados no 6° ano do
Ensino Fundamental. Entendemos que além da divisibilidade estar presente na matema-
tica académica bésica, ela também se encontra em diversas situagoes no cotidiano das
pessoas, como por exemplo: ao se formar times de futebol (ao dividir os atletas formando
dessa forma os times), na divisdo de valor gasto por um grupo de amigos apds sairem
de uma lanchonete etc. Muitas vezes alguns alunos nao sabem relacionar o empirismo do
mundo real com a matematica vivenciada em sala, sendo esta considerada muito dificil
pela maioria. Considere por exemplo o resultado do Programa Internacional de Avaliacao
de Estudantes (Pisa) divulgado pelo Ministério da Educacao - MEC,

O desempenho médio dos jovens brasileiros de 15 anos na avaliacdo da
disciplina foi de 377 pontos, valor significativamente inferior & média dos
estudantes dos paises membros da OCDE: 490. “Nos tltimos 12 anos, o



E ainda conforme MEC,

Fato este condizente com o
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acesso ao ensino melhorou, mas nao evoluimos em qualidade. A necessi-
dade da reforma do ensino médio se traduz nos dados”, disse o ministro.
“Tivemos a divulgacao do indice de desenvolvimento da educacao bésica
(Ideb) e, agora, o Pisa. O desempenho em matematica piorou em relagao
a anos anteriores”. MEC (2016a).

Em matemaética, o pais apresentou a primeira queda desde 2003, inicio
da série histérica da avaliacdo, e constatou que sete em cada dez alunos
brasileiros, com idade entre 15 e 16 anos, estdo abaixo do nivel basico
de conhecimento. O ministro da Educacao, Mendonca Filho, lamentou
os numeros. “Esse resultado é uma tragédia”, afirmou. “E confirma exa-
tamente o diagnostico que fizemos, desde o inicio da nossa gestao, de
que, apesar de termos multiplicado por trés o orcamento do Ministério
da Educagado, em termos reais, o desempenho ficou estagnado ou até
retrocedeu, como é o caso especifico de matematica”. MEC (2016b).

resultado do ultimo SAEB,

A proficiéncia média nacional (224,1) em matemética no 5° ano estd no
intervalo referente ao nivel 4 dessa escala de proficiéncia. Abaixo desse
nivel situam -se 33% dos estudantes, o que indica um menor desempenho
em termos das habilidades avaliadas no teste. Desse nivel até o nivel
10, encontram - se 67%.(...) A proficiéncia média nacional (258,4) em
matematica no 9° ano esta no intervalo referente ao nivel 3 dessa escala
de proficiéncia. Abaixo desse nivel situam - se 45% dos estudantes, o que
indica um menor desempenho em termos das habilidades avaliadas no
teste. Desse nivel até o nivel 9, encontram - se 55%. (...) A proficiéncia
média nacional (269,4) em matemadtica na 3% série do ensino médio estd
no intervalo referente ao nivel 2 dessa escala de proficiéncia. Abaixo desse
nivel situam - se 39% dos estudantes, o que indica um menor desempenho
em termos das habilidades avaliadas no teste. Desse nivel até o nivel 10,
encontram - se 61%. MEC-Inep (2017, p. 97-105).

Assim sendo, os discentes apresentam muitas dificuldades acerca de conteidos basicos

de matematica, cujo resultado foi constatado por meio de uma atividade diagnostico

(Apéndice A) composto por dez questoes em que aplicamos em turma do 6°, 7° e 8° anos

daquela escola conforme mostra a tabela 1 abaixo:
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Tabela 1 — Resultado da Atividade Diagnéstico

Numero de acertos || Quantidade de alunos || Percentual(%) |

0 16 37,2
1 1 9,3
2 6 13,9
3 3 6,9
4 3 6,9
5 2 4,6
6 3 6,9
7 3 6,9
8 2 4,6
9 0 0,0
10 1 2.3

Fonte: Autora

Estes dados nos remete a uma triste realidade, constatamos que é inferior a 50% a quanti-
dade de alunos que nao conseguem resolver “operagoes béasicas” de matematica envolvendo
apenas numeros naturais, vejamos ainda que, considerando um aproveitamento igual ou
superior a 50% das questoes, temos um total de apenas 11 alunos. Fato este em desacordo
com as habilidades propostas para este nivel de escolaridade segundo a BNCC,

Com referéncia ao Ensino Fundamental — Anos Finais, a expectativa é
a de que os alunos resolvam problemas com niimeros naturais, inteiros
e racionais, envolvendo as operagdes fundamentais, com seus diferentes
significados, e utilizando estratégias diversas, com compreensao dos pro-
cessos neles envolvidos. Para que aprofundem a nogao de ntimero, é im-
portante coloca-los diante de problemas, sobretudo os geométricos, nos
quais os numeros racionais nao sao suficientes para resolvé-los, de modo
que eles reconhegam a necessidade de outros nimeros: os irracionais. Os
alunos devem dominar também o cédlculo de porcentagem, porcentagem
de porcentagem, juros, descontos e acréscimos, incluindo o uso de tecno-
logias digitais. No tocante a esse tema, espera-se que saibam reconhecer,
comparar e ordenar niimeros reais, com apoio da relagdo desses niimeros
com pontos na reta numérica. BRASIL (2017, p. 269).

Ainda conforme o documento BNCC BRASIL (2017, p. 301) Uma das habilidades pro-
postas para o inicio do Ensino Fundamental II, ou seja, 6° ano é “ Resolver e elaborar
problemas que envolvam calculos (mentais ou escritos, exatos ou aproximados) com ni-
meros naturais, por meio de estratégias variadas, com compreensao dos processos neles
envolvidos com e sem uso de calculadora”. Habilidades estas que envolvem as operacoes
béasicas da matematica (adi¢ao, subtragao, multiplicagao, divisdo e potenciacdo) com nu-
meros naturais. Destacamos também a uol educagao,

O aluno da 2% fase do ensino fundamental precisa ter dominio sobre as
quatro operagoes basicas: adi¢do, subtracao, multiplicacao e divisao, a
fim de obter sucesso nos contetidos subsequentes, pois a partir do 6° ano
serao constantemente usadas em situagoes mateméaticas mais complexas,
tais como problemas e relacdes com situacoes cotidianas. NOE (-).



48

Acerca da dificuldade encontrada pelos alunos em relagao a contetidos basicos
de matemética em particular divisdo euclidiana entre ntimeros inteiros, conteido este
relevante para o prosseguimento académico do educando, é que elaboramos o projeto de
forma a trabalhar congruéncia no Ensino Fundamental, objetivamos com isso, utiliza-la
como metodologia do desenvolvimento do raciocinio légico ou letramento matematico.
Buscamos também fazer um elo entre o cotidiano e a matematica, conforme BRASIL
(1998, p. 29) “O estabelecimento de relagoes é tao importante quanto a exploracao dos
contetidos matematicos, pois, abordados de forma isolada, os contetidos podem acabar
representando muito pouco para a formagao do aluno, particularmente para a formacao
da cidadania”. Assim, facilitou o entendimento e consequentemente o interesse dos alunos
pela matematica, desenvolvendo dessa forma o letramento mateméatico tao necessario para
atuar em sociedade. Que conforme a BNCC temos,

O Ensino Fundamental deve ter compromisso com o desenvolvimento
do letramento matematico, definido como as competéncias e habilidades
de raciocinar, representar, comunicar e argumentar matematicamente,
de modo a favorecer o estabelecimento de conjecturas, a formulagdo e
a resolucdo de problemas em uma variedade de contextos, utilizando
conceitos, procedimentos, fatos e ferramentas mateméaticas. E também o
letramento matematico que assegura aos alunos reconhecer que os conhe-
cimentos matematicos sao fundamentais para a compreensao e a atuacao
no mundo e perceber o carater de jogo intelectual da matematica, como
aspecto que favorece o desenvolvimento do raciocinio légico e critico,
estimula a investigacdo e pode ser prazeroso. BRASIL (2017, p. 266).

Os encontros para a realizacdo do projeto foram concomitantes com o horario
normal de aula (de 48 minutos cada), ou seja, o primeiro encontro utilizamos 02 aulas; o
segundo e terceiro encontros foram necessarios 03 aulas cada; o quarto, quinto e sexto 02

aulas cada; finalmente o sétimo encontro foram 03 aulas.

No primeiro encontro, programamos atividades de revisao dos conceitos de mnul-
tiplos e divisores de um nimero inteiro positivo, conforme referéncia (NERY, 2013) (Apén-
dice A), primos menores que 20 e decomposi¢ao de ntimeros em fatores primos, seguida de
oficina de resolugao de exercicios, objetivando dessa forma fazer com que os alunos com-
preendam que os niimeros naturais sao primos ou escritos de forma tinica como primos.
Iniciamos a aula relatando a histéria do surgimento da congruéncia, e de acordo com a

BNCC,

Além dos diferentes recursos didédticos e materiais,(...) é importante in-
cluir a histéria da Matemaética como recurso que pode despertar interesse
e representar um contexto significativo para aprender e ensinar Mate-
matica. Entretanto, esses recursos e materiais precisam estar integrados
a situacoes que propiciem a reflexdo, contribuindo para a sistematizacao
e a formalizagdo dos conceitos matemdaticos. BRASIL (2017, p. 298).

Em seguida deu inicio a revisao de miltiplos e divisores de um ntimero inteiro positivo.
Mas, devido a dificuldade em operagoes béasicas da matemadtica, revisamos também as
duas operagoes (adicdo e multiplicagao) e as duas relagdes (diferenga e divisao). Este

encontro foi marcado pela participacao efetiva dos alunos, participagao esta justificada
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pelo fato dos discentes estarem familiarizados com a ideia de miltiplos e divisores dos
numeros naturais. Houve varios questionamentos dentre os quais destacamos: quantos sao
os numeros primos? E ainda, porque o 2 é o tinico nimero par que é primo? Salientamos
que estas questoes foram discutidas através de exemplos expostos no quadro branco.
No decorrer da aula foi proposto algumas atividades (Apéndice A) para que os alunos
fizessem, e, apos algum tempo, estas foram discutidas corrigidas no quadro com a sua

devida explicacao.

No segundo encontro estava planejado apresentar um cartaz com nimeros entre
1 e 2019 e em seguida pedir os alunos organizarem em uma tabela ou de outra forma
conveniente os niimeros divisiveis por 2,3,4,5,6,7,9,10 e 11 e a partir dai, instiga - los a
perceber as regras de divisibilidade e fazendo anotagoes das mesmas. E por fim, relembrar
que se a divide b entdo existe ¢ pertencente aos inteiros tal que b = a-bc. Aquele encon-
tro despertou o interesse dos alunos, e todos, sem excecao, estavam muito motivados em
descobrir quais daquelas divisdes seriam exatas, ou seja, com resto zero. A euforia foi
enorme, pois eles conheciam algumas regras de divisibilidade, e, a regra da divisibilidade
por 9 foi deduzida por eles quando comentamos a regra do 3. Todavia, apesar de conhece-
rem algumas regras, os alunos nao faziam a conexao destas com as divisdes que estavam
fazendo. Fato este explicado e exemplificado em sala, levando assim, os alunos a fazerem
a ligacao dos contetidos estudados e dessa forma tentarem descobrir as regras de divisi-
bilidade. Até o final daquele encontro os alunos nao conseguiram descobrir as regras de
divisibilidade por 4,7 e 11, entao, foi proposto a eles que pesquisassem em casa as regras
que estavam faltando, objetivando dessa forma a sua assimilacao bem como agilidade nos
calculos futuros.

O terceiro encontro, utilizamos atividades de (JURKIEWICZ, 2006) (Apéndice
A), estratégia esta pautada no Documento Curricular de Goias - DC-GO,

(...) é fundamental trabalhar as ideias, os conceitos mateméticos intui-
tivamente antes da simbologia, antes da linguagem matemadtica.(...). O
professor, ao trabalhar o conteido com significado, proporciona ao estu-
dante sentir o que é importante saber, o que esta sendo ensinado, para
sua vida em sociedade ou que o contetido trabalhado lhe sera ttil para
entender o mundo em que vive, valorizando a experiéncia acumulada

dentro e fora da escola. GOIAS (2018, p. 370)

E finalizamos com uma lista de exercicios de divisdo euclidiana nos naturais escrita na
forma da equacgao de Euclides e socializacao da resolucao dos mesmos. Antes realizamos a
socializagao da pesquisa sobre regras de divisibilidade requisitada na aula anterior. Houve
muita concentracao dos alunos e eles chegaram a conclusao de que a divisao na qual
estao acostumados a fazer nada mais é que a divisdo euclidiana, cujo nome sé agora foi
apresentado. Ainda neste encontro, abordamos diversos exemplos e a generalizacdo do

seguinte resultado “se a divide b entao existe ¢ pertencentes aos inteiros tal que b =a-c”.
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Com isso pode-se reforcar o nome de cada uma das parcelas da divisao, com enfoque maior
no quociente e resto, e assim sendo apresentamos no quadro branco, usando simbolos
matemadticos para a divisao euclidiana (D = d-q¢ + r), com 0 < r < d. Logo depois,
foi proposto aos alunos uma aula de resolugao de atividades(Apendice A) sobre divisao
dos niimeros naturais na forma de equacao de Euclides, seguida da resolu¢do dos mesmos.
No decorrer desta atividade, resolugao da lista, os alunos mostraram muito dispostos
e, o resultado de tamanha disposicao foi a conclusao com éxito de todas as atividades

propostas.

O quarto encontro, reservamos para desenvolver o calculo do M.D.C. pelo al-
goritmo de Euclides. Foi apresentado aos alunos uma lista de atividades (Apéndice A).
Apesar do interesse geral da turma, houve uma certa dificuldade em relagao a calculos
corriqueiros, em particular, na divisao euclidiana, contetido este imprescindivel para a
atuacao em sociedade, bem como, para o desenvolvimento do raciocinio l6gico. Os alunos
queriam descobrir quando as divisoes sucessivas acabariam, houve até uma disputa entre
eles para ver quem conseguia primeiro, e a comemoragao por parte de quem alcancava o
objetivo, despertava nos outros o interesse de também poder comemorar. Em suma, esta
aula provocou um desafio genuino nos alunos, e por consequéncia, um estimulo para o
raciocinio logico.

O quinto encontro, apresentamos e instigamos a resolucao de equagoes diofanti-
nas através do algoritmo de Euclides para o calculo do MDC. Teve inicio com um problema
exposto no quadro branco (Apéndice A) cuja resolucao era uma equacao diofantina. As so-
lugbes foram apresentadas através do algoritmo de Euclides, mas, o método de tentativas
e erros foi adotado pelos alunos depois da sua explicagao. Em seguida, foram apresenta-
dos algumas situagoes problemas contextualizada a possibilidade de vivéncia no dia a dia
dos alunos(Apéndice A), fazendo dessa forma um elo entre a matematica académica e o
cotidiano dos discentes, favorecendo dessa forma a compreensao. Tais situacoes proble-
mas despertou o interesse no contetido estudado por parte dos alunos, circunstancia esta
especificada em:

O aspecto local esta associado a matematica vivida no cotidiano no qual
devemos saber quais situacoes serdo cabiveis para determinada reali-
dade local, com atividades do cotidiano facilitando o desenvolvimento
de estratégias matemaéticas para assimilacao dos contetidos. Além disso,
a Matematica contextualizada localmente possibilita a formagdo de uma
consciéncia cidada capaz de se fazer presente em niveis cognitivo, social,
cultural e politico de forma participativa e de construcao coletiva na
comunidade local, com fortalecimento de praticas individuais e sociais
que gerem acgoes e instrumentos em favor da promocao, da protegao e da
defesa dos direitos humanos, da sustentabilidade, da educagao financeira
e de outros temas de interesse da comunidade.GOIAS (2018, p. 368)

No sexto encontro, trouxemos para sala de aula duas equagoes diofantinas (Apén-
dice A) modelado no cotidiano dos discentes, a partir dai foi possivel instiga-los a resolver

as equacoes propostas, com objetivo de que os alunos fossem capazes de formular e resol-
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ver equagoes diofantinas por meio de tentativas e erros. As equagoes diofantinas propostas
foram comentadas, corrigidas e discutidas e sua resolucao socializada; neste momento foi
apresentado aos alunos o padrao que existe nas solugoes, isto é, quando uma incégnita
aumenta, a outra diminui, acompanhando sempre a mesma regra das primeiras. Neste en-
contro os alunos em grupo, modelaram e propuseram duas situagoes-problemas dos quais
foram resolvidos no quadro pelos préprios discentes (Apéndice A).

No sétimo e tultimo encontro, estava proposto trabalhar a ideia de congruéncia;
entao iniciamos com um truque de divisibilidade disponivel em (JURKIEWICZ, 2006)
(Apéndice A), e um outro disponivel em (HEFEZ, 2016) (Apéndice A) truques estes
que despertou a curiosidade dos discentes. Em seguida realizamos a verificagdo que o
dia daquela aula 11/06/2019 era terca-feira, usando para tal a congruéncia. Com isso, os
alunos ficaram empolgados em descobrir o dia da semana que julgam importantes para
eles, como por exemplo o dia da semana do nascimento. Entao, explicamos o procedimento
e devido algumas dificuldades apresentadas em operacoes elementares foi permitido o uso

da calculadora. No entanto, instigamos e incentivamos a usar sempre que possivel as regras
de divisibilidade estudadas, estratégia esta elencada no DC - GO,

Diversas estratégias de ensino deverao ser desenvolvidas, pelo professor,
com a intencionalidade de formar esse cidadao integral, protagonista
de sua histéria, preparando-o para agir de forma responsdvel e assim
alcancar o sucesso tanto pessoal quanto profissional. Recursos didaticos
como jogos, livros, videos, calculadoras, computadores outros materiais
tem um papel importante nesse processo. Contudo, eles precisam estar
integrados a situacoes que levem ao exercicio da andlise e da reflexao.
GOIAS (2018, p. 376).

Também este encontro transcorreu com a participacao e empolgacao de todos. Os alunos
ficaram surpresos ao descobrirem que existe matematica, em particular congruéncia no
cotidiano, dentre os quais exibimos e destacamos no nimero do CPF, cédigo de barras e
também nos relogios. Também neste encontro, reservamos para trabalhar problemas da

prova e banco de questdoes da OBMEP (Apéndice A e o problema 3.2.1).

No que concerne, a aritmética dos restos facilita a autonomia e consequentemente
a seguranca dos alunos em resolver questoes que envolva divisibilidade. Além do mais,
este conteido ¢é usado para fazer “truques”, “magicas” e “adivinhacoes”, despertando o
interesse, resultando dessa forma na compreensao e assimilagao dos alunos pelo conteiido

em questao.
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5 CONSIDERACOES

Nesta abordamos a congruéncia como aplicacao a divisao Euclidiana e divisibili-
dade. De um lado tinhamos a relevancia do assunto e por outro, o insucesso da atividade
diagnéstico aplicadas em turmas de 6°, 7° e 8° anos, niveis estes que, conforme os do-
cumentos oficiais, deveriam possuir tais habilidades, propusemos entdo a trabalhar na
turma do 8° ano, e, nos colocando no lugar desses alunos, procuramos amenizar as su-
postas dificuldades encontradas pelos discentes em relagao a “operacoes” elementares de
matematica, pois entendemos que tais alunos ja estudaram o conteido mencionado, e
seria uma revisao diferenciada. Notemos o trabalho do educador Pdlya,

Para que o ensinar, por parte de um, resulte no aprender, por parte de
outro, deve haver uma espécie de contacto ou conexao entre professor e
aluno: o professor deve ser capaz de perceber a posiciao do aluno; ele deve
ser capaz de assumir a causa do aluno. Dai o préoximo mandamento: Pro-
cure ler o semblante dos seus alunos; procure enxergar suas erpectativas
e suas dificuldades; ponha-se no lugar deles POLYA (1987).

Diante de tais dificuldades, propusemos inicialmente trabalhar uma revisao dos niimeros
inteiros, nimeros primos, seguida de divisores e multiplos de niimeros inteiros positivos.
No decorrer dessa revisao, os discentes apontaram algumas dificuldades em “operagoes”
elementares, dificuldades estas que nao nos fizeram desistir, ao contrario, tinhamos em
maos a oportunidade de “orientar” os alunos na busca por conjecturas, na busca pelo
pensar, mesmo que muitas vezes este pensar nao estava correto. Fato este em conformidade
com Pdlya,

Dé aos seus alunos nao apenas informacoes, mas know-how, atitudes
mentais, o habito de trabalho metddico. Ja que know-how é mais impor-
tante em Matematica do que informagao, a maneira como vocé ensina
pode ser mais importante nas aulas de matematica do que aquilo que
vocé ensina POLYA (1987).

Salientamos que know-how, citado acima (POLYA, 1987) “ é a destreza; é a habilidade
em lidar com informagoes, usé-las para um dado propdsito (...) pode ser descrito como
um apanhado de atitudes mentais apropriadas (...) é em tltima andlise a habilidade para

trabalhar metodicamente.”

Nos encontros destinados ao calculo do mdc e resolucao de equagoes diofantinas,
percebemos um avanco no quesito “know-how”, no entanto, ao solicitar que produzissem
as questoes para serem resolvidas no quadro, notamos grande dificuldades na criagao do
enunciado do problema. Diante desse fato, pedimos que se dividissem em dois grupos e

produzissem uma questao cada.

Em seguida trabalhamos a aritmética dos restos, percebemos que os discentes se

sentiram motivados pelo conteido, visto que os “truques” e “mégicas” despertaram neles
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a vontade de aprender, para assim aplicd-los em casa ou grupos de amigos, favorecendo
dessa forma, os calculos de “cabecga”. Destacamos ainda, que os problemas de aritmética
dos restos, provenientes das provas e do banco de questoes da OBMEP trabalhados em

sala, despertou o “pensar” dos alunos.

Enquanto professora da turma, percebemos que a aplicacdo da aritmética dos
restos favoreceu o desenvolvimento do raciocinio 16gico nos estudantes do 8° ano que
participaram do projeto. E fazendo uma analise de todo o processo, entendemos que cada
faz necessario, sempre que possivel, aplicacao de projetos de intervengoes pedagogicas
nas escolas; projetos estes pautados na aprendizagem ativa, isto ¢, projetos que levem os

discentes a pensarem, a produzirem e que os conduzem ao letramento matematico.
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A Apéndice 1

Atividade diagnéstica aplicada em turmas do 6°,7° e 8° anos na Escola Municipal

Professor José Pereira da Silva em Campos Belos - GO.

Problema A.0.1. Joao foi em uma loja e comprou uma calga por 40 reais e uma camisa

por 24 reais. Quanto Jodo gastou nessa compra?

Problema A.0.2. Considerando o problema anterior, se Joao pagou a compra com uma

nota de cem reais, quanto recebeu de troco?

Problema A.0.3. Uma praca tem 4.300m de extensdao. Quantos metros percorre uma

pessoa ao completar 7 voltas?

Problema A.0.4. Considerando o problema anterior, quantos metros percorre uma pes-

soa que completar 65 voltas?
Problema A.0.5. Usando o algoritmo usual calcule 7 x 357.
Problema A.0.6. Usando o algoritmo usual calcule 1.000 — 597.

Problema A.0.7. A professora ird distribuir 100 bombons entre os seus 26 alunos. Quan-

tos bombons cada um receberd?
Problema A.0.8. Usando o algoritmo usual calcule 2074 + 32.

Problema A.0.9. Sabendo que o dividendo é 4567 e 23 é o divisor, qual é o quociente e

o resto dessa divisao?

Problema A.0.10. Maria comprou uma geladeira que custava 2.520 reais em 12 parcelas

iguais e sem acréscimos. Qual o valor de cada parcela?
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Atividade extraida de (NERY, 2013), serviu de base para o primeiro encontro.

Sendo 21 =3 x 7, podemos afirmar que 21 é multiplo de 3 e 7, e tanto o 3 como o
7 sao divisores de 21. Quando montamos a “tabuada” de algum ntimero natural, estamos

obtendo os seus multiplos, por exemplo:
3x1=3,3x2=6,3x3=9,

3x4=12,3x5=15,---

a tabuada do 3 gera os seus infinitos miltiplos: M (3) = {3,6,9,12,15,--- }.

Consideremos um nuimero natural, por exemplo o 42, e todas as maneiras de

escrevé-lo como um produto de dois niimeros naturais:
42=1x42=2x21=3x14=6x7
. Reunindo esses fatores que “produzem” o 42, obtemos o conjunto dos divisores dele:

D(42) = {1,2,3,6,7,14,21,42}

Quando um ntimero p é primo ele possui apenas dois divisores: D(p) = {1,p}.
Exceto o zero, todo niimero natural n tem um conjunto finito de divisores, onde o menor

elemento é o 1 e o maior ¢é o préprio n.

A quantidade de divisores de um ntmero natural é facilmente determinavel,
bastando para isso escrevé-lo na forma canodnica, isto é, decompd-lo em fatores primos.
Tomemos como exemplo o niimero 72: 72 = 23 .32,

Para que um nimero natural seja divisor de 72, ele, decomposto, deve ser da forma 2% - 37,
com « podendo ser 0,1,2 ou 3, e B podendo ser 0,1 ou 2. Se o pode assumir 4 valores e
f pode assumir 3 valores, o par de expoentes («, ) pode produzir, aplicando o Principio
Multiplicativo, 4 -3 = 12 possibilidades e, portanto, o niimero 72 possui 12 divisores, que

Sao:
90.30 90 31 90 32 91 30 91 31 9l 32 92 30 92 31 92 32 93 30 93 31 93 32

Ou seja, D(72) ={1,3,9,2,6,18,4,12,36,8,24,72}.

Analogamente, se um numero natural n, decomposto em fatores primos, for tal que:
dn = pf - pg os divisores de n serao da forma n = p{ - pg com « podendo assumir os a+ 1
valores de 0 a « e 3 podendo assumir 41 valores de «v a 3 e, portanto, esse nimero n

terd (a+1),(S+1) divisores.
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Problema A.0.11. Quantos divisores positivos possui o niumero 54007 Quantos deles

sdo impares?

Problema A.0.12. O numero 720 possui vdrios divisores positivos. Quantos sdo eles?
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Extraido de (JURKIEWICZ, 2006), serviu de base para o terceiro encontro:

Vamos fazer as seguintes questoes aos alunos: Como dividir 3 queijos para duas
pessoas? Sem duvidas eles responderao que cada pessoa ficara com 1,5 queijo. Mostrar
no quadro branco a operacao que acabaram de fazer: 3 + 2 = %

Uma outra questao é:

Como dividir 27 livros para 4 alunos? Note que nao podemos cortar um livro em pedagos
como fizemos com o queijo. Nesse momento relembrar o Conjuntos dos Nimeros Naturais
e Numeros Inteiros. Esperar pela resposta dos alunos.

Em seguida, com a participacao dos alunos e usando o quadro branco vamos colocar um
livro de cada vez na pilha do aluno 1, depois na pilha do aluno 2, depois na pilha do aluno
3 e depois na pilha do aluno 4. Voltamos ao aluno 1 e assim por diante. Quando paramos?
Paramos quando, depois de colocar um livro para o aluno 4, sobram menos do que 4

livros. No nosso caso, cada aluno ficou com 6 livros e sobraram 3 livros.

Retratar matematicamente no quadro a situagao acima.
27 + 4 = 6 com resto 3.

Mostrar aos alunos:

i) O dividendo (D), no nosso caso o 27;

ii) O ntmero que vai dividir o dividendo (chamado divisor (d)), no nosso caso o 4, e

este tem que ser diferente de zero;

iii) O maior nimero de vezes que conseguimos colocar o divisor dentro do dividendo

(chamado de quociente (q) ou resultado no caso o 6);

iv) E o niimero de unidades que resta (chamado de resto (r) e que deve ser menor que

o divisor no nosso caso, o 3).

Escrever no quadro, resumidamente usando simbolos a situacao acima:
D=d-gq+r,r<d;d>0;com D, d, q,reN (1)
Mostrar que existe e sdo Unicos o resto r e quociente ¢ no algoritmo de Euclides. Falar
que a equacao de Euclides escrita conforme (1), nada mais é a divisdo que todos estdao
acostumados a fazer.
Apresentar o seguinte problema:
Uma caixa de 33 lapis deve ser divididas entre 7 pessoas. Quando cada um recebera?
Quantos lapis sobrarao? descreva a situagao usando a equacao de Euclides.

Resolucao:
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33 = 7 = 4 com resto 5. Cada pessoa recebera 4 lapis. Sobrarao 5 lapis. A situagdo pode

ser descrita por:

33=4-7+405.

Problema A.0.13. 1) Efetue as divisoes e descreva o resultado na forma da equagio de
Fuclides:

(a) 44+5

(b) 44 +7

(c) 353 +3

(d) 483 =438

(e) 1253 +125

(f) 757 =175

(g) 2110

(h) 121010

(i) 210+ 100

(j) 1285 =100

(k) 1285+ 1000

(1) 11285 +10

(m) 157325+ 10000
(n) 1573251000
(0) 57325100

(p) 57325+10

2) Efetue as divisoes e descreva o resultado na forma da equagio de Fuclides. O
que observa na sequéncia dos restos? (a) 48 +4
(b) 47+4
(c) 46 +4
(d) 45+4
(e) 44 +4
(f) 43 +4
(9) 42+4
(h) 41 =4
(1) 40 =4

3) Porque o resto tem que ser menor que o divisor?



Extraido de (JURKIEWICZ, 2006), serviu de base para o quarto encontro.

Problema A.0.14. Calcular, usando o algoritmo de Euclides:
(a) mde(1176;471)

(b) mde(57;36)

(¢) mdec(175;98)

(d) mde(2536;938)

(e) mdc(12578;6248)

(f) mde(1589;3584)
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Exercicios extraido de (HEFEZ, 2009), referéncia para o quinto encontro:

Exemplo apresentado no quadro:

Problema A.0.15. De quantos modos podemos comprar selos de cinco e de trés reais,

de modo a gastar cinquenta reais?

Exercicios apresentados no quinto encontro (modelados no cotidiano dos alunos):

Problema A.0.16. O aluno X dispoe de notas de R$ 10,00 e R$ 5,00, de quantas

maneiras ele pode comprar 50 cremosinhos, sabendo que cada cremosinho é R$ 1,007

Problema A.0.17. O preco dos tapetes da mae da Aluna Y sio R$ 20,00 o tapete
pequeno e R$ 40,00 o tapete grande. Se tenho R$ 100,00, de quantas maneiras posso
comprar tapetes de R$ 20,00 ou R$ 40,007
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Produzimos duas equacoes diofantinas baseada no cotidiano dos alunos para o

sexto encontro:

Problema A.0.18. A mae do Aluno Z faz bolos de pote de R$ 10,00 o menor e de
R$ 15,00 o maior. Aluno W possui R$ 60,00. De quantas maneiras ele pode comprar dos

dois tipos bolos?

Problema A.0.19. O armazém em frente a escola vende de bombons de R$ 1,00 e de
R$ 2,00. Se Aluno K tem R$ 5,00, de quantas maneiras ele pode comprar dos dois tipos

de bombons?

Situagdes problemas modeladas pelos alunos(sexto encontro):

Problema A.0.20. Disponho de notas de R$ 5,00 e de R$ 2,00, de quantas maneiras

posso comprar 20 cremosinhos? (cada cremosinho custa R$1,00)

Problema A.0.21. Minha mdae faz unhas de R$ 10,00 sem bordar e R$ 15,00 as unhas
bordadas, de quantas maneiras a professora pode fazer a unha sabendo que dispoe de
R$ 50,007
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Truque de divisibilidade disponivel em (JURKIEWICZ, 2006), apresentado no

sétimo encontro:

Pense num nimero de 3 algarismos (por exemplo 347). Escreva ele duas vezes
formando um ndmero de 6 algarismos (no nosso exemplo 347347). Divida esse nimero
por 13. (No nosso exemplo, o resultado é 26719). Divida esse ntimero por 11. (No nosso
exemplo, o resultado é 2429.) Divida esse nimero por 7. (No nosso exemplo, o resultado

é---347.) Experimente com seu ntiimero agora. Vocé vera que:

e as divisoes sao exatas e

e o0 nimero final é o que vocé escolheu

Por que isto acontece? Bem, se fizemos divisdes exatas e obtivemos o mesmo ntmero, é
porque o nimero “duplicado” é multiplo do nimero original. O que fizemos? 327327 é a
mesma coisa que 1000 x 327+ 327. Ou melhor: 327327 = 327 x 1001. A fatoragao do 1001
é igual a 1001 =7 x 11 x 13 Estéd explicado o “mistério”. Ao duplicar o nimero (sempre
de 3 algarismos), vocé multiplicou o niimero por 7, por 11 e por 13. Uma variacao deste
truque é usar um numero de dois algarismos mas colocando um zero na duplicacao:

35 — 35035

35035+ 13 = 2695

269511 =245

245+7=35

Este “truque” foi extraido (HEFEZ, 2016),

Problema A.0.22. O Nove Misterioso. Peca para alguém escolher, em segredo, um nai-
mero natural com pelo menos, trés algarismos distintos (no sistema decimal, € claro).
Peca, ainda, para que efetue uma permutacdo qualquer dos seus algarismos, obtendo um
novo numero, e que subtraia o menor do maior dos dois niumeros. Finalmente, peca ao
seu parceiro de jogo para reter um dos algarismos diferente de zero desse movo niumero e

divulgar os restantes. E posstvel adivinhar o algarismo retido!

Problema extraido de (OLIVEIRA, -)

O magico pede a uma pessoa para escrever, em segredo, um numero inteiro, de
quatro ou cinco algarismos diferentes de 0, mas que nao precisam ser diferentes entre si.
Ressalta-se que o nimero de algarismos é irrelevante para esta brincadeira. Em seguida o
magico pede a pessoa para calcular a soma dos algarismos de seu nimero. Suponhamos que
a pessoa escreveu o numero 24543. A soma dos algarismos deste niimero é 18. O mégico
pede, entao, a pessoa para suprimir um dos algarismos de seu niimero, riscando-o e, com
os algarismos que restaram, formar um novo nimero, alterando a ordem dos algarismos

como quiser. No exemplo que estamos tomando, a pessoa pode suprimir, do seu ntimero
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original, o algarismo 5 e, em seguida, com os algarismos restantes, formar o nimero 3442.
Assim, o mégico solicita a pessoa para subtrair, desse novo nimero (encurtado e com seus
algarismos embaralhados) a soma dos algarismos do niimero original. No nosso exemplo,
a pessoa calculara 3442 — 18 = 3424. O magico pede a pessoa que lhe informe o resultado
dessa subtracao e, ouvido o resultado, revela imediatamente qual foi o algarismo suprimido

do nimero original.
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Atividades do ultimo encontro.

Fazer a explicacdo de como descobre os dois tltimos digitos de um CPF, usando
a congruéncia médulo 11, modelado de (DOMINGUES-NETO, -)

Apresentando um exemplo: suponhamos um CPF ficticio 100 000 710. Para
encontrar os digitos de controle devemos multiplicar todos os nove primeiros digitos res-
pectivamente por 1,2,3,4,5,6,7,8 e 9, e somar os resultados, no nosso exemplo 58. O
décimo digito, primeiro de controle, serd o resto da divisao de 58 por 11, no nosso caso 3.
Caso o resto seja 10, usar o digito 0 como o décimo algarismo do CPF. Repita os passos
para encontrar o préximo digito de controle, mas agora, usando os 10 digitos que se tem,
isto é, fazer o produto dos 100 000 710 — 3 respectivamente por 0,1,2,3,4,5,6,7,8 ¢ 9 e
soma os resultados, no nosso caso, a soma ¢ 76, sendo assim, o décimo primeiro digito
sera o resto da divisdo de 76 por 11, no nosso exemplo 10, logo o ultimo ntimero é igual
a 0 (no caso particular de o resto ser 10, o ultimo algarismo é igual a 0).

Para casa, pedir os discentes para verificar os digitos verificadores do CPF do préprio

aluno, caso possua, da mae e do pai.

Cédigo de Barras modelado de (MILIES, 2009),

Explicar aos alunos como descobrir o digito verificador, isto é, o ultimo alga-
rismo do codigo de barras, para tal, utilizaremos o seguinte codigo de barras ficticio:
709895020500. Devemos multiplicar todos os doze nimeros por 1, 3, 1, 3, 1, 3, ---3 e
somar estes produtos; no nosso exemplo temos: 7-1+0-349-1+8-349-1+5-34+0-1+
2:3+0-145-340-1+0-3 o que resulta 85, constatamos que faltam 5 para que esta soma
seja multiplo de 10, logo, 5 ¢ o nosso digito verificador, e portanto o tultimo algarismo.
(Alternativamente usa-se o resto da divisdo por 10, para descobrir quanto falta para que
a soma seja 10).

Levar para sala de aula varias embalagens, pedir aos alunos atestarem o digito verificador

destas.
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Problema do banco de questoes da OBMEP disponivel em (OBMEP, —a) ou
(OBMEP, —b) ou (OBMEP, —c).

Problema A.0.23. 1.000 Relégios? A figura abaixo € o inicio de uma sequéncia logica

composta por 1.000 relégios.

Figura 4 — Sequéncia légica dos relogios

Reldgin 1 Reldgin 2 Relagio 3 Reldgio 4

Fonte: OBMEP (—a, p. 18)

a) O ponteiro do Relégio 5 aponta para qual nimero?
b) O ponteiro do Relogio 1.000 aponta para que nimero?

¢) Perceba que de um Reldgio para o segquinte o ponteiro (dos minutos) avanga
25 minutos, mas o ponteiro das horas nao vemos, pois ele é invisivel. Supondo que no

Reldgio 1 sejam 12 horas em ponto, que horas sdo no Reldgio 9977

Resolugao: a) Como o ponteiro, de um relégio para o seguinte, percorre, no sentido
horério, 5 casas (25 minutos), no Relégio 5 o ponteiro estard apontando para o 8.

b) Como “anda” de 5 em 5 e sdo 12 casas nos reldgios, ele estard novamente no 12 depois
de 60 casas, pois mmc(5,12) = 60, ou seja, depois de 12 giros completos. Entao, partindo
do Relégio 1, de 12 em 12 relégios, o ponteiro volta para a posi¢ao inicial (Relégios
1,13,25,37,49,---). Todos estes relégios sdo nimeros que deixam resto 1 na divisdo por
12. Se 1.000 dividido por 12 deixa resto 4, entao no Reldgio 997 o ponteiro esta no 12 e,
consequentemente, no Reldégio 1.000 esta no 3.

¢) A cada 12 giros do ponteiro dos minutos, que equivalem a 5 voltas completas, o ponteiro
das horas (invisivel) “anda” 5 casas. Usando o item anterior, 997 dividido por 12, resulta
em 83 como quociente e resto 1, ou seja, o ponteiro dos minutos para 83 vezes na posi¢ao
inicial, sendo que em cada uma delas o ponteiro das horas “anda” 5 casas. Como 83-5=415
e 415 dividido por 12 deixa resto 7, sao 7h no Relogio 997. e

Problema A.0.24. A, B, C, D, E, F, G e H sdo os fios de apoio que uma aranha usa

para construir sua teia, conforme mostra a figura. A aranha continua seu trabalho. Sobre
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qual fio de apoio estard o nimero 118 ¢

Figura 5 — Posicao da aranha

G

Fonte: OBMEP (-b, p. 56)

A) B B) D C)E D) G E)H

Resolugao: Resposta (D). Observe que sao 8 fios de apoio que a aranha utiliza, numerados

a partir do fio A iniciando com 0. Logo:

e sobre o fio A aparecem os multiplos de §;

e sobre o fio B aparecem os (miltiplos de 8) +1;
e sobre o fio C aparecem os (miltiplos de 8)+2;
e sobre o fio D aparecem os (miltiplos de 8) + 3;
e sobre o fio E aparecem os (miltiplos de 8) +4;
e sobre o fio F aparecem os (multiplos de 8) + 5;
e sobre o fio G aparecem os (multiplos de 8) + 6;

e sobre o fio H aparecem os (multiplos de 8)+7.
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Na divisao de 118 por 8 encontramos resto 6 , o que significa que 118 = (multiplo de 8)+6
. Portanto, 118 esta sobre o fio G. e

Problema A.0.25. Ano bissexto — Um ano comum tem 365 dias e um ano bissexto, 366
dias. O ano bissexto, quando o més de fevereiro tem 29 dias, ocorre a cada quatro anos.
(a) Com frequéncia dizemos “Um ano comum tem 52 semanas” Serd correta essa afir-
magao? E para um ano bissexto? Justifique suas respostas.

(b) Se um ano comum inicia numa terca-feira, entao o ano sequinte iniciard em qual dia
da semana?

(c) Responda a pergqunta anterior para um ano bissexto.

Resolugao: (a) Uma semana tem sete dias. Na divisao de 365 por 7 encontramos quoci-
ente 52 e resto 1. Logo, o ano comum tem 52 semanas e 1 dia. Portanto, a frase correta
¢ “O ano comum tem cinquenta e duas semanas e um dia.” Como o ano bissexto tem
366 dias, ele possui 52 semanas e 2 dias. Portanto, o correto é dizer “O ano bissexto tem
cinquenta e duas semanas e dois dias.”

(b) Se um ano comum inicia numa terca-feira, entao a sua 52% semana inicia numa terga e
termina numa segunda, ou seja, a 52 semana ¢ dada por terca — quarta — quinta — sexta
— sabado — domingo — segunda. Como esse ano tem 52 semanas e mais 1 dia, o ultimo dia
deste ano sera uma tercga. Logo, o ano seguinte iniciard numa quarta.

(¢) No caso do ano bissexto, devemos considerar um dia a mais do que no item ante-
rior. Logo, o seu ultimo dia serda uma quarta e, portanto, o ano seguinte iniciard numa

quinta-feira. e
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Problema extraido de (CADAR; DUTENHEFNER, 2015),

Problema A.0.26. Pedro caminha ao redor de uma praga retangular onde estao dispostas
12 drvores, brincando de tocar cada drvore durante seu passeio. Se mo inicio ele toca a
drvore indicada na figura, e se ele anda no sentido da seta, indique que drvore ele estard

tocando ao encostar em uma drvore pela centésima vez.

Figura 6 — Praca retangular

[

i~h
-

=]
=]

Fonte: CADAR e DUTENHEFNER (2015, p. 32)

Resolugao:

Na figura, préximo de cada arvore escreva os numeros 1,2,3,---, correspondentes
aos nimeros de arvores tocadas por Pedro (a arvore indicada pela letra P recebe o ntimero
1, a préxima o nimero 2, e assim por diante). Como existem 12 arvores na praga, na arvore
indicada pela letra P estarao escritos os ntimeros 1,13,25,--- que sao todos os niimeros
que deixam resto 1 quando divididos por 12. Dividindo 100 por 12, obtemos quociente 8
e resto 4, isto é, 100 = 8 x 12+ 4. Dai vemos que na centésima vez, Pedro estard tocando

a arvore que esta 3 posicoes a frente daquela indicada pela letra P.

Figura 7 — Resultado apds a centésima vez do toque

97 98 99 100

96

Fonte: CADAR e DUTENHEFNER (2015, p. 32)
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Férmula do Algoritmo de Zeller, aplicado no dltimo encontro para descobrir qual

¢ o dia da semana correspondente a uma data passada ou futura. Extraida de (HEFEZ,

2016),

Teorema A.0.1. s(d, m, A) =d + 1 + [13”;7*1] + A+

[

| - [WAO] + [4—‘&)] mod 7.

E ainda conforme (HEFEZ, 2016), A férmula tera validade a partir do ano de
1.601 e ainda, devido a irregularidade do més de fevereiro, para dar maior uniformidade a
formula, o colocaremos no final da contagem dos meses, ou seja, o més 1 de um ano serd
margo, seguido de abril etc., até chegar aos meses 11 e 12, que sao janeiro e fevereiro, e
estes serao considerados como os meses 11 e 12 do ano anterior. Vamos ainda enumerar
os dias da semana: domingo(1), segunda (2), terga (3) etc e sibado (7). Ressaltamos que
consideramos apenas a parte inteira de cada fracdo. Com exemplo provaremos que o dia
do ultimo encontro 11/06/2019 foi em uma terga-feira, isto é, o resto da divisdo por 7 é
igual a 3. pelo que vimos (11/06/2019) = (11/04/2019). fazendo a substitui¢ao no teorema,

acima obtemos:

13-4-1 2019 2019 2019
11+1+]——]+201 —
1+ ) |+2019+] 4 | [100]+[400

11+141042019+504 —-204+5 mod 7=

] mod7=

2530 mod 7=

2530=3 mod?7.
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