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Resumo

O objetivo deste estudo ¢ identificar a influéncia exercida pela “resolucao de problemas”
para a aprendizagem de conceitos aritméticos, em destaque aqueles associados aos nimeros
repunits (repetigdo de unidades), com vistas a resolugdo de problemas como uma ferra-
menta metodoldgica de ensino. O trabalho consiste numa proposta de oficina matematica
composta por uma cole¢ao de problemas com diferentes técnicas de resolucao e tem como
publico alvo desta oficina estudantes a partir 7° ano do Ensino Fundamental 11, essa oficina
terd como abordagem a resolugao de problemas, defendida por Dante (2003), Polya (2003)
e pelos documentos oficiais da educacao, além de outros autores , além disso este trabalho
apresenta um estudo acerca das propriedades aritméticas dos niimeros repunits, explici-
tando algumas proposigoes relacionadas a essa classe de niimeros inteiros. Os problemas
abordados nessa proposta de atividade foram divididos em dois grupos, os problemas
introdutoérios e problemas exploratorios. Um propédsito desta oficina é incentivar que o
estudante investigue, descubra, conjecture, proponha e valide conceitos e propriedades

acerca dos numeros repunits.

Palavras-chaves: Resolucao de problemas; Niumeros Repunits; Oficina tematica.



Abstract

The aim of this study is to identify the influence exerted by “problem solving” on the
learning of arithmetic concepts, especially those associated with repunits (unit repetition),
with a view to problem solving as a methodological teaching tool. The work consists of a
proposal of a mathematical workshop composed of a collection of problems with different
resolution techniques. The target audience of this workshop is students from the 7th
grade of Elementary School II, this workshop will have the problem solving approach,
defended by Dante. (2003), Polya (2003) and the official education documents, as well
as other authors, besides this paper presents a study about the arithmetic properties of
the numbers textit repunits, innovating some unpublished propositions related to this
class of numbers. integers. The problems addressed in this activity proposal were divided
into two groups, introductory problems and exploratory problems. One purpose of this
workshop is to encourage the student to investigate, discover, conjecture, propose and

validate concepts and properties about repunit numbers.

Key-words:Troubleshooting; Repunits Numbers; Thematic Workshop.



Lista de ilustracoes

Figura 1 — Triangulo Magico . . . . . . . . . . . . . ... ...

Figura 2 — Apresentacao dos resultados de pesquisa . . . . . . ... .. ... ...



Lista de tabelas

Tabela 1 — Fatores primos de R,, . . . . .

Tabela 2 — Adicdo dos quadrados perfeitos

Tabela 3 — Fatoragdao dos termos da Sequéncia do Problema 3.6 . . . . . .. ...



BNCC

OBMEP

PCN

ANPMat

TFA

PTF

Lista de abreviaturas e siglas

Base Nacional Comum Curricular
Olimpiada Brasileira de Matemética das Escolas Publicas
Parametros Curriculares Nacionais

Associacao Nacional dos Professores de Matematica na Educacao Ba-

sica
Teorema Fundamental da Aritmética

Pequeno Teorema Fermat



3.4

3.5

Sumario

INTRODUGCAO . . . . i ittt e e e e et e e e e e e 13
RESOLUCAO DE PROBLEMAS . . . . .o vt i v v ie e 15
METODOLOGIA DA RESOLUCAO DE PROBLEMAS . ... 15
FUNDAMENTACAO TEORICA . ... ... vin.. 24
O CONJUNTO DOS NUMEROS INTEIROS . . .. ... .. .. 24
NUMEROS REPUNITS . . . .. . .. ... .. .. .. .. ..... 34
APRENDER A RESOLVER PROBLEMAS . . . ... ..... 42
PROBLEMAS INTRODUTORIOS . . . . . ... .......... 43
PROBLEMAS EXPLORATORIOS . . . . . ... .......... 50
PROBLEMAS DESAFIADORES . . . . ... ... .. ....... 61
CONSIDERACOES . . . . ittt e e e e e e e i 63
REFERENCIAS . . . it ittt et et e e et e e e 64
APENDICES . . o ittt et e e e e et e e e 66
APRESENTACAO DE ALGUNS RESULDADOS DA PES-

QUISA . . . . . 66

DICAS E RESOLUCOES PARA OS PROBLEMAS DESAFI-
ADORES . . . . . . 66



13

INTRODUCAO

Neste apresentamos um estudo sobre os numeros repunits, com uma abordagem
a partir da resolucao de problemas, apontando e discutindo problemas relacionados as
propriedades artiméticas associadas a esse subconjunto dos niimeros inteiros, alguns desses

problemas foram retirados do banco de questoes das Olimpiadas Brasileiras de Matematica

das Escolas Piblicas (OBMEP).

No tocante aos aspectos metedoldgico esse estudo é caracterizado como uma pes-
quisa bibliogréfica que de acordo com Gil (2002) é o tipo de pesquisa desenvolvida tendo
como base materiais ja elaborados, possuindo como principais fontes de consulta livros
e artigos cientificos. Ademais possui uma abordagem qualitativa, isso pois, destacamos o

processo de resolucao de cada situacao e nao o resultado final.

No primeiro Capitulo abordamos a metodologia da resolucao de problemas tendo
em vista as ideais defendidos por pesquisadores como Dante (2003) e Polya (2003), além
dos documentos oficiais da educacao brasileira em relacao a resolugao de problemas. Nesse
capitulo também abordamos a definicado de problema, apontamos as etapas da resolucao

de problemas e uma caracterizacao para os variados tipos de problema.

Ja Capitulo 2, explicitamos conceitos relacionados aos nimeros interios a partir
de um processo axiomatico, levando em consideragao as ideias defendidas em Domingues
(2017), Hefez (2016) entre outros, o objetivo dessa discussdo preliminar dos nimeros
inteiros é o embasmento para a exposicao dos conceitos asssociados aos nimeros repunits,
0s quais sao nosso objeto de estudo. Em primeiro plano apresentamos uma defini¢do para
essa classe numérica de acordo com os estudos de Beiler (1966) e Carvalho e Costa (2015),
além de mostrarmos resultados que enfatizam as propriedades aritméticas dos numeros

repunits.

Para o desenvolvimento dessa proposta consideramos as ideias de Polya (1987) no
qual apregoa que a esséncia de um bom ensino, ganha forma na triade "tenha interesse
por sua matéria’; "conheca sua matéria’; "procure ler o semblante dos seus alunos, pro-
cure enxergar suas expectativas e suas dificuldades, ponha-se no lugar dele”. Em resumo
temos: interesse e conhecimento pela Matematica, e percepcao da visao do estudante;
caracteristicas de um bom professor. Sedo assim, um dos focos deste estudo é mostrar aos
professores de Mateméatica uma proposta metodolégica pautada na resolucao de problemas
que visa enfatizar o papel de destaque do estudante no processo de ensino e aprendizagem

de Matematica.

Assim, o Capitulo 3, possui como destaque a proposta de oficina tematica, que
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visa aplicar a resolucao de problemas para apresentar os conceitos relacionados aos nume-
ros repunits a estudantes a partir de 7° ano do Ensino Fundamental IT, tal proposta foi
subdividida em dois estagios, no estdagio de problemas introdutérios apresentamos uma
colecao de problemas com a intencionalidade de fazer com que o estudante recorde con-
ceitos prévios relacionados aos nimeros inteiros, além de definirmos os nimeros repunits
pela exploracao de algumas situacoes-problemas. No segundo estagio, apresentamos um
rol de problemas associados aos numeros repunits e aplicamos a metodologia da reso-
lugdo de problemas como uma ferramenta para que o estudante determine a resolucao
de cada situacao. Através dessa proposta de oficina objetivamos incentivar o processo de
investigacao, descoberta, conjectura, proposicao e validacao pelo estudante de conceitos e
propriedades acerca dos numeros repunits, algumas das proposicoes apresentadas neste

Capitulo sao uma contribuicao nossa aos estudos dessa classe de niimeros.

Este estudo é justicado pela a utilizacao da resolugao de problemas como estratégia
de ensino na discussao dos conceitos referentes aos numeros repunits, essa metodologia
de ensino é proposta pelos documentos oficiais da educagao, como por exemplo, o PCN
Brasil (1998) que a apresenta como o ato de inquirir acerca de qualquer cenario ou aspecto

a ser ensinado.
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1 RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Neste capitulo apresentaremos uma caracterizacao para a metodologia da resolugao
de problemas, proposta por Polya (2003) e tem como objetivo central fazer do estudante
personagem principal do processo de aprendizagem. Esse conceito ¢ amplamente discutido
por autores como Dante (2003), Echeverria e Pozo (1998) e Onuchic (1999), além de ser
apregoada pelos documentos oficiais da educac¢ao como o PCN Brasil (1998) e a BNCC
Brasil (2018) que destacam a importancia da resolu¢do de problemas para o ensino de

Matemética.

1.1 METODOLOGIA DA RESOLUCAO DE PROBLEMAS

Segundo os Parametros Curriculares Nacionais para o ensino de Mateméatica, PCN
Brasil (1998), para alcangarmos os objetivos de promover as competéncias gerais para
o ensino de Matematica, é necessario o tratamento das situacgoes de ensino de forma
contextualizada. A resolucao de problemas é a metodologia de ensino apresentada por
esse documento e deve ser compreendida como a postura de investigar diante de qualquer

situagao o fato estudado.

O matematico e educador Polya (2003) defende que para uma aprendizagem mais
eficiente, segundo o principio da aprendizagem ativa, é necessario que o estudante seja
incentivado a descobrir a maior parte dos conceitos a serem ensinados a ele, dando énfase
ao seu papel de sujeito do processo aprendizagem. Assim a Matematica ndo pode ser
aprendida sem a interagao deste sujeito, de maneira que a aprendizagem ativa nasce como
um passo importante para o desenvolvimento da capacidade de pensar do individuo.
Atualmente em todos os niveis da educacao percebemos a necessidade de desenvolver nos
estudantes habilidades e estratégias que os permitam a aquisi¢do de novos conhecimentos
a partir do seu proprio empenho, ou seja, notamos a necessidade de formar sujeitos ativos
cognitivamente, capazes de construir novos conceitos e nao apenas reproduzir os conceitos
validados por nossa sociedade.

Nesse sentido a resolucao de problemas surge com o foco no desenvolvimento de
habilidades metagonitivas, ou seja, surgem com a ideia central de tornar o estudante um
sujeito ativo do seu processo de aprendizagem, enaltecendo o método de investigacao e
questionamento, no qual o individuo desenvolve o préprio pensamento, levantando hipé-

teses e experimentando-as, obtendo conclusoes e efetuando discussoes em sala. Para Polya
(2003) o ensino de deve estimular a capacidade de imaginagao do estudante.

No ensino da Matemaética, podem fazer-se necessarios problemas roti-
neiros, até mesmo muitos deles, mas deixar que os discentes nada mais
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fagam é indesculpavel. O ensino que se reduz ao desempenho mecénico
de operagoes matematicas rotineiras fica bem abaixo do nivel do livro de
cozinha, pois as receitas culinarias sempre deixam alguma coisa a ima-
ginacao e ao discernimento do cozinheiro, mas as receitas matematicas
ndo deixam nada disso a ninguém (POLYA, 2003, p. 142).

Assim, podemos perceber que a resolucao de problemas tem sua consolidacao através da
oposi¢ao ao processo de ensino pautado na memorizagao, exploracao e aplicacao de for-
mulas e algoritmos em situagoes que nao exigem um raciocinio elaborado do estudante,
levando assim o individuo a apenas repetir modelos historicamente validados. Em contra-
ponto, a resolugao de problemas visa estabelecer o estudante como ser ativo no processo
de ensino.

Diante desse processo a Base Nacional Comum Curricular (BNCC) Brasil (2018)
aponta como uma competéncia geral para a educagao bésica o ato de exercitar a curio-
sidade racional e investir em processos cientificos, tais como a investigacao, a reflexao, a
analise critica, a imaginagao e a criatividade, para investigar causas, elaboracao e testes
de hipoteses, formular e resolver problemas e criar resolugoes com base nos conhecimentos

das diferentes areas. Para que essa competéncia geral defendida pelos documentos oficiais
seja implementada em sala, é necessério de acordo com Mendes (2008):

Mudar o processo de ensino estatico e unilateral, no qual o professor é
o Unico informante e cuja as agoes conduzem os alunos a um processo
continuo de passividade. Por outro lado, as aulas dindmicas centradas
na problematizacdo, investigacdo e andlise da realidade matematica en-
volvida nos contexto socioculturais, conduzem os alunos a um processo
ativo provocado pela sua participacao e favorecem o seu crescimento no
préprio processo de apreensiao do conhecimento (MENDES, 2008, P. 80).

Sendo assim, cabe ao professor explorar problemas ou situa¢ées que incentive a parti-
cipagao do estudante, a realizar pesquisas e buscar conceitos uteis para a resolucao da
situacao abordada, enfatizando o papel de destaque do sujeito no processo de ensino e
aprendizagem, desenvolvendo a andlise critica da situacao, a busca pela investigacao, o
desenvolvimento de estratégias e capacidade de raciocinio, incentivando o individuo a

conjecturar, a pesquisar e buscar conceitos que sejam tteis para aquela situagao.

Segundo Polya (2003) devemos nos ater a situacgoes que surgem de maneira mais
aparente, ou seja, algumas questoes sao mais faceis e naturais que outras, por exemplo,
adivinhar é mais facil que demonstrar, resolver problemas concretos é mais natural que

desenvolver conceitos estruturais.

Geralmente o concreto vem antes do abstrato, a agdo e a ideia antes das palavras e
dos organizadores, os organizadores antes dos simbolos e assim por diante. Por exemplo,
considere a seguinte situagao. Na Figura 1, a sequir os numeros 1, 2 e 3 foram colocados
nos vértices do triangulo. Devemos preencher os circulos abaixo com os niumeros naturais

de 4 a 9, sem repeti-los, de modo que a soma dos niumeros de cada lado resulte 17.
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Figura 1 — Triangulo Magico

(Fonte: OBMEP (2017))

Para o estudante é mais natural efetuar tentativas e adivinhagoes para encontrar a resposta
da situacao, do que desenvolver um algoritmo matematico, a partir de conceitos prévios,

que determine a resolucao do problema pedido.

Ao iniciar o processo de aprendizagem, o professor deve partir de algo que seja
de conhecimento do aluno, algo que seja familiar para ele, sendo assim os problemas
concretos devem marcar o inicio do processo e gradativamente ir mudando o foco para
algo mais abstrato, ao partir de situagdes mais aparentes para o estudante consegue uma
aprendizagem com mais significado, visto que o estudante tem a oportunidade de aplicar
o conhecimento a ser aprendido em situagodes rotineiras. A resolucdo de problemas, que
Segundo Mendes (2008) é vista como uma proposta metodologica, em que o professor
aborda situacoes ou problemas que possuem como caracteristicas principais a investigacao
e a analise de novos conhecimentos. Assim, é papel do professor propiciar situagdes que
incentive o estudante a aprender de forma ativa, o processo de ensino deve conter como
pontapé inicial o que for mais natural e acessivel no ponto de vista do aluno, dessa forma
o sujeito deve incorporar em primeiro plano situacoes concretas e em segundo plano uma

generalizagdo dos conceitos. Ainda segundo Polya (2003)

A resolucdo de problemas é uma habilitagdo préatica como, digamos é
a natacao. Adquirimos qualquer habilitacao por imitacao e pratica. Ao
tentarmos nadar, imitamos o que os outros fazem com as maos e os
pés para manterem a cabega fora d’dgua e, afinal, aprendemos a nadar
pela pratica da natacdo. Ao tentarmos resolver problemas, temos que
observar e imitar o que fazem outras pessoas quando resolvem os seus,
e por fim, aprendemos a resolver problemas, resolvendo-os. (POLYA,
2003, p. 4)

O professor que deseja desenvolver com seus estudantes a habilidade em resolver proble-
mas, deve explorar situacoes que os possibilitem o interesse por problemas e proporcione
aos dicentes a oportunidade de imitar e praticar, ou seja, observar como outros estudantes
ou o professor, resolvem seus problemas e partir dos passos adotados pelos resolvedores de

problemas tentarem resolver as situacoes propostas. Assim aprendemos a resolver proble-
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mas justamente resolvendo-os. Um estudante esta diante de um problema, De acordo com
Polya (2003), quando existe uma situagao na qual o individuo nao pode resolvé-la com os
conhecimentos que possui em sua estrutura cognitiva. Enquanto Dante (2003) defende que
um problema matemaético é qualquer situacdo que necessita de uma maneira matematica
de pensar, além de conhecimento prévios para sua resolugao. O PCN (BRASIL, 1998, p.
44), apregoa que “um problema mateméatico é uma situagdo que demanda a realizagdo
de uma sequéncia de agoes ou operagdes para obter um resultado. Ou seja, a resolugao
nio estd disponivel de inicio, no entanto é possivel construi-la”. E importante salientar
que no processo de ensino de Matematica através da resolucao de problemas surgem duas
implicagoes, primeiro s6 existe problema quando ha algum individuo disposto a resolvé-lo,
segundo nao existe um modelo eficaz para resolver um problema, ou seja, a definicdo de
um problema nao depende da situacao, mas sim na relacao que cada individuo desenvolve
com ela. Diante desses aspectos podemos considerar que um estudante esta diante de um
problema, quando lhe é proposto qualquer situacdo que exija habilidades que o sujeito
nao possui acesso corriqueiramente, necessitando da formulagao de um plano de agao para

que sua resolucao seja determinada.

Segundo Echeverria e Pozo (1998), uma situagao é vista como um exercicio quando
o sujeito ja possui em mente os procedimentos que permitem soluciona-la, de maneira mais
ou menos imediata, dependem meramente de uma reproducao de modelos preestabeleci-
dos, sem demandar nenhuma forma de reflexao ou tomada de decisao. Embora o exercicio
seja necessario para consolidar habilidades instrumentais basicas, nao pode ser encarado
com problema, que tem sua definicio em meio a um processo de intepretacao, definicao
de estratégia e tomada de decisao. Um exercicio segundo Dante (2003) serve para trei-
nar e praticar um determinado algoritmo. O estudante 1é o enunciado e dele extrai os
dados necessarios para aplicar um ou mais algoritmos com a intencao de determinar sua
resolucao. Entretanto, um problema exige que o estudante percorra algumas fases, é uma
descricao de uma proposta que tem por objetivo encontrar algo desconhecido mediante a
estruturagao de um plano, ou seja, nao existe um algoritmo que dé a resposta de maneira

rapida e direta.

De acordo com Dante (2003) um problema na sua esséncia deve conter elementos
que incentive o estudante a resolvé-lo, tem que desafid-lo, ser real, interessante, novo, sua
resolucao nao pode ser obtida de forma mecénica, deve conter um nivel adequado ao pu-
blico e tem que propiciar condi¢des para o desenvolvimento da capacidade de raciocinio
do estudante. Ainda em Polya (2003) aponta quatro fases para a resolugdo de um pro-
blema que sao compreender o problema, estratégia, execucao da estratégia e a reflexdo ,
apresentaremos a seguir uma descricao de cada momento a ser desenvolvido na processo

de resolucao de um problema.

Compreender o problema reside em perceber com clareza o que esté envolto no pro-
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blema, para isso o estudante deve extrair do enunciado informacoes nas quais identifique
elementos que poderao guiad-lo na resolugao do problema, como por exemplo, a incognita,
o que se pretende determinar; os dados, informagoes que servirao como ferramentas para
a resolucao do problema e a condicionante, a relagao entre os dados e a incégnita.

O aluno precisa compreender o problema, mas nao sé isto: deve também
desejar resolvé-lo. Se lhe faltar compreenséao e interesse, isso nem sempre
serd culpa sua. O problema deve ser bem escolhido, nem muito dificil
nem muito facil, natural e interessante, e um certo deve ser dedicado a
sua apresentagdo natural e interessante (POLYA, 2003, P. 5).

O professor deve selecionar no contexto de sala de aula, problemas que favorecam o
processo de investigacao dos seus discentes, sendo atividades nao muito complexas, mas
com potencial para envolvé-los e instiga-los a resolver, caso contrario podera causar o
desinteresse. Ao compreender o problema procure analisar o problema sob diversos pontos
de vista e estabelecendo ligagoes com conhecimentos ja estudados anteriormente, com o
objetivo de encontrar conceitos que servirao de ponto de partida para a resolugao do
problema proposto. Neste momento algumas indagacoes podem ser feitas com a intencao
de auxiliar o entendimento da situacgao, tais como: Qual é a incognita? Quais os dados

fornecidos? Qual é a condicionante? E possivel satisfazer a condicionante?

Estabelecemos um plano quando é possivel enxergar, mesmo que de forma geral,
quais os procedimentos devemos utilizar para determinarmos a incégnita de uma situacao
especifica, ou seja, quando conseguimos estabelecer uma relacao entre os dados, a condici-
onante e a incégnita de um problema. Polya (2003, P. 7) afirma que "[...] o principal feito,
na resolucao de um problema é a concepcao da ideia de plano". Diante disso, um plano
deve esclarecer todo o caminho ( ou ao menos parte dele) a ser trilhado na resolucao de
um problema, deve mostra com a maior clareza os passos a serem efetuados, quais calcu-
los devem ser feitos, quais teoremas devem ser utilizados, ou seja, deve conter todas as
técnicas que serao usadas no processo de resolucao. Para o desenvolvimento dessa etapa é
necessario a utilizagdo de conceitos, propriedades, teoremas e técnicas previamente apre-
endidas, buscando recursos que sustentem a relacao existente entre os dados extraidos do
problema e sua incognita. Algumas questoes podem auxiliar nesta fase, tais como, Vocé
ja viu esse problema anteriormente? ou de forma diferente? Conhece um problema corre-
lato? Conhece algum problema que pode ser utilizado? Outras agoes importantes nessa
fase surgem apos o conhecimento das indagagoes anteriores, como por exemplo, Considere
a incognita e a partir dela procure pensar em um problema previamente resolvido que
possua a mesma incognita ou uma outra semelhante, conhece algum problema correlato
e ja solucionado, é possivel usd-lo? Podemos fazer uso do seu resultado? Podemos utilizar

seus procedimentos?

Agora vamos "Executar o plano', neste momento é necessario a execucao do plano

arquitetado, verificando cada estagio desenvolvido, aferindo cada calculo realizado, elabo-



20

rando esquemas e construindo figuras (quando possivel), organizando os dados em tabelas
ou graficos, enfatizando a relagdo entre os dados do problema e sua incoégnita. Alguns re-
quisitos que ajudam nessa fase sdo: examinar os fatos preestabelecidos, fazer o uso de
estratégias diversificadas, realizando detalhadamente as operagoes algébricas e geométri-
cas, dispor de um tempo consideravel, recomecar sempre que necessario e aferir todos os
passos do processo. Ao executar o plano, verificamos se houve aprendizagem, corrigindo

possiveis erros cometidos e se as etapas anteriores foram bem desenvolvidas.

Na etapa de Reflexao, verificamos se o resultado apresentado é realmente uma
resolucao do problema, considerando refazer todas as operacoes ja executadas, com o
objetivo de validar os passos adotados e o resultado obtido. Conforme indica Dante (2003).

Nesta etapa, analisamos a solugao obtida e fazemos a verificacdo do re-
sultado. O retrospecto, repassando todo o problema, faz com que o aluno
reveja como pensou inicialmente, como encaminhou uma estratégia de
solucdo, como efetuou os céalculos, enfim, todo o caminho trilhado para
obter a solugdo. Esse processo cuidadoso é um excelente exercicio de
aprendizagem e serve também para detectar e corrigir possiveis enga-
nos. (DANTE, 2003, p. 28)

No desenrolar desta fase é o momento propicio para o apontamento de outras estraté-
gias de resolucao, além de enfatizar a possibilidade da aplicacao do resultado ou metédo
desenvolvido nesse problema na resolugao de outros problemas correlatos, ou seja, um
momento propicio para o apontamento de outra forma ou modelo que pode servir para a

resolucao de outros problemas semelhantes.

Ao analisar as fases descritas em Polya (2003), percebemos que todas possuem
um papel fundamental no processo de resolugdo de um problema, entretanto isso nao
significa que o todo plano precisa necessariamente estar condicionado a essas etapas, um
estudante pode desenvolver uma estratégia interessante que contemple a resolucao do pro-
blema desejado sem a necessidade de passar por todas elas. No processo de resolugao de
problemas, no principio os estudantes devem identificar conceitos e técnicas matematicas
que podem ser aplicados na tradugao do problema da linguagem natural para a linguagem
matematica. Apds esse momento, eles precisam aplicar os conceitos identificados, na exe-
cucao dos métodos de resolucao e, por fim, efetuar a comparagao dos resultados obtidos e
o problema proposto, socializando seu plano de agdo com os colegas em sala. Diante desse
fato o documento BNCC Brasil (2018) destaca que:

no entanto, a resolugdo de problemas pode exigir processos cognitivos
diferentes. Ha problemas nos quais os estudantes deverao aplicar de ime-
diato um conceito ou um procedimento, tendo em vista que a tarefa so-
licitada estd explicita. H& outras situacoes nas quais, embora essa tarefa
esteja contida no enunciado, os estudantes deverao fazer algumas adap-
tacOes antes de aplicar o conceito que foi explicitado, exigindo, portanto,
maior grau de interpretacao (BRASIL, 2018, P. 535).

De acordo com as ideias defendidas por Dante (2003), os problemas matematicos po-

dem ser classificados em 6 tipos; exercicios de reconhecimento, exercicios de algoritmos,
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proplemas-padrao, problemas-processos ou heristicos, problemas de aplicacao e problemas

de quebra-cabega.

Os ezxercicios de reconhecimento sao aqueles que possuem como intencionalidade
fazer com que o estudante perceba, identifique ou relembre um conceito, uma definicao,
uma propriedade ou fato especifico. Enquanto que os Fxercicios de algoritmo sao ativida-
des que envolvem a aplicacao dos algoritmos das operacoes basicas com niimeros naturais.
Seu objetivo ¢ aperfeicoar as habilidades de execugao de um algoritmo, além de fortalecer
conceitos previamente apreendidos. Ja os Problemas-padrao sao aqueles que a resolucao
depende da aplicacao exclusiva de um ou mais algoritmos, previamente estabelecidos e
nao exigem algum plano de resolugao. A resolucao da situagao esta inserida no enunciado,
o trabalho principal do estudante ¢ matematizar a linguagem natural, elencando os algo-
ritmos necessarios para a resolucao. Tais problemas possuem como finalidade recordar e
fixar informagoes elementares por intermédio de algoritmos das operacgoes basicas, além

de salientar a ligacao existente entre essas operagoes e algumas situacgoes cotidianas.

Ja os Problemas de quebra-cabeca sao aqueles nos quais a resolugao esta direta-
mente ligada a sorte ou a habilidade de perceber um padrao que é o segredo para se
obter a resolucao. Constituem a chamada Matematica Recreativa, sao situagdes desafi-
adoras para os estudantes, fato esse que despertam o interesse para sua resolucao. Por
fim Problemas de aplicacao sao aqueles que envolvem situagoes rotineiras e utilizam a
Matemética para se obter a resolucao. Sao chamados também de situagoes-problemas.
Através de conceitos, técnicas e procedimentos matematicos procura matematizar uma
situacao real, relacionando dados em tabelas e graficos, efetuando operacoes associadas a
situagao. Comumente, sao problemas que demandam levantamento de dados, podem ser
apresentados em forma de projetos a serem desenvolvidos de modos interdisciplinar, ou

seja, fazendo uso de conceitos referentes a outras disciplinas.

Ainda nos dias atuais, a metodologia de ensino mais presente em nossas salas de
aula é aquela na qual o professor é o transmissor do conhecimento e os estudantes sao
meros receptores do conhecimento produzido no contexto da aula. Nesta concepcao, o
ensino de Matematica tem um padrao bem definido: primeiro, o professor expoe a defini-
¢ao, posteriormente, mostra um exemplo e, por fim, aplica uma cole¢ao de exercicios de
“fixacao”. O objetivo dos exemplos abordados é servir de modelo para a resolugao da lista
de exercicios, que em sua maioria sao repetitivos nao exigindo do estudante a elaboracao
de uma estratégia de resolugao, como pode ser visto nas orientacoes curriculares para o
ensino:

Sobre o processo de ensino e aprendizagem, uma primeira corrente, histo-
ricamente a mais presente nas nossas salas de aula de Matematica, identi-
fica ensino com transmissao de conhecimento, e aprendizagem com mera
recepc¢ao de conteudo. Nessa concepc¢ao, a aprendizagem é vista como um
acumulo de conhecimentos, e o ensino baseia-se essencialmente na “ver-
balizagdo” do conhecimento por parte do professor. Se por um lado essa
concepgao tedrica apresenta a vantagem de se atingir um grande ntimero
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de estudantes ao mesmo tempo, visto que a atividade estaria a cargo do
professor, por outro lado demanda alunos bastante motivados e atentos
a palavra do professor, o que ndo parece ser o caso para grande parte
de nossos alunos, que estao imersos em uma sociedade que oferece uma
gama de outras motivagdes (BRASIL, 2006, p. 80).

A metodologia da resolucao de problemas aponta um caminho distinto. Nela, a
consolidagao dos conceitos advém do processo de exploracao de cada situagao discutida
em sala, ou seja, o estudante consolida a aprendizagem de um novo conceito matematico
a partir do processo de resolucao de problemas, efetuando a validacao desse conceito por
meios praticos. Além disso, a introducao de conceitos através da resolugao de problemas,
favorece que o aluno desenvolva a capacidade de pesquisar, investigar, perceber, conjeturar

e validar conceitos e padroes acerca dos conceitos a serem estudados.

O ensino por intermédio da resolucao de problemas, de acordo com, Onuchic (1999)
pode ser encarado segundo duas vertentes, a primeira Matematica para aprender a resolver
problemas e a segunda, a resolugdo de problemas como passo inicial para o processo de
ensino e apredizagem de Matematica, percebemos que “o ensino e aprendizagem de um
topico matematico comega com uma situagao-problema que expressa aspectos-chave desse
topico e sao desenvolvidas técnicas matematicas como respostas razoaveis para problemas
razoaveis” segundo Onuchic (1999). Desse modo a resolu¢do de problema passa a ser
entendida como uma forma de introduzir conceitos matemaéticos, enfatizando o papel
central do estudante no processo de aprendizagem, isso pois, os conceitos serao adquiridos
nao pelo verbalizacao do professor, mas sim, com a exploragao realizada pelo estudante

no processo de resolucao de um problema.

A introducao de conceitos através da resolucao de problemas, favorece que o es-
tudante desenvolva a capacidade de pesquisar, investigar, perceber, conjeturar e validar
conceitos e padroes acerca dos conceitos a serem estudados. Portanto, ao utilizarmos a
resolucao de problemas como atividade motivadora para a validagao de um novo conhe-
cimento a ser estudado em sala estamos desenvolvendo uma postura pedagdgica, como:

Colocando o foco em Resolugao de Problemas, defendemos que: o ponto
de partida das atividades matematica nao é a definicdo, mas o problema;
que o problema nao é um exercicio no qual o aluno aplica , de forma
quase mecénica, uma férmula ou uma determinada técnica operatoéria;
que aproximagoes sucessivas ao conceito criado sao construidas para re-
solver um certo tipo de problemas e que, num outro momento, o aluno
utiliza o que ja aprendeu para resolver outros problemas; que o aluno
nao constréi um conceito em resposta a um problema, mas constréi um
campo de conceitos que tomam sentido num campo de problemas; que a
Resolucao de Problemas nao é uma atividade para ser desenvolvida em
paralelo ou como aplicagao da aprendizagem, mas como orientacdo para
a aprendizagem. (ONUCHIC, 1999, p.215)

Ao utilizar a resolu¢ao de problemas como elemento motivador para a consolidacao dos

conceitos matematicos, Onuchic (1999) sugere o seguinte roteiro. Primeiro, desenvolver as
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atividades em grupo, visto que, no mundo real costumeiramente aprender é um processo
compartilhado, ou seja, o objetivo final ¢ alcancado a partir de esforcos combinados. E
necessario desenvolver a nogao de cooperacao nos estudantes, mostrando que um pode
aprender com o outro. O papel do professor nesse processo é observar, organizar, con-
sultar e incentivar a aprendizagem. O professor aborda situagoes desafiadoras e ajuda os
estudantes a cooperarem entre sim com o objetivo de superarem as dificuldades de cada
situacao explorada. O professor é o intermediador do processo, leva os estudantes a pen-
sar, espera que eles pensem, da tempo para isso, acompanha suas exploragoes e resolve,

quando necessario, problemas secundarios.

Ainda de acordo com Onuchic (1999) ap6s os aluno efetuarem toda a exploragao da
situagao-problema o professor anotaria no quadro os resultados obtidos pelos diferentes
discentes ou grupos, registrando os resultados certos e errados do problema. Posterior-
mente, o professor inicia a socializacdo dos resultados, o seja, o momento em que todos
os dicentes ou grupos expoem suas estratégias de resolucao para o problema. Ao fim do
processo de socializacao, iniciamos o processo de analise dos resultados obtidos, nessa fase
as dificuldades apresentadas pelos estudantes sao trabalhadas novamente, a exploragao é
muito importante nessa fase. A analise dos resultados acarreta no consenso, que é justa-
mente a validagao do processo de resolucao pretendido. Finalizando, num esforco conjunto
entre professor e os estudantes, com o professor coordenando o processo, é realizado uma

sintese daquilo que deve ser compreendido a partir da exploragdo do problema abordado.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste Capitulo apresentamos alguns conceitos relevantes acerca dos niimeros intei-
ros, essa contextualizagao tem a intencao de abordar conceitos prévios que servirao como
requisistos basicos para a compreensao da proposta de atividade. Neste Capitulo também
discutimos conceitos acerca dos nimeros repunits. Para o embasamento deste considera-
mos os trabalhos desenvolvidos por Beiler (1966), Carvalho e Costa (2015), Domingues
(2017), Hefez (2016) e Oliveira e Corcho (2010) entre outros.

2.1 O CONJUNTO DOS NUMEROS INTEIROS

De acordo com Domingues (2017) os ntmeros negativos surgiram na China, a
mais de dois mil anos. Ja nesse momento, os chineses dominavam as regras de sinais
para adi¢ao e subtragao, entretanto, nao hé registro na matematica chinesa da regra de
sinais para a multiplicagdo em qualquer periodo anterior ao século XIII. Com o passar
do tempo, por intermédio das relacoes culturais com a China ou de modo independente
os nimeros negativos foram introduzidos a matematica hindu. Com o objetivo inicial de
resolver problemas associados a situacoes financeiras. Os registros dos nimeros inteiros
pelos hindus, aparecem principalmente em obras como de Brahmagupta (598-7)! e ji no
século XII nas obras de Bhaskara que assinalou que um ntmero positivo possui duas
raizes uma positiva e outra negativa, além de ressaltar a impossibilidade da extracao da
raiz quadrada de um nimero negativo. Ao introduzirem os nimeros negativos em sua
matematica os hindus nao possuiam nenhuma preocupagao com a teoria, pelo contrario,
os avangos matematicos registrados nessa etapa da historia, eram aplicados na resolugao

de problemas praticos, sem preocupacao com o rigor teorico.

Segundo Hefez (2016) os ntimeros negativos sao citados de forma pontual desde a
antiguidade, entretanto sob muita desconfianca da comunidade matematica. Tal desconfi-
anca perdurou até as atividades mercantis que ocorreram na Idade Média, neste momento
surgiu a necessidade de considerar os inteiros para resolver problemas relacionados a si-
tuagoes comerciais. Devido as desconfiangas dos matematicos a evolugao dos conceitos
relacionados aos niimeros inteiros ocorreu lentamente. No decorrer do século XIX com
os estudos de Cantor, quando as bases matematicas foram fundamentadas e novamente
sistematizadas, que a no¢ao de nimero inteiro passou a ser vinculada a conceitos da teoria

dos conjuntos.

Neste contexto, podemos definir o conjunto dos niimeros inteiros, como o conjunto

1 Nao hé registros histéricos acerca do falecimento de Brahmagupta.
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formado pela unidao dos niimeros naturais, o zero e os nimeros negativos. Este conjunto

sera denotado por Z. Em outras palavras, temos que
Z=A4-,—(n+1),—-n,---,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,--- ,n,n+1,---}
onde n é um numero natural.

A apresentacao inicial nesse trabalho é puramente axiomatica, ou seja, definiremos
a partir das operagoes de adigao e multiplicagao uma série de axiomas que formarao a base
para as discucoes relativas ao conjuntos dos inteiros Z que sao apresentadas no transcorrer
deste estudo. De acordo com Hefez (2016) as operagoes de adigdo e multiplicagdo em Z

sao definidas pelos seguintes Axiomas;

Axioma 1. A adicao e a multiplicacao sao bem definidas nos inteiros. Para todos a, b, ¢

e d inteiros, se a=ce b=d, entao a+b=c+deaxb=cxd.

Axioma 2. A adicao e multiplicacao sao comutativas. Para a e b inteiros, a+b=0b+a e

axXb=>bxa.

Axioma 3. A adicdo e a multiplicacdo sdo associativas. Para todos a, b, ¢ inteiros,
(a+b)+c=a+(b+c)e(axb)xc=ax(bxc).

Axioma 4. A adicdo e multiplicacao possuem elementos neutros. Para todo a inteiro,

a+0=aeax]1l=a.

Axioma 5. A adigdo possuiu um elemento simétrico. Para todo a inteiro, existe b= (—a)

de tal forma que que a+b = 0. Para todo a inteiro.

Axioma 6. A multiplicacao é distributiva em relagao a adi¢ao. Para todo a, b, ¢ inteiros,

temos a X (b+c¢)=axb+axc.

Axioma 7. Tricotomia: Dados a, b inteiros, temos que:

(i)a=0b, a>b oua<b.

Consinderando N, o conjunto dos niimeros naturais (inteiros positivos), como um

subconjunto dos niimeros inteiros, temos a seguinte consequéncia:

Axioma 8. Fechamento em N: O conjunto dos naturais é fechado em relagdo a adigao
e a multiplicagao, isto é, para todos a, b naturais, temos que a+0b e a x b pertencem ao

naturais.

As proriedades apresentadas na seuéncia sao derivadas dos Axiomas dos niimeros
inteiros definidos anteriormente. Para além disso, suas demonstragoes dependem direta-
mente da aplicacdo de tais axiomas, ademais podem ser encontadas em Hefez (2016) e
Domingues (2017).
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Proposicao 2.1. Para todo a inteiros, temos que a x 0 = 0.

Proposicao 2.2. Lei do cancelamento da adicao: Para quaisquer a, b e c¢ inteiros, se

a+c=b+c, entdo a =b.

Proposicao 2.3. Relacao de transitividade: Para quaisquer a, b e ¢ inteiros, se a < b e

b < c, entao a < c.

Proposicao 2.4. Lei do cancelamento da adicao associada a transitividade: Para todo a,

b e c inteiros, se a+c < b+c, entao a < b.

Proposicao 2.5. Lei do cancelamento da multiplicacao: Para quaisquer a, b, ¢ inteiros e

c#0,se axc=bxc, entdao a =b.

Proposicao 2.6. Lei do cancelamento da multiplicacao associada a transitividade: Para

todo a, b, ¢ inteiros e ¢ # 0, se a X ¢ < b X ¢, entao a < b.

Proposicao 2.7. Principio da Boa Ordenacao
Se T é um subconjunto nao vazio e limitado superiormente dos inteiros Z , entao T possui

um maior elemento.

Uma consequéncia derivada do Principio da Boa Ordenagao ¢ o Principio da In-

ducao Matematica, o qual enunciaremos a seguir.

Proposicao 2.8. Principio da Inducio Matemdtica

Seja um niimero inteiro a e seja p(n) uma sentenga aberta em n. Suponha que;
(i) p(a) é verdadeiro, e que

(ii) para todo n > a, p(n) implica em p(n+ 1) verdadeiro. Entao p(n) é verdadeiro para

todo n > a.

Discutiremos a seguir conceitos e proposicoes relacionados a divisbilidade dos intei-
ros. Como a divisao de um nimero inteiro por outro nem sempre é praticavel, entao essa
possibilidade pode ser expresssa por intermédio de uma relacao de divisibilidade, ainda
que essa relagdo nao seja verificada, mostraremos que mesmo assim podemos efetuar uma
divisao com uma pequena sobra, a qual denotaremos de resto. Este processo recebe o nome
de divisao euclidiana. A possibilidade de sempre efetuarmos a divisao entre dois niimeros

inteiros gera muitas propriedades, algumas sao discutidas ao longo deste trabalho.

Exemplo 1. Consindere o conjunto de elementos interios formado pelos mutiplos de 3,
ou seja, M ={---, =3k, ---,-9,-3,0,3,9,---,3k, ---} = {3k, para todo k inteiro}, note
que em M, 3 divide 21, pois 21 =3 X 7, ou seja, 21 pertence ao conjunto M. Entretanto
3 nao divide 8, isso pois nao existe um inteiro que ao ser mutiplicado por 3 resulta em 8§,

isto é, 8 nao pertence ao conjunto M.
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Dado dois nimeros inteiros a e b, dizemos que a divide b, quando existe um ¢
inteiro, de tal forma que b = a x q. Nessa situacao, também dizemos que b é um multiplo
de @ ou a é um divisor de b, ainda mais, b é divisivel por a. Usaremos a notagdo a | b
para representar todas as frases com o mesmo sentido da anterior. Se a nao divide b, quer
dizer, quando nao existir um inteiro que multiplicado a resulte em b, entao escrevemos a1 b.
Diante desse fato surgem algumas propriedades para divisibilidade, cujo as demonstracoes
podem ser consultados em Domingues (2017), Hefez (2016) ou Oliveira e Corcho (2010).

Proposicao 2.9. Sejam a,b, ¢ inteiros. Tem-se que:
(i) 1]a,alaealO.
(ii) 0] a se e somente se a = 0.
(iii) a|b se, e somente se, |a| | |b].
(iv) Seal|beb]|c, entdo a|c.
(v) Se a, b, ¢, d inteiros, entdo a | b e ¢ | d implica que a X ¢ | bx d.
(vi) Sejam a, b inteiros , tais que a | (b= c¢). Entao a | b se e somente se a | c.
(vii) Sejam a, b e ¢ inteiros, tais que a | b e a | ¢, entdo para todo m, n inteiros a | (bm+cn).

Exemplo 2. Veja que a— b divide a® —b%, uma vez que, a®> —b*> = (a—b)(a+b). Além de
que a— b divide a® — b3, isso pois, a® —b® = (a —b)(a® +ab— b?) este exemplo é generalizado

por meio da proposi¢ao a seguir:

Proposicao 2.10. Sejam a, b inteiros e n natural. Temos que a — b divide a” — 0", ou
seja, a” —b" = (a—b)(a® t+a" 2+ 4 ab" 2+ "L,

Quando dois nimeros a, b inteiros e a # 0, sao divididos e tem como resultado em
uma quatidade nao inteira, Fuclides em seu livro Os Elementos diz que é possivel realiza-
la, desde que consideremos o seu resto. Dando origem assim, ao algoritmo da divisao

euclidiana.

Exemplo 3. Dado quatro ntimeros inteiros positivos 1992, 1993, 1994 e 1995 observe que:
(i) 1992 =4 x498+0
(i) 1993 =4x498+1
(iii) 1994 =4 x498+2

(iv) 1995 =4 x 498+ 3

tal fato, pode ser representado por:
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Proposicao 2.11. (Divisao Fuclidiana)

Sejam a e b dois nimeros inteiros com b # 0. Existem dois inicos niimeros inteiros

q e r tais que a =bg+r, com 0 <r < |b|.

Explicitamos em seguida duas implicagoes derivadas divisao euclidiana, primeiro
abordamos o conceito de congruéncia, logo ap6s mostramos uma propriedade interessante

que pode ser verificada com a aplicacao da Proposicao 2.11.

Considere um nimero natural m. Dizemos que dois nimeros inteiros a e b sao
congruentes médulo m quando seus respectivos restos na divisao euclidiana por m sao

iguais. Quando os inteiros a e b sao congrus em relagao a m, escrevemos
a=b modm.

Exemplo 4. Observe que 72 =9 mod 21, entao 21 divide 72—9 e 2019 =4 mod 5,de

um modo geral temos que:

Proposicao 2.12. Suponha que a, b, m € Z, como m > 1. Tem-se a =b mod m se,

somente se, m | a—b.

Proposicao 2.13. Nenhum quadrado perfeito ou soma de dois quadrados perfeitos é da

forma 4q+ 3, para todo ¢ inteiro.

Demonstra¢io: Um nimero natural (inteiro positivo) m é dito um quadrado per-
feito, se existe um inteiro a, tal que m = a®. Observe que todo inteiro a pode ser escrito

na forma 4 x k+r, com r =0, 1,2 ou 3.
Diante disso, temos que para:

= (4q1)* = 4(4g7) = 4g, com q = 4g7;

r=1, entdo m=a?® = (4q1 +1)2 =4(4¢? +2q1) + 1 =4q+ 1, com ¢ = (4¢? +2q1);

r =2, entdo m = a® = (4q; +2)?> = 4(4¢} +4q1 +1) = 4q, com q = (4¢% +4q +1);

r =3, entdo m = a® = (4k+3)? = 4(4q} + 6q1 +2) + 1 = 4q, com q = (4¢} + 6q1 +2).
Logo m ¢é da forma 4q ou 4¢+ 1. Assim, como todo quadro perfeito s6 pode ser forma 4q
2

r =0, entdo m = a®

ou 4¢q + 1. Considere os quadrados perfeitos m = a? e n = b?, decorre que:

Para m = 4q; e n = 4q, entdo m+n = 4(q1 + q2) = 4q, com q = (q1 + q2).

Caso m =4q; e n=4qgo+ 1, assim sendo m+n =4(q1 +¢q2) +1 =4g+ 1, com
q=(q1+q2).

Ja quando m =4q; +1 e n = 4qo, segue que m+n =4(q1 +q2) +1 =4¢+ 1, com
q=(q1+q)

Porfim, se m =4q; +1 e n =4¢2+ 1, nesse caso m+n =4(q; +q2) +2 = 4¢+2, com
= (n+q) -
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Portanto a soma de dois quadrados perfeitos e da forma 4q, 4¢+ 1 ou 4q+ 2.

Para a escrita dos nimeros foi necessario ao homem a invencao dos sistemas de
numeracao, varios povos antigos desenvolveram uma representacao sistematica para os
numeros, como por exemplo, os babilonios, os egipcios e os romanos foram povos que
inventaram um sistema de representacao numérica. O sistema mais usado pelas pessoas
para representacao dos nimeros inteiros é o sistema decimal posicional. Segundo Hefez
(2016) o sistema decimal representa uma variagao do sistema sexagesimal inventado pelos
babilénicos antes de Cristo, o sistema decimal foi inventado na China e na India e com
o passar do tempo foi difundido no Oriente Médio através das caravanas e assim foi bem
quisto pela comunidade arabe. Sua introdu¢ao na Europa foi marcada por grande rejeicao

e sua difusdo apenas ocorreu apos os estudos de Fibonacci.

Nesse trabalho concebemos a representacao dos nimeros inteiros positivos, isso
porque o zero tem um simbolo préprio e todo inteiro negativo tem sua representacao

fundamentada no sinal de menos (-) seguido por um inteiro positivo.

De acordo com Hefez (2016) no sistema decimal, todo niimero inteiro é representado

por uma sequéncia formada pelos algarismos
1,2,3,4,5,6,7,8,9

incluindo o 0 (zero), que simboliza a falta de algarismo. O sistema é chamado decimal,

justamente, por ser composto por dez algarismos distintos.

O sistema também é chamado de posicional, isso pois, cada algarismo além do seu
valor natural, possui também um valor que lhe é conferido de acordo com a posi¢ao que
ocupa no numero. Sempre varia da seguinte maneira, seguindo da direita para esquerda o
primeiro algarismo tem peso um, o segundo peso dez, terceiro tem peso cem e assim por

diante sempre varia em uma poténcia de 10.

Existem outros sistemas de numeragao em uso, como exemplo o sistema de nume-
racao binario ou de base 2, que possuiu grande utilidade para as ciéncias da computacao,
no sistema binario, todo nimero inteiro é escrico com uma sucessao formada pelos alga-
rismos 1 e 0. A caracteristica comum entre o sistema decimal e o sistema binario é que

ambos sao sistemas posicionais.

Exemplo 5. O nimero 2019, no sistema decimal posicional (base 10), é a representagao
de 2x103+0x1024+1x10+9=2x%x1024+1x 10+ 9. No sistema bindrio, escrevemos
(2019)10 = (11111100011)2 = 1 x 210+ 1x 29 + 1 x 28 +1x 27T +1x 26 +1x 2> + 0 x 2% +
0x2340x224+1x2' +1x2% De forma geral temos que :

Proposicao 2.14. Sejam dados os nimeros inteiros a e b, com a >0 e b > 1. Existem

numeros inteiros n >0 e 0 < rg,ry, -+, < b, com 7, # 0, univocamente determinados,
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tais que
a=rg+r1b+rob®+ -+ +1,b"

Uma consequéncia imediata da definicdo de divishilidade é os critérios de divisibi-
lidade para alguns ntimeros especificos, que servem para julgarmos quando um nimero é
ou nao divisivel por outro. A seguir, apresentaremos os critérios de divishilidade por 2,
3,4,5, 7,9 e 11. As demonstragoes para tais critérios podem ser encontradas em Hefez
(2016) ou Oliveira e Corcho (2010).

Exemplo 6. Perceba que 2018 ¢é divisivel por 2, isso pois 2018 = 1009 X 2 e veja também

que 2020 ¢ divisivel por 2, isso porque 2020 = 1010 x 2, de maneira geral temos que:

Proposigao 2.15. Seja a =1y, ---r1rg um numero representado no sistema decimal. Uma

condicao necessaria e suficiente para que a seja divisivel 2 é que rg seja divisivel por 2.

Em outras palavras, um nimero escrito no sistema decimal é divisivel (multiplo)

de 2, todas as vezes que este nimero for par, ou seja, terminar em 0 (zero), 2, 4, 6 ou 8.

Exemplo 7. Note que 2019 é divisivel por 3, isso pois 2019 = 673 x 3 e veja também que
2022 ¢ divisivel por 3, uma vez que 2022 = 674 x 3, este exemplo pode ser justificado pela

seguinte proposicao:

Proposigao 2.16. Seja a =1y, ---r1rg um numero representado no sistema decimal. Uma
condicao necessaria e suficiente para que a seja divisivel por 3 é que r, +---+7r1 +1rp seja

divisivel por 3.

De outra maneira, um ntimero escrito no sistema decimal é divisivel por 3, todas

as vezes que a soma dos algarismos deste niimero for um miultiplo de 3.

Exemplo 8. Enxergue que que 2020 é divisivel por 4, isso porque 2020 = 505 x 4 e veja
também que 2024 ¢ divisivel por 4, isso devido que 2024 = 506 x 4, éssa situacao pode ser

justificar por intemédio da seguinte proposicao:

Proposicao 2.17. Seja a =1y, ---r1rg um numero representado no sistema decimal. Uma

condi¢@o necessaria e suficiente para que a seja divisivel por 4 é que r17( seja divisivel por
4.

De outro modo, um timero escrito no sistema decimal é divisivel por 4, sempre que

os numero formado pelo dois ltimos algarismos desse nimeros for divisivel por 4.

Exemplo 9. Veja que 2015 é multiplo de r, pois 2015 =403 x 5 e 2030 também maultiplo

de 5, isso porque 2030 = 406 x 5, essa situacao pode ser verificada pela proposicao:
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Proposicao 2.18. Seja a =1y, ---r1rg um numero representado no sistema decimal. Uma

condicdo necessaria e suficiente para que a seja divisivel 5 é que rg seja divisivel por 5.

Em outras palavras um ntmero inteiro escrito no sistema decimal é divisivel por

5, todas as vezes que seu tltimo algarismo for 0 (zero) ou 5.

Exemplo 10. Veja que 2016 é multiplo de 9, isso porque 2016 = 224 x 9 e 2025 também
¢ multiplo de 9, uma vez que 2025 = 225 x 9, essa ideia pode ser generalizado por meio da

seguinte proposicao:

Proposicao 2.19. Seja a =1y, ---r1rg um numero representado no sistema decimal. Uma
condicao necessaria e suficiente para que a seja divisivel 9 é que r, +---+ 11 + 1o seja

divisivel por 9.

O critério de divisibilidade por 9 é semelhante o critério de dividibilidade por 3,
isto ¢, um ntimero escrito no sistema decimal ¢ divisivel por 9, todas as vezes que a soma

dos algarismos deste niimero for um miultiplo de 9.

Exemplo 11. Observe que 2016 é divisivel por 7, uma vez que 2016 = 288 x 7, do mesmo
modo que 2716 ¢é divisivel por 7, visto que 2716 = 388 x 7, sendo assim, de forma geral

temos que:

Proposigao 2.20. Seja a =1y, ---r1rg um numero representado no sistema decimal. Uma
condigao necesséria e suficiente para que a seja divisivel por 7 é (ry,---rory) — 2rg seja

divisivel por 7.

Em outras palavras, um numero ¢é divisivel por 7, quando ao subtrairmos o dobro
do tultimo algarismo do nimero formado pelos demais algarismos obtemos um nimero

divisivel por 7.

Exemplo 12. Observe que 2013 ¢é divisivel por 11, uma vez que 2013 = 183 x 11, do
mesmo modo que 2761 ¢é divisivel por 11, visto que 2716 = 2761 = 251 x 11, esse exemplo

pode ser verificada pela proposicao:

Proposicao 2.21. Seja a =1y, ---r17rg um ntimero representado no sistema decimal. Uma
condigdo necessdria e suficiente para que a seja divisivel 11 é que (rg—7r1)+ (ro—13)+ -

seja divisivel por 11.

Nesse momento discutiremos alguns conceitos que aparecem de forma recorrente
em problemas de divisibilidade, assim como a relacao existente entre es novos conceitos e

as nocgoes de divisibilidade previamente estabelecidas.
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Exemplo 13. Seja D(n) o conjunto dos divisores de um inteiro n, Observe que 93 possui
como divisores o seguinte conjunto de nimeros inteiros D(93) = {1, 3, 31, 93}, jd o 115
possui como divisores o conjunto D(155) = {1, 5, 31, 155}, sendo assim podemos perceber
que 1 e 31 sao divisores comuns entre 93 e 155, para além disso, percebemos que 31 é o

maior divisor comum entre eles.

Sejam dois inteiros a e b, um ntmero inteiro d serd um divisor comum de a e b
quando d divide a e d divide b. Dessa forma, diremos que um ntmero d > 0 é o mdximo

divisor comum (mdc) de a e b, quando as seguintes propriedades sao verificadas:

(i) d é um divisor comum de a e b.

(ii) d é divisivel por todo divisor comum de a e b, ou seja, se ¢ é um divisor comum de

a e b, entao c divide d.

Portanto, dizemos que d é o maximo divisor comum, ou simplimenste mdc de a e
b, quando d é o maior nimero inteiro que divide simultaneamente a e b. Denotado por
d=(a,b)

Exemplo 14. Vamos determinar o méximo divisor comum dos ntimeros 471 e 1176, para

isso, observe que de acodo com o Algoritmo da divisao euclidiana temos:

1176 = 471 x 2+ 234 observamos dessa igualdade que 3 é um divisor comum de
1176 e 471, isso pois 3 divide 471 e 3 divide 234, fato implica em 3 divide 471.

471 = 234 x 2+ 3 notamos nessa igualdade que 3 é um divisor comum de 471 e 234,

visto que, 3 divide 234 e 3 divide ele mesmo, sendo assim 3 divide 471.
234 = 78 x 3, percebemos que 3 divide 234.

Entao, como 3 divide 471 e 3 divide 1176 concluimos que d = 3 ¢ um divisor comum
de 471 e 273, a proposicao a seguir, ndo somente garante que (471, 1776) = 3, como define
um algoritmo para a determinacao do maximo divisor comum entre dois nimeros . A

demnostragao para tal proposi¢do pode ser consultada em Hefez (2016).

Proposigao 2.22. (Algoritmo de Euclides)

Dados dois inteiros positivos , a e b aplicamos sucessivamente a divisao euclidiana

para obter a seguintes sequéncias de igualdades

b= aqi +11, 0<ri<a
a= r1q2 + 12, 0<r9g<nr;
Ty = roqs+r3, 0<rg<ry

Tn—2= Tp-1qn+7rn, 01y <rp_q

Tn—1= Tndn+1, T'n = (a> b)
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até que algum 7, dividir r,,_;. Dessa forma, o (a, b) = ry, ou seja, o ultimo resto nao-nulo
no processo de divisao anterior. Este algoritmo foi descrito por Euclides no seu livro Os
FElementos e mesmo com o passar dos milenios poucas atualizagoes forar registradas nesse

metddo matematico.

Exemplo 15. Consindere dois conjuntos numéricos M e N de elementos inteiros detal
maneira que, M = {---, =2k, --- —4,0,2,/4,--- 2k, ---} = {2k, para todo k inteiro} e
N={-,-3k,---=3,0,3,6,---,3k,--- } = {3k, para todo k inteiro} , observe que os
numeros 0, 6 pertecem simultaneamente aos dois conjuntos, nessa situagao dizemos que

0, 3 e 46 sdo mutiplos comuns de 2 e 3.

Dizemos que um ntimero é mutiplo comum de dois outros niimeros inteiros dados, se
ele for um multiplo simultaneo desses nimeros. De maneira mais especifica, consideramos
que um numero inteiro m = 0 é o menor multiplo comum (mmc) de dois niimeros inteiros

a e b, quando as seguintes propriedades sao verificadas:

(i) m é um mitiplo comum de a e b.

(ii) se ¢ é um mutiplo comum de a e b entdao m divide ¢, ou seja, m divide qualquer

mutiplo comum de a e b.

De acordo com essa propriedades, dizemos que m é o menor mutiplo comum, ou
simplemente o mmec de a e b, quando m for o menor inteiro diferente de zero, presente

simultaneamente na lista de mutiplos a e b, o qual denotaremos por m = [a, b].

Ainda relacionado aos nimeros inteiros, temos que um ndmero natural (inteiro
positivo) p é dito primo quando p for diferente de 1 e seus tnicos divisores naturais forem
1 e o proprio p. J& um ntmero natural a é chamado composto quando nao for primo.
Assim, um ntmero composto pode ser escrito de maneira tnica como um produto de

primos.

Dados dois primos p e ¢ e um numero inteiro a qualquer, podemos concluir a partir

da definicao de primalidade os seguintes fatos.

(i) Se p divide ¢ entao p =gq.

(ii) Se p nao divide a entdo mdec(a,p) =1, neste caso dizemos que a e p sdo primos entre

Si.

Exemplo 16. Observe que 2019 = 3 x 673, enquanto 2020 = 22 x 5 x 101, de maneira geral

temos que:

Proposicao 2.23. (Teorema Fundamental da Aritmética)
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Todo niimero natural maior que 1 ou é primo ou se escreve de modo tnico (inde-
pendente da ordem dos fatores) como um produdo de nimeros primos. Portanto, ado um
natural n # 0, 1, —1, existem primos p; < --- < p; e 0s naturais aq,---,q; univocamente
determinados, tais que

aq 2

n=+pltps?---pi.

Exemplo 17. Veja que a quantidade de divisores de
2% x 5x 101
é igual (2+1)(1+1)(1+4 1) =12 divisores, isso nos faz pensar que:

Proposigao 2.24. Denotando a quantidade de divisores de um natural n por Q(n),

quando n = p{ips?-

--pZ-O‘i, no qual p1, p2,---, p; sdo nimeros primos e «aq,--- ,q; naturais,
entao

Q(n) = (041—1-1)(042-}-1)---(0@-}-1).

Exemplo 18. Note que 2 divide 32 —3, uma vez que 32 —3=9—-3=6=23x2, ja 5 divide

25 — 2 isso pois, 2° —2=232—2 =30 =6 x 5 fato que nos conduz a crer que:

Proposicao 2.25. ( Pequeno Teorema de Fermat)

Dado um ntimero primo p, tem-se que p divide o nimero a? — a, para todo a inteiro,

ou em outras palavras, pela Proposi¢ao 2.12 podemos representar a? —a =0 mod p.

Outro conceito que utilizaremos em nossa proposta de oficina é o Principio da
Casa dos Pombos, que é referente ao questoes de distribuicdo de quantidades inteiras.
Enuciaremos a seguir tal principio, sua demosntragao pode ser observada em Carvalho e
Morgado (2015) e Oliveira e Corcho (2010).

Proposicao 2.26. (Principio das Casas dos Pombos) Se distribuirmos N + 1 pombos em

N casas, entao alguma das casas contém dois ou mais pombos.

2.2 NUMEROS REPUNITS

Os nameros repunits formam um subconjunto dos naturais (inteiros positivos) que
possuem propriedades e padroes bem definidos e por isso vem despertando o interesse
dos matematicos no decorrer da Historia, principalmente a partir do desenvolvimento
dos computadores que possibilitou ferramentas para estudos mais avancados dessa classe

numeérica.

Segundo Carvalho e Costa (2015) O termo repunit foi usado pela primeira vez por

Beiler (1966), referindo-se a todos os ntimeros naturais R, escritos em forma decimal com
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a justaposicao do algarismo 1, dessa forma R, = {1,11,111,1111,11111,---} para todo

n > 1, é o conjunto que contém todos os repunits.

O pesquisador Beiler (1966) também foi responséavel por apresentar uma fatoracao
de R,, mostrando a existéncia de primos do formato R,, que ficaram conhecidos como
primos repunits, ou seja, nimeros naturais que sao primos e repunits concomitantemente.

A seguir mostraremos uma tabela com a fatoracao de R, para 2 <n <19 e n = 53.

Tabela 1 — Fatores primos de R,

’ n ‘ Ry, ‘ Fatoracao
2 11 primo
3 111 3x 37
4 1111 11 x 101
5 11111 41 x 271
6 111111 3XTx11x13x37
7 1111111 239 x 4649
8 11111111 11 x 73 x 101 x 137
9 [ 111111111 3% x 37 x 3336677
10 | 1111111111 11 x 41 x 271 x 9091
11 | 11111111111 21649 x 513239
12 | 111111111111 3XTx11x13x37x101x9901
13 | 1111111111111 53 X 79 x 265371653
14 | 1111111111111 11 x 239 x 4649 x 909091
15 [ 111111111111111 3x 31 x37x41x271 x2906161
16 | 1111111111111111 11 x 17 x 73 x 101 x 137 x 5882353
17 | 11111111111111111 2071723 x 5363222357
18 [ 111111111111111111 | 32 x 7 x 11 x 13 x 19 x 37 x 52579 x 333667
19 | 1111111111111111111 | primo
53 | 111---11 107 x 1659431 x 1325815267337711173 %
47198858799491425660200071

Fonte: (Carvalho e Costa (2015))

Em conformidade com Tabela 1 podemos perceber alguns padroes que serao jus-
ticados pelas proposi¢oes apresentadas em seguida. As demonstragoes das proposicoes
compreendidas entre a Proposicao 2.27 até a Proposi¢ao 2.30 podem ser encontradas em
Carvalho e Costa (2015).

Exemplo 19. Veja que: R3 =111 =3x37, Rg=111111=3x 37037 ¢ Rg =111111111 =

3 x 37037037. Isto nos leva, pelo critério de divisibilidade por 3, a concluir que:

Proposicao 2.27. Para todo n € N*| se R, ¢ um nimero miltiplo de 3 se e somente se

n também for.
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Exemplo 20. Veja também que: Ry =11=11x1, R4 =1111=11x 101, Rg=111111 =
11 x 10101 e Rg =11111111 =11 x 1010101. Este fato pode ser validado pela proposicao:

Proposicao 2.28. Para todo n € N*, se n for da forma 2k (par), entdao R,, é multiplo de
11.

Exemplo 21. Notemos que Rg=111111 =3 x7x 11 x13x 37 e Rio = 111111111111 =
3XT7Tx11x13x37x101x9901, assim a proposicao a seguir mostra uma generalizagao

para este fato:

Proposicao 2.29. Para todo n € N*, se n é multiplo de 6, entao R, é multiplo de 3, 7,
11 e 13.

Exemplo 22. Considere R4 =1111 =11 x101 =101R2, Rg=111111=3x 7 x 11 x 13 X
37=(3xTx13x37)Ry e Ry = 11111111 = 32 x 37 x 333667 = (3 x 333667)(3 x 37) =
(3 x 333667) R4, tal exemplo pode ser justificado pela proposigao:

Proposicao 2.30. Para quaisquer k,n € N*, se n é multiplo de k, entdo R, é multiplo
de Rk

Veja que nao existe repunit, par nem miultplo de 5, isso pois, nenhum repunit

termina em um nimero par ou em 5, é facil verificar que

Proposicao 2.31. Para todo n natural temos que R, =1 mod2e R, =1 modb5.

A Proposicao 2.32, pode ser interpretada como uma consequéncia direta da Pro-

posicao 2.30 apontada em Carvalho e Costa (2015).

Proposicao 2.32. Se R,, é primo entao n é primo.

A reciproca da Proposicao 2.32 nao é valida, visto que se n =3 ou n =5 sao primos,
enquanto que, R3 =111 e R5 = 11111 nao sao primos, basta ver que Rz =111 =3 x 37
e Rs = 11111 =41 x 271. De acordo Carvalho e Costa (2015) mesmo com o avango da
tecnologia atualmente ainda existe uma dificuldade computacional para a verificagdo da
primalidade de R,,, (basta considerar R,, com milhares de algarismos). Até os dias atuais
os valores conhecidos de n para os quais R, é primo sdo n = 2,19, 23, 317 e 1031. Apds os
estudos de varios matematicos como Dubner (2001), foi possivel determinar que podem
gerar possiveis primos repunits que sao n = 4091, 86453, 109297 ou 270343. Devido a
esse obstaculo computacional foram efetuados testes considerando todos os valores n <
2.500.000 e nenhum novo primo foi encontrado, deixando ainda em aberto a questao

relacionda a infinitude dos nimeros primos do formato R,,.
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Algumas das proposi¢des propostas a seguir merecem um destaque especial, pois
em alguns casos este estudo apresentamos uma demosntragao inovadora para essa pro-
priedades. Enquanto, outras nasceram de forma conjunta a esse estudo, ou seja, foram

proposta pelo autor no desenvolvimento dos estudos que culminaram neste trabalho.

Exemplo 23. Observe que Ro =11=10x R1+1, R3 =111 =10 x Ry + 1, assim continu-
ando até o n+ 1-ésimo repunit, temos R, +1 = 10R,, + 1. Dessa maneira, podemos definir

recursivamente os nimeros da forma R,, da seguinte maneira;

Proposicao 2.33. Para todo n natural temos que R, é dado por

Ri=1
Rn+1 = 10Rn + 1,TL 2 1.
E facil perceber com base na Proposicao 2.33 e a Proposicao 2.22que:

Proposicao 2.34. Dois repunits consecutivos sao coprimos.

Partindo da forma recursiva dos niimeros repunits, Proposi¢cao 2.33, podemos es-
tabelecer uma férmula fechada que gere todos os R, no sistema decimal, que dependa

exclusivamente do valor de n e nao mais dos repunits anteriormente conhecidos.

10t —1 102 -1 103 -1
Exemplo 24. Veja que R =1= —5 Ry=11= e R3=111= , este
fato pode ser justificado pela proposicao:
.~ . 10" -1
Proposicao 2.35. Para todo n € N*, temos R,, = 5

Demonstragdo. Para a verificarmos essa proposicao faremos a inducao sobre n. Paran =1

101 -1
e n =2, é facil perceber que R1 =1= . Logo para n =2, temos que:
10t -1
Ro =10R; +1 =10 X 9 +1

102-10+9 102 -1

9 9

o que mostra a validade da sentenca paran=1en = 2.
n

Suponha que para todo n > 1 a sentenca R, = seja valida. Devemos mostrar

a validade para n+ 1. Note que:

10"—1 9
Rppi =10R,+1  =10x —5—+7
10" —10+9 10"t —1
9 9

fato este que demonstra a validade da sentenca para todo n+ 1. O
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Apds a mencao de Beiler, muitos resultados sobre os repunits foram determinados,
Snyder (1982) apés vérios estudos na area propds uma generalizagao das propriedades

aritméticas dos nimeros R,, para qualquer base numérica inteira, b > 2, em que R, (b) =
b —1

b—1

dessa forma os conceitos artiméticos associados aos nimeros repunits no sistema decimal

, que ficaram conhecidos como repunits generalizados ou repunits para uma base b,

foram ampliados para qualquer base numérica inteira.

Exemplo 25. Veja que R3(2) =111 =224+ 21+ 29 enquanto que R3(5) =111 =5245!+
50.de modo geral temos que:

" —1
b—1

Proposicao 2.36. Seja uma base numérica b > 2, entao Ry, (b) = =42 4

---+b+1 para todo n € N.

Demonstrac¢do. Vamos provar por indugdo em n. E ficil pecerber que a proposicéo é vélida

para n =1, pois Ry (b) = b_il =0 =1.

bt —1
b—1
todo n € N. Devemos mostrar a validade da sentenga para R,+1(b).

T

=L "2 ... 4 b+ 1 seja valida para

Suponhamos, agora, que R, (b) =

Pela hipétese de indu¢ao Ry,4+1(b) = 0"+ , sendo assim, veja que:

b—1
Ropi1(b)= 0"+ 140" 24 4 b+1 =b"+ bbn__ll
bn+1_bn+bn_1 bn+1_1
B b—1 T -1
fato este que mostra a validade da proposigao. O]

Proposigao 2.37. (HEFEZ, 2016, exercicio 3.32) Exceto R; = 1, nenhum outro R,, é um

quadrado ou soma de dois quadrados perfeitos.

Demonstracao. Repare que;

Ry=11=4x2+3
R3=111=108+3=4x27+3 (2.1)
Ry=1111=1108+3=4x277+3

R,=1111..11=10%x ( 1111..1  )+11

n—2 algarismos

Sendo assim, pela Proposicdo 2.17 temos que 10? é divisivel por 4, e pela Equacio

(2.1) que 11 =4 x 2+ 3, cocluimos entao que:

Ry=( 1111..1 )=4q+3

n algarismos
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para todo ¢ € N*.

De acodo com a Proposicao 2.13, nenhum quadrado perfeito pode ser da forma 4q+
3, com g € N, entao podemos concluir que para todo n > 2 nao existe nenhum quadrado

perfeito da forma R,,.
Tabela 2 — Adicao dos quadrados perfeitos

+ 4q 4qg+1
4q 4(2q) | 4(29)+1
4g4+1 | 4(29)+1 | 4(2¢9) +2

Para a verificacao da segunda parte da proposi¢do, conforme a Proposicao 2.13
todo quadrado perfeito é da forma 4q ou 4g+ 1, segundo a Tabela 2 as possibilidades de
soma de dois quadrados sao da forma 4q, 49+ 1 e 4¢+2. Logo como R,, é da forma 4q -+ 3,
assim concluimos novamente da Proposicao 2.13 que exceto o 1, nenhum outro repunit

pode ser escrito como soma de dois quadrados perfeitos. O

A Proposicao 2.37 pode ser descrita de modo mais geral, da seguinte maneira,
nenhum nimero da forma 4q+ 3 é resultado de um poténcia, cujo expoente é da forma
2k para todo k > 1.

Corolario 1. Exceto R =1 nenhum outro R,, é resultado de uma poténcia, cujo expoente

¢ da forma 2k para todo k natural e £ > 1.

2k

Demonstragdo. Para verificarmos esta proposicao, basta ver que a*" = (a2)k, pela Propo-

sicao 2.13, garante que a? é da forma 4q ou 4g + 1, logo temos dois casos a analisar:

Para a? = 4q, temos que (a?)* = (49)F = (4¢)(4q)--- (4q) = 4(4*~1¢¥) = 4t para

k fatores

t=4k=1gk,

Caso tenhamos a = 4q+ 1, devemos mostrar que para todo ¢ e ¢ inteiros a seguinte

igualdade é verificada
A +1)(4ge+1)--(4gi+1)=4t+1,i>1.
Para a demonstragao faremos indugao sobre i. Verificando parat=1 e i = 2.

Para ¢ =1 é facil perceber que 4g; +1=4t+1, para t = ¢q1. Ja4 com relacao a i = 2,

temos
(A +1) (42 +1) =4 x4 +2x4qaep+1=44a@p+2qqp)+1=4+1,

para t = 4q192 + 2q1q2, o que mostra a validade da sentenca parai=1e 1= 2.

Suponha que para todo i > 1 a sentenca (4q; +1)(4dga+1)---(4g; +1) = 4t +1 seja
valida. Devemos mostrar que (4q1 +1)(4g2+1)---(4¢; +1)(4gi+1 +1) = 4t + 1.
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Pela hipétese de indugao temos que (4q1 +1)(4g2+1) - (4gi +1)(4git1 +1) = (4t +

1), entao:

(Ag1+1)(4ga+1) -+ (4gi +1)(4git1 +1) = (4t +1)(4gi+1+1)
= 4 X Atqir1 +4t +4qgi +1 =4(dtqip1 +t+qip1) +1
= 4t 41

para todo t = 4tq;41 + 2tq;+1. Portanto a sentenga é vélida para qualquer ¢ > 1. Fato que
implica a validade, do caso particular (4¢+1)(4g+1)---(4g+1) =4t + 1.

k fatores
Desse modo, concluimos que toda poténcia com expoente da forma 2k, tem como

resultado um nimero inteiro da forma 4q ou 4¢+ 1, como pela Equacao 2.1, todo R, é da
forma 4q+ 3, entdo nenhuma R,, é resultado de uma poténcia com o expotente da forma
2k. 0

Exemplo 26. Note que R3 =111 =3 x 37, Rg = 1111111111 = 3% x 37 x 3336677, este

fato pode ser generalizado pela proposicao a seguir:

Proposicdo 2.38. Para todo k € N, temos 3* divide Ry

Demonstra¢do. Vamos mostrar essa proposicio por inducdo em k. E f4cil constatar que

a afirmagao é verdadeira para k =1, pois, R3 = 111 =3 x 27, ou seja, 3 | Rs.

Suponha que k > 1 a senteca que 3F | Rsr seja véalida. Devemos mostrar a validade
para k+1.

Como 3* divide R, entao existe um ¢ € N tal que, pela Proposicao 2.35 obtemos

k
103 —1
Rai = —9 = 3kq, que acarreta em 103" = 3k+24 4+ 1. Note que:
& 3
R B 103k+1 -1 B (103 ) —1
i 9 B 9
_ (3k+2q+ 1)3 _ 33k+6q3+32k+5q2+3k+3q
9 9
3/<:—|—1 32k+5 3+3k+4 2_|_32
_ ( q 5 q q) _ 3k+1(32k+3q3+3k+2q2+q) ‘
Portanto multiplo de 3¥t1, o que mostra a validade para todo inteiro k. O

Exemplo 27. Note que 3| R3, isso pois R3 =111 = 3 x 37, note também que 7 | Rg, visto
que Rg=111111=3 x 7 x 11 x 13 x 37, este fato nos faz pensar em:

Proposigao 2.39. Seja p um ntimero primo, com p # 2 e p# 5 . Entao p divide R,, para

algum n.
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Demonstragio. Para verificarmos a validade dessa proposi¢ao, temos dois casos a consi-
derar. Primeiro se p = 3, entao pela Proposicao e ao observarmos a Tabela 1 que R3 =111

¢ multiplo de 3.

Caso tenhamos p > 5, considere um niimero a = 111...11  pela Proposi¢ao 2.35
—_
p—lalgarismos
. wot-1
temos que a ¢ igual R, 1 = — g assim como (p,10) =1, pelo pequeno teorema de
Fermat, Proposicio 2.25, temos 10°P~! =1 mod p, que acarreta em 10P~1 —1=1—-1=0
1Pt —1
mod p, dai segue que ———— =0 mod p, portanto, divisivel por p. O

9
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3 APRENDER A RESOLVER PROBLEMAS

Como ferramenta de obtencao de dados para a fundamentacao deste trabalho pro-
pomos uma oficina de estudos matematicos, cuja a intencao é propor uma colecao de
problemas relacionados aos niumeros repunits e utilizar a metodologia da resolucao de
problemas, para o processo de resolucao de tais questoes. Nosso propésito é oferecer uma
lista de problemas com diversas técnicas de resolucao, com o objetivo que ao fim da ex-
ploracao de cada situacao o estudante consiga investigar, descobrir, conjecturar e validar
propriedades e conceitos sobre os nimeros repunits. As questoes aplicadas serdo classi-
ficadas de acordo com as ideias do educador e matemético Dante (2003), em relac¢ao as
etapas para a resolugao de cada situacao foram consideradas as fases para a resolucao
de um problema estabelecidas por Polya (2003). Para tanto, essa proposta de oficina foi
dividida em dois grupos de problemas, a saber, Problemas introdutorios: que tem por ob-
jetivo introduzir e recordar alguns conceitos aritméticos associados aos niimeros inteiros,
além de definirmos alguns conceitos acerca dos numeros repunits e Problemas explora-
torios, cujo o objetivo é aplicar os conceitos e as propriedades aritméticas dos ntimeros
repunits na resolucao de problemas. Portanto, a intencao com esta ofina é utilizar a reso-
lugdo de problemas citadas por Dante (2003), Echeverria e Pozo (1998), Onuchic (1999) e
Polya (2003) entre outros autores, como metodologia para o processo de ensino dos con-
ceitos associados aos numeros repunits, para isso pensamos a resolucao de problemas em
duas vertentes, a primeira Matematica para aprender a resolver problemas e a segunda

Resolucao de problemas para aprender Matematica.

O publico alvo desta oficina sao estudantes a partir do 7° ano, visto que de acordo
com Brasil (2018) nessa fase da vida escolar os conceitos relativos a divisibilidade de ni-
meros inteiros ja estao sistematizados pelos estudantes, além de serem apresentados aos
conceitos e propriedades referentes aos niimeros inteiros. O desenvolvimento da oficina
consiste na aplicacao de questoes, cuja a resolucao envolvem conceitos correlacionados aos
nimeros repunits, assim o objetivo com esta oficina é desenvolver as habilidades acerca de
propriedades aritméticas e aplica-las a resolucao de novos problemas, ou seja, desenvolver
conceitos que possam servir de ferramenta para a resolucao de outras situagoes que exi-
gem um pensar matematico. Também visamos com essa oficina mostrar aos professores
de matematica uma estratégia de ensino pautada na resolucdo de problemas, que visa
desenvolver nos estudantes a capacidade de apreenderem de forma ativa contemplando as

competéncias citadas pelos documentos oficiais da educacao brasileira.
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3.1 PROBLEMAS INTRODUTORIOS

Neste rol de problemas exploraremos as aplicacoes de distintos conceitos e proprie-
dades matematicas. A resolucao de tais questoes nao exige um conhecimento matematico
superior ao programa escolar e sua intecionalidade é fazer com que os estudantes recor-
dem alguns conceitos previamente validados. Assim sendo, iniciaremos com o seguinte

problema.

Problema 3.1. Quantos niimeros sao mutiplos comuns de 3 e 7 compreendidos entre
2000 e 30007

De acordo com a classificagao sobre os tipos de problemas, o Problema 3.1 é tido
como problema padrao, porque sua resolucao depende exclusivamente da aplicacao de
algoritmo previamente estabelecido o algoritmo de Euclides para a divisao de nimeros

inteiros.
Uma Proposta de Resolucao:

De acordo com as fases para a resolugdo de um problema, alguns questionamentos
surgem com a inten¢ao de fazer com que o estudante conceba alguns elementos essenciais

de um problema:

Qual a incognita do problema?, ou seja, o que devemos encontrar? Essa questao
tem por finalidade fazer com que o sujeito identifique a incognita presente no problema,
ou seja, identifique o que o problema exige que ele faga. Assim precisamos determinar qual
a quantidade de multiplos comuns de 3 e 7 que estao compreendidos entre os nimeros
2000 e 3000.

Qual € a condicionante? Essa indagacao visa que o estudante tenha a percep¢ao
dos fatos que podem exercer influéncia sobre a incoégnita do problema. A condicionante
nesse caso especifico é, 3 e 7 sdo nimeros primos entao seus multiplos comuns sdo todos

os multiplos de 21.

Quats informagoes possuimos sobre os multiplos de 21 que estdo entre 2000 e 30007
Essa questao tem por proposito que os estudantes estabelecam um elo entre a condici-
onante e a incognita envolvida no problema. Sabemos pelo algoritmo de Euclides que
2000 = 95 x 21 + 5 que acarreta que o primeiro multiplo de 21 no intervalo considerado
¢ 2016 = 96 x 21, também sabemos pelo algoritmo de Euclides que 3000 = 142 x 21 + 18
fato que acarreta em 2982 = 142 x 21 ser o ultimo ndmeros miltiplo de 21 no intervalo

dado. Listemos os multiplos de 21 no intervalo dado:
2016 = (95+1) x 21, 2037 = (95 +2) x 21, 2058 = (95+3) x 21, ---, 2982 = (95 4+ 47) x 21.

Portanto podemos concluir que existirao 47 multiplos comuns de 3 e 7 no intervalo entre

2000 e 3000. n
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Problema 3.2.
(a) Quantos divisores positivos possui o nimero 54007

(b) Quantos deles sao impares?

De acordo com a classificacdo de problemas, o Problema 3.2 se enquadra como
problema-padrao, pois sua resolucao depende exclusivamente da aplicacdo de um algoritmo

previamente estudado, o algoritmo da decomposi¢cao em fatores primos.
Uma Proposta de Resolucao:

De acordo com as fases de resolugao de problemas, surgem alguns questionamentos,
0s quais tem por objetivo fazer com que o estudante perceba os elementos basicos do

problema. Para o item (a) surgem as seguites questoes:

Qual a nossa incognita?, ou seja, O que devemos determinar? Esse questionamento
visa que o estudante perceba qual o objetivo do problema, isto é, qual a exigéncia da
situacao. Referente ao Problema 3.2, precisamos encontrar a quantidade de divisores do

numero natural 5400.

Qual a condicionante? Essa pergunta tem por objetivo agugar no estudante fa-
tos que podem interferir na incognita. Na situagdo abordada, os condicionantes sao os
divisores de 5400.

Quais informacoes possuimos sobre o numero natural 54007 O objetivo dessa ques-
tao é fazer com que o estudante inter-relacione os dados da condicionante e a incognita.
Sabemos pelos critérios de divisibilidade que 5400 é multiplo de 2, pois é par; multiplo de
3, pois a soma de seus algarismos ¢ um nimero multiplo de 3; multiplo de 5, pois termina

em zero, além de que pelo TFA, Proposicao 2.23, Temos 5400 = 23 x 3 x 5.

Quais informacoes possuimos sobre a quantidade de divisores de wm numero na-
tural? Sabemos que a quantidade de divisores de um ntmero n é dada por Q(n) =
(a1 + 1) (e + 1)+ (i + 1), sendo n = p'p5?ps® - pi* a decomposicao de n em fatores
primos e aq, a9, ---, ; sdo os expoentes dos fatores primos de n. Sendo assim o a quan-
tidade de divisores de 5400 sera (5400) = (3+1)(3+1)(2+ 1) = 48 divisores.

Para o item (b) brotam as seguintes inquietagoes:

Qual nossa incognita? ou seja, O que precisamos encontrar? esse questionamento
tem por intencao que o estudante perceba todas as exigéncias envoltas no problema, ou
seja, que ele interprete o que o problema exige. Precisamos identificar quantos divisores

de 5400 sdo impares.

Qual a condicionante? Tal questionamente tem como objetivo fazer com que o

estudante tenha a percepc¢ao sobre quais fatos podem influenciar a incégnita. Portanto, a
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condicionane nesse caso é eliminar os miltiplos de 2 da quantidade de divisores de 5400.

Quats informagcoes possuimos sobre o numero natural 54007 A ideia dessa questao
é fazer com que os estudantes determine uma relacao entre a incognita do problema e sua
condicionante . Pelo item (a) e pelo TFA, Proposicao 2.23, sabemos que 540 = 23 x 33 x 52,
como estamos interessandos na quantidade de divisores impares devemos ignorar o fator

2 da decomposicao de 5400.

Quats informagoes possuimos sobre a quantidade de divisores de wm niumero na-
tural? Sabemos pelo item (a) que a quantidade de divisores de um nimero n é dada por
Qn) = (a1 +1)(ag+1)-+-(a;+1), sendo n = p{'py?ps® -+ p; a decomposi¢ao de n em
fatores primos e aq, aa, -+, a; sao os expoentes dos fatores primos de n. Assim como
nao devemos considerar o fator 2, temos que a quantidade de divisores impares de 5400 é
Q1(5400) = (3+1)(2+1) = 12 divisores. ]

Problema 3.3. Encontre os valores de a e b para que o nimero 50a2b seja divisivel por
15.

Segundo as defini¢des apresentadas sobre a classificagao dos problemas, o Problema
3.3 é um problema Heuristico, uma vez que os elementos necessarios para sua resolucao
nao estao inclusos em seu enunciado , exigindo que o estudante elabore uma estratégia

que pode leva-lo ao resultado pedido.
Uma Proposta de Resolucgao:

De acordo com as defini¢coes das fases para resolugdo de problemas, emergem al-
gumas questoes, cuja intuito ¢ provocar que o estudante note os elementos substanciais

do problema, tais como:

Qual a nossa incognita? ou seja, O que precisamos determinar? Tal indagacao, tem
como intuito fazer com que o estudante identifique a incégnita do problema, que nesta
situacao é determinar quais os valores dos algarismos a e b para que o nimero 50a2b seja

divisivel por 15.

Qual a condicionante? Essa questao, tem por propédsito fazer com que o estudante
constate quais fatores podem exercer influéncia sobre a incégnita. Que no Problema 3.3
a condicionante é que como a e b sao algarismo do sistema posicional decimal entao

pertencem ao conjunto A ={0,1,2,3,---,9}, ou seja 0 < a, b < 10.

Quais informacoes que possuimos sobre os niumeros divisiveis por 157 Essa questao
tem com intencao fazer com que o aluno seja capaz de estabelecer uma ligacao entre a
incognita e a condicionante do problema. Sabemos que os niimeros divisiveis por 15, sao

multiplos de 3 e também de 5, visto que 15 =15 x 3.

Quats as informagoes possuimos sobre os numeros mailtiplos de 3 e 57 O critério
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de divisibilidade por 5, Proposicao 2.18 garante que um nimero natural é multiplo de 5,
todas as vezes que esse numero terminar em 0 (zero) ou 5, ja o critério de divisibilidade
por 3, Proposicao 2.16 garante que um numero natural é miltiplo de 3, quando a soma
dos algarismos que compoe esse nimero é um multiplo de 3. Assim, pelo critério de
divisibilidade por 5, podemos concluir que b =0 ou b =5, fato que contempla o caso
que o numero 50a2b seja divisivel por 5. Para encontrarmos a resolucao final precisamos

considerar dois casos:

1° caso: Quando b=10 2° caso: Quando b=5
5+04+a+2+0=9,entaoa=2 54+04+a+2+5=12, entao a=0
5+0+a+2+0=12, entaoa=5 5+04+a+2+5=15, entao a=3
5+04+a+24+0=15,entao a=8 H+0+a+2+5=18, entao a =6
54+0+a+2+5=21, entao a =9

Portanto os possiveis valores assumidos por a quando b =0 sao a = 2,5, e 8, ja

para b=>5 temos a =0, 3,6 ou 9. |

Problema 3.4. Patricia possui 48 flores amarelas, 60 flores rosas e 72 flores vermelhas e
precisa fazer arranjos de maneira que todos os arranjos tenham a mesma quantidade de
flores amarelas, a mesma quantidade de flores vermelhas e a mesma quantidade de flores
rosas. Quantas flores cada arranjo, possuird se a quantidade de arranjos deve ser a maior

possivel e todas as flores sejam utilizadas?

De acordo com a classificacdo de problemas apresentada, o Problema 3.4 é deno-
minado como problema de aplicagdo, isso pois faz uso dos conceitos matematicos para a

descricao de uma situacao rotineira.
Uma Proposta de Resolugao:

Tendo como referéncia as etapas para resolugao de um problema, emergem algumas
indagacoes, as quais o objetivo é fazer com que o estudante perceba conceitos fundamentais

no problema.

Qual a nossa incégnita? ou seja, O que devemos encontrar? Esse questionamento
tem por finalidade agugar no estudante a percepcao da incégnita do problema, ou seja,
fazer com que identifique o que deve ser efetuado no problema, que referente ao Problema

3.4 devemos encontrar o total de flores em cada arranjo.

Qual a condicionante? Tal pergunta tem por objetivo fazer com que o estudante
perceba quais fatores podem interferir na incognita, neste caso especifico posuimos duas
condicionantes, a primeira é que a quantidade de arranjos deve ser a maior possivel, ja a

segunda ¢é que todas as flores devem ser utilizadas.

Quais informagoes possuimos sobre 0s numeros naturais 48, 60 e 727 Essa questao

visa que o estudante estabeleca um vinculo entre a condicionante e a incégnita. Sabemos
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pelo processo de divisao sucessivas, algoritmo de Euclides que o maximo divisor comum
de 48, 60 e 72 sera:

115 4
7216012 e 4812
121 0 0

Logo o (48,60, 72) = 12 e desse modo podemos concluir que o niimero maximo de
arranjos sera 12, e teremos 4 flores amarelas, 5 flores rosas e 6 flores vermelhas em cada

arranjo. -

Problema 3.5. Dados 8 niimeros inteiros mostre que pelo menos dois deixam o mesmo

resto na divisao 7.

De acordo com a classificacdo de um problema citada, o problema 3.5 é um pro-
blema Heuristico, isso pois, as informacoes necessarias para sua resolu¢ao nao estao
dispostas no seu enunciado, exigindo assim que o estudante formule uma estratégia que

possa leva-lo a resolugao.
Uma Proposta de Resolucgao:

A partir das fases definidas para a resolucdo de um problema, surgem algumas
questoes cuja a iniciativa é fazer com que o estudante tenha a percepcao dos elementos

fundamentais na resolucao de um problema, como:

Qual € a incognita do problema? Ou seja, o que devemos mostrar? Esta pergunta
possui o objetivo de fazer o estudante reconheca a incégnita do problema, ou seja, perceber
o que ¢é preciso efetuar na situacao proposta. Neste caso precisamos mostrar que dado um

conjunto de 8 numeros existe ao menos dois deles que deixam o mesmo resto ao serem

divididos 7.

Qual a condicionante? A ideia dessa pergunta é fazer com que o estudante perceba
quais os fatos que podem influenciar a incégnita. No referido problema a condicionante

sao os possiveis restos na divisao por 7.

Quais informagoes possuimos sobre o restos na divisao por 77 O intuito dessa
questao é que o estudante estabeleca um elo entre a incoégnita do problema e a condici-
onante. Assim, o algoritmo de Euclides para a divisdo de ntimeros inteiros garante que
na divisao por 7 existem apenas sete possibilidades de resto, sendo essa possibilidades o

conjunto r7 ={0,1,2,---,6}, ouseja, 0 <r<7.

Portanto, ao considerarmos os 8 niimeros como Pombos e os restos na divisao por
7 como casas, esse problema possui uma configuragao de distribuicao, entao o Principio
das Casas dos Pombos, Proposicao 2.26 que ao menos dois niimeros possuirao o mesmo

resto quando dividios por 7. m



48

Problema 3.6.

(a) Pedro a escreveu seguinte sequéncia numérica no quadro 1,11,111,1111,11111,... é
possivel que o nimero 333333 pertenca a essa sequéncia? Qual o 7° termo nessa sequéncia

de ntimeros?
(b) Dertermine uma expressao que fornega todos os termos da sequéncia escrita por Pedro.

(c) Construa uma tabela com os 12 primeiros termos da sequéncia esrita por Pedro e fatore

estes numeros.

De acordo com a classificacao dos tipos de problema, o problema 3.6 é tido no seu
item (a) como problema de quebra-cabega, isso porque sua resolugao depende da percepgao
do padrao de formagao da sequéncia pelo estudante, ja no seu item (b) é classificado como
problema Heuristico, uma vez que os dados fundamentais para sua resolu¢do nao estao
inseridos em seu enunciado, exigindo do estudante uma estrtégia de resolucao. Enquanto
que no item (c) é um exercicio de algoritmo, isso pois, a resolucao desta situagdo depende

da aplicacao de algoritmo relacionado aos conceitos basicos dos nimeros naturais.
Uma Proposta de Resolugao:

Tomando como referéncia as fases para resolugdo de um problema, emergem al-
guns questionamentos, cuja finalidade é fazer com que o estudante identifique aspectos

elementares do problema, para o item (a) surgem os seguintes questionamentos:

Quats as incognitas do problema? Ou seja, O que devemos mostrar ou encontrar?
Essa questao objetiva que o estudante perceba qual finalidade do problema, ou seja, o que
a situacao solicita que seja efetuado. Relativo ao item (a) devemos analisar se o nimero
333333 pertence a sequéncia numérica escrita por Pedro, além de determinarmos o 7°

termo dessa sequéncia.

Qual a condicionante do problema? Essa indagacao tem por intuito fazer o estu-
dante inferir sobre os fatos que influenciam a incognita, no caso do problema a condicio-

nante é se o nimero pertence ou nao a sequéncia considerada.

Quats informagoes sabemos sobre a sequéncia numérica? Esse questionamento tem
por objetivo induzir que o estudante relacione incognita e condicionante. Portanto, ao
observarmos os termos da sequéncia notamos que Ry =1, Ro =11, R3 = 111, ou seja,
percebemos que a sequéncia é formada apenas pela justaposicao do algarismo 1, essa con-
figuragao recebe o nome de repunit sendo representado por R,,, além de que a quantidade
de algarismo de cada termo depende da ordem. De acordo com as informacoes levanta-
das podemos concluir que o nimero 333333 nao pertence a sequéncia escrita por Pedro e

também fica facil ver que o Ry = 1111111.

Para o item (b), surgem as seguintes questoes:
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Qual a incognita? Ou seja, O que devemos determinar? O questionamento visa
que o estudante reconhega qual a incognita envolvida no problema. Neste caso, devemos
encontrar uma expressao que determine todos os termos da sequéncia descrita por Pedro.

Neste caso temos R,, =1---1, com n justaposi¢oes de unidades.
——

n

Qual a condicionante? Essa indagacao tem por objetivo fazer com que o estudante
constate quais os fatos podem influenciar a incégnita. Neste caso, a condicionante é que

os numeros encontrados obedecam o padrao de formacao da sequéncia descrito no item
(a).
O que podemos perceber a partir da observagdo da sequéncia? Essa questdo tem

como proposito fazer com que o aluno conceba uma conexao entre incognita e a condici-

onante. Podemos perceber, que:

9 101
Ry =1 -- == |
Ry =11 :999 :1009—1:1()9_1
Ry=111 = 939 _ 1008_1 _ 1039_1
Ry=1111 = 99999 _ 1000;)— 1 1049— 1
Rs = 11111 = 99999 _ 100000 — 1 _ 10° =1

9 9 9

Assim observando o padrao podemos concluir, que a posicao de cada termo determina o

expoente da poténcia de base 10, portanto

10" —1
R, = .
9

Para o item (c), brotam a seguintes questoes

Qual a incognita? Ou seja, O que devemos efetuar? Essa questdo visa que o estu-
dante perceba a intencionalidade do problema, ou seja, o que ele deve fazer na situacao.
No referido item, devemos penas construir uma tabela para os 12 primeiros termos da
sequéncia descrita por Pedro, para a exploragao dessa situacao utilizamos o site Niimeros
(2019).

Qual a condicionante? Essa questao tem por intencao fazer o estudante notar quais
sao os fatos que exercem influéncia sobre a incognita. Neste caso, a condicionante estd

relacionada com o fato de que cada termo seja um ntimero primo ou composto.

Dessa forma, com o auxilio da Fatoring Calculator, construimos a Tabela 3, de

acordo com os 12 primeiros termos da sequéncia escrita por Pedro.
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Tabela 3 — Fatoragdo dos termos da Sequéncia do Problema 3.6

\ n \ Ry, \ Fatoragao
2 11 Primo
3 [ 111 3 x 37
4 | 1111 11 x 101
5 [ 11111 41 x 271
6 | 111111 3xT7x11x13x37
7 [ 1111111 239 x 4649
8 [ 111111111 11 x 73 x 101 x 137
9 | 1111111111 3% x 37 x 3336677
10 | 11111111111 11 x 41 x 271 x 9091
11 111111111111 | 21649 x 513239
12 [ 1111111111111 [ 3x7x 11 x 13 x 37 x 101 x 9901

Fonte: (Préprio autor)

3.2 PROBLEMAS EXPLORATORIOS

No problema 3.6 apresentamos ao aluno a defini¢ao e uma expressao ou recorréncia
para os numeros repunits. Nesta secdo vamos explorar algumas propriedades adicionais

associadas a essa classe numérica.

Problema 3.7 (OBMEP (2010)). Existe um ntmero inteiro N tal que 2008 x N = 222...2
?

Pela classificagao de problemas apresentada, o problema 3.7 é dito um Os exercicios
de reconhecimento, isso porque sua intencionalidade é que o estudante perceba, identifique

ou relembre um conceito, uma definicdo, uma propriedade ou fato especifico.
Uma Proposta de Resolucgao:

Segundo as fases para a resolucao de problemas, surgem alguns questionamentos

com o objetivo de que os estudantes identifiquem aspectos basicos de um problema, como:

Qual a incognita do problema? O que devemos encontrar? Tal pergunta tem como
intencao fazer com que o estudante determine a incégnita do problema, em outras pala-
vras, perceba o que o problema pede que seja efetuado. Assim, no Problema 3.7 devemos

encontrar um numero natural N que ao ser multiplicado por 2008 tem como resultado

22...22.

Qual a condicionante? O proposito dessa questao é que os estudantes percebam
quais os fatos ou informagoes podem influenciar na incégnita do problema. Assim, perce-

bemos que a condicionante nessa situacao ¢é a existéncia de .
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Quais informagoes podemos extrair do problema? A ideia dessa interrogacao é que
o estudante possa retirar do problema rela¢ées que possam o auxiliar na sua resolucao.
Percebemos a relagao inversa entre a multiplicacao e divisao e que se N existi, tem a
forma de:

22-..22

2008
2(11---11)
2 x 1004
1111

1004

Portanto, concluimos que N nao pode ser inteiro, por ser determinado pelo quociente de

um ndmero impar por um nimero par. [

Problema 3.8 (OBMEP (2008)). Roberto quer escrever o nimero Rg = 111111 como

um produto de dois nimeros, nenhum deles terminado em 1.
(a) Isso é possivel 7 Por qué?

(b) Quais sao os pares de ntiimeros que Roberto pode escrever Rg? Quantas possibilidades

de escrita possuimos?

De acordo com as caracteristicas apresentadas o Problema 3.8, é classificado com
problema de aplicagdo, pois as técnicas, procedimentos e propriedades mateméaticas foram

utilizados para descrever uma situacao cotidiana.
Uma Proposta de Resolugao:

De acordo com as fases para a resolucao de problemas, aparecem alguns questio-
namentos cuja intengao é fazer com que o estudante identifique os elementos basicos de

um problema, como:
Para o item (a), surgem a seguintes inquietagoes:

Qual a nossa incognita? Ou seja o que devemos mostrar? Esse questionamento tem
por proposito fazer com que o estudante determine a incognita do problema, quer dizer,
determinar aquilo que o problema pede para ser feito. No referido item devemos mostrar

se Rg = 111111 pode ser escrito como um produto entre dois nimeros nao terminados em
1.

Essa € a nossa unica incognita ? Caso nao seja, qual seria a outra? Essa questdao
visa ampliar a percepcao do estudante para a existéncia de outras incognitas, além de
mostrar que Rg pode ser escrito com o produto de dois nimeros, posteriormente devemos

justificar essa ocorréncia.

Qual a condicionante? Essa questao tem como objetivo fazer com que o estudante

indique os fatos que exercem influéncia sobre a incognita. Assim, no caso do item (c),
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devemos encontrar dois niimeros naturais nao terminados 1, cujo o produto entre eles seja

igual a Rg.

Quais informacoes possuimos sobre Rg = 1111117 Essa questao tem por objetivo
fazer com que o estudante estabeleca relagoes sobre a incégnita. Sabemos de acordo com o
critério de divisibilidade por 3, Proposi¢cao 2.16 e pela Proposicao 2.30 que Rg ¢ multiplo
de 3. Entao podemos concluir que Rg pode ser escrito como um produto de dois niimeros
nao terminados em 1, visto que o critério de divisibilidade por 3 e a Proposi¢ao 2.30

respaldam que Rg ¢ multiplo de 3, logo, Rg = 3 x 37037.
Para o item (b), Emergem os seguites questionamentos:

Qual a incognita do problema? Ou seja, O que devemos determinar? Essa questao
possui o objetivo de fazer com que o estudante reconheca a incégnita do problema, ou seja,
identifique o que o problema pede para fazer. No referido item devemos encontrar todos
os pares de nimeros em que o produto entre eles seja igual a Rg, além de encontramos

quantas possibilidades de escrita possuimos.

Podemos representar a nossa incognita através de um simbolo A intencao dessa
pergunta é que o estudante consiga representar as informacoes da incognita através de

um ou mais simbolos. Assim, chamaremos esse par de ntimeros naturais de a e b.

Qual a condicionante? Essa pergunta tem por propésito que o estudante tenha
a percepcao de quais informacoes podem influenciar a incégnita. A condicionante nessa
situagao é o fato de que a ou b ndo podem terminar em 1, assim pelo item b), temos que
evitar os fatores 11, 21, 11, 21, 91, 111 e o 481. Quais as informagoes possuimos sobre
Rg=1111117 O propésito por tras dessa questao é que o estudante faca o levantamento
de informagoes sobre a incognita. Dessa forma, a Tabela 3 e a Proposicao 2.23 o TFA
garantem que Rg=111111=3 x 7 x 11 x 13 x 37, como a e b devem ser diferentes de 11,

21, 11, 21, 91, 111 e o 481, possuimos os seguintes pares de niimeros:

axb=3x37037 axb=239x2849
axb=Tx15873 axb="T7x1443
axb=13x8547 axb=143 x 777
axb=33x3367 axb=259x429
axb=37x3003 axb=407x273

portanto possuimos 5 possibilidades de escrita de Rg como o produto de dois

numeros nao terminados em 1. n

Problema 3.9 (OBMEP (2013)). Considere a lista de ntmeros a1, ag,..., onde ap, =

1111...1 , ouseja, ay = 111 ,ap=111...11, a3 =111...11, assim por diante.
—_—— ~~ —— —_——
3n algarismos 3 vezes 9 vezes 27 vezes

(a) Mostre que aj é multiplo de 3 mas nao de 9.
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(b) Mostre que ag é multiplo de 9 mas nao de 27.

(c) Mostre que a3 é miltiplo de 27 mas nao 81.

Em consonancia com as defini¢des de problema apresentada, o problema 3.9 é um
Problema-processo ou heuristico, isso pois, os dados necessario para sua resoluc¢ao nao sao
expressos no seu enunciado , exigindo que o estudante construa a sua resolucao a partir

de uma estratégia.
Uma Proposta de Resolucgao:

A partir das fases estabelecidas para a resolucdo de um problema, nascem algu-
mas interrogagoes com o objetivo de auxiliar os estudantes na percepcao de elementos

fundamentais na resoluc¢ao, assim temos:
Para o item (a):

Qual a incognita do problema? Ou seja, O que devemos mostrar? Essa indagacao
traz consigo o objetivo de que o aluno perceba qual a incognita do problema, ou seja,
perceba o que deve ser realizado no problema, que no caso refrente ao problema 3.9

devemos mostrar que a; = 111 é multiplo de 3 mas nao de 9.

Qual a condicionante? Essa pergunta tem a finalidade que o estudante enxergue
quais fatos podem influenciar na incégnita, que nesse caso é que a; tem que ser multiplo

de 3, ou seja, existe um natural ¢ de tal forma que a; =3 X ¢.

Quais informagoes possuimos sobre a;? Essa indagacao tem como plano de fundo
que o estudante estabeleca uma conexao entre a incognita e a condicionante do problema.
Sendo assim, sabemos pelo critério de divisibilidade por 3 e pela Proposi¢ao 2.30 que ay
¢ multiplo de 3, a Tabela 3 mostra que a; = 111 =3 x 37. Ja o critério de divisibilidade
por 9 garante que a1 nao é multiplo de 9, isso porque a soma de seus algarismo nao é um

nimero multiplo de 9. Portanto concluimos que a; = 111 é multiplo 3 mas nao de 9.
Para o (b), surgem as seguintes questoes:

Qual a incognita do problema? O que devemos mostrar ¢ Tal questdo tem como
ponto fundamental fazer que o estudante perceba qual a incégnita relacionada ao pro-
blema, ou seja, percebe o que deve ser mostrado ou encontrado. Que nesse caso é mostra

que ao é multiplo de 9 mas nao de 27.

Qual a condicionante? Essa pergunta tem a finalidade que o estudante enxergue
quais fatos podem influenciar na incégnita, que nesse caso é que ao tem que ser multiplo

de 9, ou seja, existe um natural ¢ de tal forma que ao =9 x q.

Quats informacoes possuimos sobre as ¢ Essa questao surge com o intuito de fazer

com que o estudante estabeleca um laco entre incognita e condicionante. Sabemos pelo
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critério de divisibilidade por 9 que as é miltiplo de 9 e a Tabela 3 mostra que as =
111111111 = 32 x 37 x 3336677.

Sendo assim podemos concluir pelo critério de divisibilidade por 9 que as é multiplo
de 9, podemos perceber também que as ndao é multiplo de 27, pois, o fator 27 nao aparece

em sua decomposicao.
Para o item (c), surgem a seguintes questoes:

Qual a incognita do problema? Ou seja, O que devemos mostrar? Essa indagagao
traz consigo o objetivo de que o aluno perceba qual a incoégnita do problema, ou seja,
perceba o que deve ser realizado no problema, que no caso refrente ao problema 3.9
devemos mostrar que az = 111---11  é multiplo de 27 mas nao de 9.

—_———
27 algarismos

Qual a condicionante? Essa pergunta tem a finalidade que o estudante enxergue

quais fatos podem influenciar na incégnita, que nesse caso é que ag tem que ser multiplo

de 27, ou seja, existe um natural ¢ de tal forma que asz =27 x q.

Quais informacoes possuimos sobre a;3? Essa indagacao tem como plano de fundo
que o estudante estabeleca uma conexao entre a incognita e a condicionante do problema.
Sendo uilizando Nimeros (2019) e o TFA Proposigao 2.23 temos que ag = 111---11 =

| ——

27 algarismos
33 x 37 x T5H7 x 333667 x 440334654777631.

Desse modo podemos concluir uqge ag = 27(37 x 757 x 333667 x 440334654777631) =
27 X q, ou seja, ag é multiplo de 27, mas nao é multiplo de 81 uma vez que 81 nao faz

parte da fatoracao de as. [

Problema 3.10 (Carvalho e Costa (2015)). Seja R, um ntmero natural formado (na base

10) por n algarismos todos iguais a 1, para algum n natural e n > 1, ou seja, R, = 11...1 ,

n vezes
por exemplo, Ry =1, Ro =11 e R3 =111 e sucesivamete.

(a) Qual o resto da divisao de Rgg19 por 77

(b) Quais sao os nimeros do tipo R, sao divisores de Rap19 ?

Conforme a classificagdo de problema, o Problema 3.10 é dito Heuristico, uma vez
que as informagoes necessarias para sua resolucao nao constam em seu enunciado, exigindo

que o estudante estabeleca uma estratégia de solucao.
Uma Proposta de Resolucgao:

Tomando como referéncia as fases para a resolu¢ao de um problema discutidas an-
teriormente, nascem algumas inquietagdes com a finalidade de fazer com que os estudantes

enxerguem os elementos fundamentais para a resolu¢ao de um problema.
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Para o item (a)

Qual a incognita do problema? O que precisamos encontrar? A func¢ao dessa per-
gunta é que o estudante identifique qual a incoégnita do problema, em outras palavras,
determinar aquilo que precisa ser efetuado no problema. Que no item a) precisamos en-

contrar qual o resto da divisao de Rog19 por 7.

Qual a condicionante? O intuito dessa questdao é que o estudante perceba quais
fatos podem influenciar na incoégnita. Sabemos pelo algoritmo de Euclides que para a di-
visao de ntimeros inteiros garante que na divisao por 7, existem apenas sete possibilidades

de resto, sendo essa possibilidades o conjunto r7 = {0,1,2,---,6}, ou seja, 0 <r < 7.

Quais informagoes possuimos sobre o restos da divisdo de R, por 77 Essa questao
tem como ideias que o estudante realize uma conexao entre incégnita e condicionante do

problema. Temos pelo algoritmo da divisao euclidiana que:

Ri= 1=0x7+1

Ro= 11=1x7+4

R3= 111=15x746

Ry= 1111 =158 x7+5

Rs= 11111 =1587TxT7+2

Reg= 111111 =15873 x 7+0

Rr= 1111111 =158730 x 7+1
Rg= 11111111 = 1587301 x 744
Rg= 111111111 =15873015x 746

Assim, os restos das divisoes de Ry, R, R3, R4, R5, ... por 7 sao respectivamente 1, 4, 6,
5, 2, 0, e essa repeticao acontece em intervalos de amplitude 6. Ao observar o padrao de

repeticao dos restos, concluirmos que o Rgg1g por 7 ¢é 6, visto que 2019 = 6 x 336 + 3.
Para o item (b) emergem a seguintes questoes:

Qual a incognita do problema? O que devemos encontrar? Essa pergunta visa que o
estudante perceba qual a incégnita do problema, ou seja, perceber o que deve ser mostrado.

Que no tocante, ao item (b), devemos encontrar todos os Ry, que sdo miltiplo de Rag19.

Qual a condicionante? Ao realizarmos essa pergunta desejamos que o estudante
note quais os fatos podem influenciar na incégnita. Assim, em relagao a item (b) devemos

saber quais nimeros que devemos dividir Rog19 € encontrar resto zero.

Quais as informagoes que possuimos sobre Rog1s? Esta questdo tem como pro-
posito de fazer o estudante interligar a condicionante e a incégnita. Sabemos pelo TFA,
Proposigao 2.23, temos que 2018 = 3 x 673, entdao podemos concluir usando a Proposi¢cao

2.30 que Rop19 é multiplo de R3 e Rgrs. [
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Problema 3.11. Determine o mde( 11...1 , 11...1 ).
100 Vezes 60 vezes

Consonante com as definicbes de problema, o Problema 3.11 é um exercicio de
reconhecimento, visto que seu objetivo é fazer com que o estudantes identifique e relembre

porpriedades relacionadas aos niimeros inteiros e os nimeros repunits.
Uma Proposta de Resolucao:

Segundo as as fases estabelecidas para a resolugdo de problemas, surgem algumas
questoes com a intengao que o estudante tenha a precepc¢ao dos elementos fundamentais

para a resolucao do problema.

Quais as informagoes que possuimos sobre Rigg e Rgo? Esse questionamento tem
por objetivo que o estudante reconheca informacgoes relacionadas a incégnita. Sabemos
pela Proposicao 2.36 que Rygo = 109 + 107 + 10974 + 103 + 102+ 10+ 1 e Rgo = 10°? +
10 +10°7+--- +103+ 102+ 10+ 1

Dessa forma, pelo processo de divisao sucessivas, algoritmo de Euclides temos que
O de(Rloo,Rao). Seré:

Rigo= (10%? 410+ +10+1) x 100 41030 ... +102+10+1
Reo= (1032 +10% 4. 410+1) x 1020 + 101 +--- +10> +10+ 1
Ryo= (104108 +...4+104+1) x 1020+ 109 +--- + 10> +10+1

Das igualdades anteriores resulta que o o mdc(Ri00,Re0) = 10194+ +1024+10+1 =

11---1 = Rap. [
—_—
20 algarismos

Problema 3.12.
(a) Mostre que 37 divide Rgj para todo k natural.
(b) Mostre que 101 divide Ry para todo k natural.

(c) Mostre que 41 divide Ry para todo k natural.

Segundo as defini¢des apresentadas o problema 3.12 é classificado como problema-
processo ou Heuristico, pois os dados necessarios para a sua resolu¢do nao estao contidos
em seu enunciado, exigindo assim, uma estratégia de resolucao, um plano embasado em

conhecimentos anteriormente validados.
Uma Proposta de Resolucao:

De acordo as fases para a resolugdo de um problema, surgem alguns questiona-
mentos, cujo proposito é fazer o estudante perceba os elementos basicos do problema, tais

CO1mo:
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Para o item (a), surgem as seguintes indagagoes:

Qual a nossa incognita ¢ Ou seja, o que devemos mostrar? Essa indagacao visa
que o estudante reconheca qual a finalidade da questao, isto é, o que a situagao exige que
ele faca. Referente ao Problema 3.12, devemos mostrar que para todo k natural Rs; é
multiplo de 37.

Qual a condicionante ? Essa indagacao tem por finalidade remeter o estudante a
fatos que podem influenciar a incégnita. Na referida situacao, a condicionante é que para
todo k natural, R; é multiplo de 37.

Quats informagoes possuimos sobre o niumero natural 377 Essa questao tem por in-
tuito fazer com que o estudante estabeleca uma relagao entre a condicionante e a incégnita.

Assim, percebemos que R3 é multiplo de 37, pois de acordo a Tabela 3 R3 =111 =3 x 37.

Quais informagoes possuimos de Rgy, ¢ Nesse questionamento o objetivo fazer com
que o estudante reconheca e perceba alguma conexao entre os dados levantados e a in-
cognita. Sabemos que como n = 3k é miltiplo de 3, entao pela Proposi¢ao 2.30 temos que
R3p = R3 X g com g € N,como R =111 = 3 x 37, concluimos assim que R3i = R3 X q =

111 x ¢ =3 x 37 x g = 37 x (3¢q). Portanto multiplo de 37 como queriamos mostrar.
Para o item (b), surgem as seguintes perguntas:

Qual a nossa incognita ¢ Ou seja, o que devemos mostrar? Tal questionamento tem
por intencao que o estudante conheca a incognita do problema, ou seja, consiga indicar
aquilo que o problema pede que seja calculado. Neste quadro devemos mostrar que para
todo k natural Ry é multiplo de 101.

Qual a condicionante ? Essa indagacao tem como objetivo remeter o estudante a
fatos que podem influenciar a incégnita. Na referida situacao, a condicionante é que para
todo k natural, R; ¢ multiplo de 101.

Quais informagoes possuimos sobre o 1017 Essa indagagdo tem o intuito de que
o estudante descubra quais os dados que podem interferir na incégnita. Nessa situagao
sabemos que R4 é multiplo de 101, pois de acordo a Tabela 3 R4 =1111 =11 x 101.

Quats informagoes possuimos de Ry ¢ Essa indagacdo tem por propdsito o levan-
tamento de dados sobre a incoégnita. Sabemos que como n =4k é miltiplo de 4, entao pela
Proposigao 2.30 temos que Ry = R4 X q com ¢ € N, como R4 =1111 =11 x 101, conclui-
mos assim que Ry = Ry x¢=1111x¢g=11x101 x ¢ =101 x (11¢). Portanto multiplo de

101 como queriamos mostrar.
Para o item (c), surgem as seguintes questoes:

Qual a nossa incognita ¢ Ou seja, o que devemos mostrar? Essa inquietagao tem

por finalidade fazer com que o estudante note a incoégnita do problema, isto é, aponte
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aquilo que o problema solicita que seja feito. Na condigao do item (c) devemos mostrar

que para todo k natural Rg; é multiplo de 41.

Quais informacoes possuimos sobre 417 Esse questionamento tem por finalidade
o levantamento de dados que podem influenciar na incoégnita do problema. Sabemos que
R5 é multiplo de 41, pois de acordo a Tabela 3 R5 = 11111 =41 x 271.

Qual a condicionante ? Essa indagacao tem como objetivo remeter o estudante a
fatos que podem influenciar a incégnita. Na referida situacdo, a condicionante é que para

todo k natural, R; é multiplo de 41.

Quats informagoes possuimos de Rsp? Essa pergunta visa que o estudante de-
termine alguns dados sobre a incégnita. Diante dessa circunstancia, sabemos que como
n =5k é multiplo de 5, entao pela Proposicao 2.30 temos que Rs5i = R5 X ¢ com g € N, como
Rs =11111 =41 x 271, concluimos assim que Rsr = R5 xq=11111xqg=41x271 xq =

41 x (271q). Portanto multiplo de 41 como querfamos mostrar. n

Problema 3.13 (OBMEP (2018)). Considere os nimeros A= 11...1 e B= 44..4 .
—— ——

2n vezes n Vezes
Para todo n natural, verifique que A+ B+1 é um quadrado perfeito e calcule sua raiz

quadrada.

O Problema 3.13 é um Problema-padrao , visto que sua resolucao depende exclu-

sivamente da aplicacdo de um ou mais algoritmos previamente definido.
Uma Proposta de Resolucgao:

Em consonancia com as fases para a resolucdo de um problema, nascem ques-
toes com a finalidade de fazer que o estudante identifique os elementos fundamentais do

problema, como exemplo:

Qual a nossa incognita A intencao desta questao é que o estudante indique qual a
incognita envolvida no problema, ou seja, fazer com que ele determine o que o problema
pede para ser efetuado. No caso do Problema 3.13 devemos mostrar que A+ B+1 é um

quadrado perfeito e depois calcular sua raiz quadrada.

Qual a condicionante? O intuito desta questao é que o aluno note fatores que
podem influenciar a incégnita. Neste caso, a condicionante é que os nimeros a é um

numero repunit ou R, e b=4 x R,, cuja defini¢do consta no Problema 3.6.

Quats informagoes possuimos sobre os numeros repunits? A finalidade é que o

discente estabeleca uma relagao entre incognita e condicionante. Sabemos pelo Problema
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10" —1 102" —1 10" —1
3.6 que R, = —g sendo assim, temos que A = —9 e B=4x —9 assim:
102" —1 10" -1
A+B+1= T+4>< +1
10— 144 x10"—4+9
B 9
B 102" +4 % 10" +4
B 9
B (10" +2)(10" +2)
B 9

B 10" +2)
B 3
, . . , 10" 42
Portanto A+ B+ 1 é um quadrado perfeito, e sua raiz quadrada é 5

Problema 3.14. (a) Mostre que existe um miltiplo de 2019 formado apenas com os

digitos (algarismos) 0 e 1.

(b) Dado um ntmero positivo a, mostre existe um mutiplo de a que se escreve apenas cos

os algarismos 0 e 1.

Conforme as caracteristicas apresentadas, o problema 3.14 é um problema Heu-
ristico, visto que sua resolucao depende de informagoes que nao estdo inseridas no seu
enunciado, exigindo por parte do estudante a elaboracao e execugao de uma estratégia de

resolucao.
Uma Proposta de Resolugao:

Considerando as fases da resolugdo de um problema, brotam algumas questoes,
cujo a ideia é fazer com que os estudantes tenham a percep¢ao de alguns aspectos do

problema.
Para o item (a) surgem a seguintes questoes:

Qual a nossa incognita? Ou seja, O que devemos mostrar? O plano por tras dessa
indagacao é fazer com que o estudante note a incognita do problema, ou seja, fazer com
que o estudante notar aquilo que deve ser realizado no problema. Assim devemos mostrar
que 2019 possui um multiplo no sistema de numeracao decimal formado apenas pelos

algarismos 1 e 0 (zero).

Qual a condicionante? A ideia desse questionamento é agucar a percepcao dos
estudantes com relagao a fatos que podem influenciar na incoégnita. Logo, podemos notar
que para um nimero ser miltiplo de 2019, esse nimero tem que ser divisivel por 2019, ou

seja, o resto da divisao por 2019 tem que ser zero.

Quais informagoes possuimos sobre os restos na divisdo por 2019¢9 O propdsito

desse questionamento é que os estudantes percebam uma relagdo entre incognita e a
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condicionante do problema. Assim, pelo algoritmo da divisao euclidiana sabemos que na
divisao por 2019 possuimos o seguinte conjunto de restos o919 = {0, 1,2, 3,---,2018}, ou

seja, possuimos 2019 possibilidades.

Vocé conhece algum problema que possui elementos semelhantes a esse? Ou seja,
possui incognita ou condicionante semelhantes ao problema proposto? A finalidade desta
indagacao ¢ que o estudante encontre um problema correlato que seja util na resolucao
deste problema. Neste caso, podemos perceber que o problema 3.5 possui alguns elementos

comuns.

Podemos utilizar a estratégia resolu¢ao ou resultado do problema 3.5 7 O objetivo
por tras desse questionamento é fazer com que o estudante perceba que é possivel utili-
zar a estratégia ou o resultado de um problema previamente explorado, na resolucao de

problemas futuros. Nesse caso, considere a seguinte colecao de 2020 ntimeros:

1
11

111
2020 nimerosq 1111

111---11.
|

2020 algarismos

Assim, de acordo com o Principio das Casas dos Pombos, Proposicao 2.26 temos que ao
menos dois nimeros dessa lista deixa o mesmo resto na divisao por 2019. Considere dois

numeros da cole¢ao acima que deixam o mesmo resto na divisao por 2019:

11---1  =2019xk1+7r e 11---1  =2019% ky+7

palgarismos qalgarismos

em que 1 < g <p <2020. Donde, possuimos pelo algoritmo da divisao euclidiana que:

11---1—11---1=11---00---0 = 2019(k1 — k2).
—— = ——

p q q
—_——
p

Portanto, obtemos um multiplo de 2019 formado apenas com algarismos 1 e 0 (zero).
Para o item (b) surgem a seguintes questoes:

Qual a nossa incognita? Ou seja, O que devemos mostrar? O objetivo dessa inda-
gacao é fazer com que o estudante note a incognita do problema, ou seja, fazer o estudante
notar aquilo que deve ser realizado no problema. Assim devemos mostrar que qualquer
numero inteiro n possui um miultiplo no sistema de numeracao decimal formado apenas

pelos algarismos 1 e 0 (zero).



61

Qual a condicionante? A ideia desse questionamento é agucar a percepcao dos
estudantes com relagao a fatos que podem influenciar na incégnita. Logo, podemos notar
que para um numero ser multiplo de n, esse nimero tem que ser divisivel por n, ou seja,

o resto da divisao por n tem que ser zero.

Quats informagoes possuimos sobre os restos na divisao por 20197 O proposito
desse questionamento ¢ que os estudantes percebam uma relagdo entre incognita e a
condicionante do problema. Assim, pelo algoritmo da divisao euclidiana sabemos que na
divisdo por 2019 possuimos o seguinte conjunto de restos r, = {0,1,2,3,--- ,n—1}, ou

seja, possuimos n possibilidades.

Portanto, considere a lista a seguir fomada por n+ 1 ntimeros.

1
11

111
n-+1numeross 1111

111---11.
—_—

n+1 algarismos

Assim, de acordo a Proposicao 2.26, o Pricinpio das Casa dos Pombos, temos que ao menos
dois nimeros dessa lista deixam o mesmo resto ao serem divididos por n. Considere dois

numeros do rol acima que deixam o mesmo resto na divisao por n:

11---1 =nxk+r e 11---1 =nxky+r
S—— ——
palgarismos qalgarismos

em que 1 <q<p<n+1. Donde, possuimos pelo algoritmo da divisdao euclidiana que

11--1—11---1=11---00---0 = (ks — ko).
—_—— Y= ~——

p q q
—_————
P
Portanto, obtemos um multiplo de n formado apenas com algarismos 1 e 0 (zero). [

3.3 PROBLEMAS DESAFIADORES

Para finalizar propomos um lista de problemas que tem por objetivo fazer com
que o leitor aplique os conceitos relacionados aos numeros repunits, apresentados nesse

trabalho para resolver essa colecao de problemas.

Problema 3.15 (PROFMAT (2015)). Considere os nimeros a = 111...11 (n digitos iguais
al)eb=100...05 (n—1 digitos iguais a 0), representados no sistema decimal. Prove que

ab+1 é um quadrado perfeito e determine a sua raiz quadrada.
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Problema 3.16 (OBMEP (2014)). Calcule a soma

I+11+111+4---+111---111
nuns

Problema 3.17. Mostre que 73 divide Rgj para todo k natural.
Problema 3.18. Quais sdo os nimeros do tipo R,, sao divisores de Rogag 7

Problema 3.19 ( OBMEP (2015)). Mostre que os ntimeros 49,4489, 444889, ..., obtidos

colocando o nimero 48 no meio do nimero anterior, sao quadrados perfeitos.
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CONSIDERACOES

No decorrer deste trablaho, procuramos relizar um estudo dos numeros repunits,
fazendo uma caracterizacao, mostrando algumas proposi¢oes e propriedades associadas a
essa classe numérica. Além disso, buscamos desenvolver uma proposta de oficina de ensino
que contemple os conceitos acerca desses nimeros através da resolucao de problemas, para
tanto, nossa proposta de oficina foi dividida em duas partes, a primeira é a de problemas

introdutérios e a segunda é de problemas exploratorios.

A parte voltada aos problemas introdutorios tem como objetivo fazer com que os
estudantes recordem conceitos fundamentais relacionados a aritmética basica dos nimeros
inteiros e partir da resoulucao destes problemas construir um leque de conceitos que os

auxilie na resolucao de outros problemas.

A parte voltada aos problemas exploratorios, constitiu numa colecdo de proble-
mas, cujo objetivo ¢é aplicar a metodologia da resolu¢ao de problemas, com o intuito de
resolver suituacgoes relacionadas ao numeros repunits, e a partir do processo de resolucao
de problemas propocionar aos estudantes capacidade de observar, descobrir, conjecturar,

propor e pesquisar padroes, conceitos e propriedades associadas aos niumeros repunits.

Dessa forma, esperamos mostrar uma estratégia de ensino para a Matematica,
que enfatize o papel de destaque do estudante no seu processo de aprendizagem, mos-
trando uma proposta que incentiva que o estudante seja capaz de apreender de forma
ativa. Porfim, motivando outros professores a desenvolverem estratégias que primem pela
participagao do estudante e contraponha a visao do professor como transmissor do conhe-

cimento.
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APENDICES

3.4 APRESENTACAO DE ALGUNS RESULDADOS DA PES-
QUISA

Alguns resultados deste estudo foram apresentados no IV Simpdsio Nacional da
Formagao do Professor de Matematica na modalidade poster, evento organizado pela
Associagao Nacional dos Professores de Matematica na Educacao Basica (ANPMat) re-
alizado na Universidade Federal do Espirito Santo (UFES), Vitéria -ES, de 22 a 24 de

Novembro de 2019, conforme a Figura 2.

Figura 2 — Apresentacdo dos resultados de pesquisa

TN [, PUPIOCESY S

(Fonte: Préprio autor.)

3.5 DICAS E RESOLUCOES PARA OS PROBLEMAS DESA-
FIADORES

Na secao 3.3 foram apresentados os problemas que sao rrelacionados ao conceitos
inerentes ao numeros repunits. Segue a dica de resolugao de cada problema utilizando as

defini¢cbes dos numeros repunits.

Problema 3.15. Utilize a Proposicao 2.35.
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Problema 3.16. Utilize a férmula para soma dos n primeiros termos de uma PG finita.
Problema 3.17. Aplique a Proposicao 2.30.
Problema 3.18. Correlato ao Problema 3.17.

Problema 3.19. Utilize a Proposicao 2.35.
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