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Prefacio

O objeto desta obra é o resultado de um esforco conjunto
dos autores no sentido de oferecer um material didatico sobre Es-
tatistica basica. Foi escrito, em especial, para servir de livro texto
em cursos de graduacao em ciéncias exatas com exemplos direcio-
nados a seus interesses. Porém, utilizando uma bibliografia auxi-
liar, também pode ser utilizado tanto em cursos de pés-graduacéo,
quanto, tomando as devidas precaugdes, em cursos para alunos e
profissionais de outras areas.

Dos oito capitulos que compdem o livro, os dois primei-
ros sao dedicados a apresentacdo de conceitos basicos utilizados
na estatistica descritiva e teoria das probabilidades que tém cres-
cido em nossas universidades em vérios curriculos da graduacao,
exigindo um curso introdutério de Probabilidade e Estatistica Des-
critiva. Nos capitulos 3 e 4 é apresentada a importancia das Téc-
nicas de Amostragem e a formulacado das hipéteses na teoria do
Teste de Hipoteses. De forma a levar o aluno a uma utilizacado mais
profissional, a partir do capitulo 5 é contemplada a Analise de
Variancia, Correlagéo e Regressao. No tltimo capitulo é visto um
conceito sobre o Controle de Qualidade com aplicagbes no ambito
das engenbharias.

Uma vez que o livro foi escrito para estudantes que tém
somente conhecimento elementar de célculo em matematica, gran-
de parte da teoria estatistica deve ser aceita tal como os postulados.

Varios alunos de graduacédo e de pés-graduacao tiveram
acesso a este material, ou parte dele, em disciplinas ministradas

Vil
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pelos autores nas Universidades Federais do Tocantins e do Pa-
rana. Ficam registrados os agradecimentos a todos que contribui-
ram, de forma direta ou indireta, na producdo deste material.

A versao atual deste livro ndo se encontra livre de erros e
imperfeigdes. Desse modo, comentarios, criticas e sugestdes dos
leitores sdo bem-vindos.

Os Autores

VI
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“Posso todas as coisas
naquele que me fortalece.”
(FIL.: 4.13)

“Amo a Histéria, se ndo a
amasse ndo seria historiador.
Fazer a vida em duas: consagrar
a profissdo, cumprida sem amor;
reservar a outra a satisfacdo das
necessidades profundas — algo de
abomindvel quando a profissdo
que se escolheu é uma profissao
de inteligéncia. Amo a histéria — e
é por isso que estou feliz

por falar daquilo que amo.”
(FEBVRE, 1985, p. 28)
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Apresentacao

A Estatistica é a ciéncia que lida com a coleta, o pro-
cessamento e a disposicao de dados (informagao), atuando como
ferramenta fundamental nos processos de solugdes de proble-
mas. Em outras palavras, a Estatistica trata da coleta de dados
informativos e da interpretagdo desses dados, facilitando o esta-
belecimento de conclusbes confiaveis sobre algum fenémeno que
esteja sendo estudado.

A Estatistica Descritiva vem a ser a utilizacdo dos dados
para o conhecimento de processos e produtos de interesse econd-
mico ou social. Dessa maneira, ela abrange diferentes campos do
conhecimento e por isso é considerada uma éarea interdisciplinar,
pois a utilizagdo de suas técnicas fornecem parametros aos espe-
cialistas de diversas éareas.

Falando de forma mais especifica, é também importante
destacar que as técnicas estatisticas sédo muito tteis para o controle
de qualidade de bens e servicos, e por esse motivo o conhecimento
destes métodos estéa se tornando cada vez mais importante para
engenheiros e demais profissionais.

A partir desta apresentacao fica claro que um profissio-
nal treinado em Estatistica tera maior facilidade em identificar um
problema em sua area de atuacao, determinar os tipos de dados
que irdo contribuir para sua andlise, coletar esses dados e a seguir
estabelecer conclusdes e tracar um plano de acao para a solucao
dos problemas detectados.

15
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Introducao

A importancia de que se revestem os métodos que visam
exprimir a informacéo contida numa grande massa de dados através
de um nimero muito menor de valores ou medidas caracteristicas é
tal que a Estatistica se ocupa em estudar os métodos que o permitam.

Deste modo, podemos definir Estatistica como sendo a
ciéncia que se preocupa com a coleta, organizagdo, apresentacao,
andlise e interpretacéo de dados. Didaticamente, podemos dividir a
estatistica em duas partes: a estatistica descritiva e a inferéncia esta-
tistica. A estatistica descritiva se refere & maneira de apresentar um
conjunto de dados em tabelas e graficos, e ao modo de resumir as
informagdes contidas nestes dados a algumas medidas. Ja a inferén-
Cia estatistica baseia-se na teoria das probabilidades para estabelecer
conclusdes sobre todo um grupo (chamado populacao), quando se
observou apenas uma parte (amostra) desta populagao.

O campo de aplicagdo da Estatistica estende-se a muitas
areas do conhecimento humano. Ledo engano ao pensarmos que
nos dias atuais em func¢éo da facilidade que o advento dos com-
putadores nos proporciona, na resolucao de célculos avangados
e aplicacdes mirabolantes de processos sofisticados com razoavel
eficiéncia e rapidez, muitos pesquisadores consideram-se aptos a
fazerem andlises e inferéncias estatisticas sem um conhecimento
mais aprofundado dos conceitos e teorias.

Interpretacoes equivocadas e muitas vezes errdneas sao co-
metidas em nome da facilidade. Em sua esséncia, a Estatistica é a
ciéncia que apresenta processos proprios para coletar, apresentar e

17
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interpretar adequadamente conjuntos de dados de qualquer natureza,
sejam eles numéricos ou nao, para que se tenha maior compreensao
dos fatos que os mesmos representam e para ela ser bem usada é
necessario conhecer os seus fundamentos e principios, e acima de
tudo que o pesquisador desenvolva um espirito critico e jamais deixe
de pensar.

Na éarea de Engenharia a aplicagdo & muito vasta, estando
presente principalmente no estudo do controle de qualidade industrial,
onde a técnica tem evoluido e proporcionado resultados importantes.

O estudo que sera desenvolvido pode ser dividido em qua-
tro partes: Estatistica Descritiva, Probabilidades, Amostragem e
Estatistica Inferencial. A estatistica descritiva trata da organizagdo
dos dados e descreve um conjunto de observagdes. A amostragem
vai possibilitar o conhecimento das principais técnicas de obtencao
de amostras. O estudo das Probabilidades ajuda no desenvolvimen-
to dos métodos utilizados na Estatistica Inferencial. E por fim, a
Inferéncia estatistica vai possibilitar a tomada de decisdes acerca
de populacoes.

18
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1

Estatistica Descritiva

A Estatistica é a ciéncia que engloba conceitos de organi-
zacdo. Popularmente, a estatistica esté relacionada com tabelas e
graficos nos quais podemos representar os resultados, porém, ela
tem assumido papel bem mais abrangente, nas tltimas décadas,
com importéncia cada vez maior no campo das ciéncias bioldgicas
e agrarias.

Ela ndo pode ser vista apenas como mais uma discipli-
na, pois se trata principalmente de uma ferramenta auxiliar no
raciocinio e andlise dos resultados obtidos. E dtil em pesquisas que
exigem planejamento prévio para obter indicacbes de qualidade,
através de dados que auxiliam na interpretagdo e conclusdes sobre
o fendmeno em questéo.

Como uma grande parte do aprendizado vem da leitura,
o estudante interessado em se informar a partir da literatura mo-
derna, particularmente na area tecnologica, certamente se depa-
rarda com simbolos, termos e raciocinios estatisticos. Além disso,
para cursos praticos, com praticas de laboratério ou campo, exis-
tem técnicas na obtencao de resultados que envolvem informacdes
estatisticas, assim como o planejamento de experimentos, a publi-
cacdo e o treino profissional.

Ocorre que pelo proprio conceito de ciéncia, a atividade
de pesquisa cientifica deve comegar a partir de um problema sobre
o fendbmeno, e nao apenas de observagdes ou coleta de dados,
embora o problema possa surgir a partir de observacées, mensu-
ragdes ou vivéncia sobre o assunto.

19
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Evidentemente, tanto a parte de organizagao e descrigcao
dos dados no que diz respeito a sua anélise e interpretagdo sao
importantes. E razoavel supor que para poder fazer a andlise e
interpretacao dos dados observados, deva-se primeiramente pro-
ceder a sua organizacao e descricao.

Assim sendo, podemos dividir a ciéncia Estatistica em
duas partes: a Estatistica Descritiva, que trabalha com a organiza-
¢ao e descrigdo dos dados experimentais e a Estatistica Indutiva ou
Inferencial, que cuida de sua analise e interpretacao.

A finalidade da Estatistica Indutiva, cujas técnicas serdo
objetos deste trabalho, utilizam dois conceitos fundamentais: o de
populacdo, ou universo, e o de amostra.

Uma populacéo ou universo é um conjunto de elementos
com pelo menos uma caracteristica comum. Essa caracteristica
comum deve delimitar inequivocamente quais os elementos que
pertencem a populacdo e quais os que nao pertencem.

Em qualquer estudo estatistico queremos sempre pesqui-
sar uma ou mais caracteristicas dos elementos de alguma popula-
¢do. Os dados que observaremos, na tentativa de tirar conclusdes
sobre o fendmeno que nos interessa, serdo referentes a elementos
desta populagéo.

Uma vez caracterizada perfeitamente a populacao, o pas-
so posterior é o levantamento de dados acerca da caracteristica (ou
caracteristicas) de interesse no estudo em questao.

Na maior parte das vezes, ndo é conveniente, ou mesmo
nem é possivel, realizar o levantamento dos dados referentes a
todos os elementos da populagdo. Devemos, entéo, limitar nossas
observagdes a uma parte dela, isto é, a uma amostra proveniente
desta populagao.

Uma amostra é, pois, um subconjunto de uma populacao,
necessariamente finito, pois todos os seus elementos serdo exami-
nados para efeito da realizacdo do estudo estatistico desejado.

Em suma, um estudo estatistico completo que recorra as
técnicas da Estatistica Indutiva ird envolver também, direta ou in-
diretamente, tépicos de Estatistica Descritiva, Célculo de Probabi-
lidades e Estatistica Inferencial.

20
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1.1 Tipos de variaveis estatisticas

E necessario, inicialmente, que se defina qual(is) a(s) carac-
teristica(s) dos elementos. Ou seja, nao se trabalha estatisticamente
com os elementos existentes, mas com alguma(s) caracteristica(s)
desses elementos. Por exemplo, os elementos a serem estudados
podem ser a populagdo de determinado micro-organismo, a den-
sidade de uma floresta ou a produtividade de uma espécie vegetal,
mas estaremos interessados em alguma caracteristica especifica,
tal como a produgao de metabdlitos, cinética de crescimento, bio-
massa, produtividade, etc.

Trabalha-se, portanto, com os valores de uma variavel
(que é a caracteristica de interesse), e ndo com os elementos origi-
nalmente considerados. A escolha da variavel (ou variaveis) de in-
teresse dependera dos objetivos do estudo estatistico em questao.
Essa caracteristica (variavel) podera ser qualitativa ou quantitativa.

A variavel sera qualitativa quando resultar de uma classifi-
cagdo por tipos ou atributos, como nos seguintes exemplos:

Populacao: cepa Lactobacillus em placas com determi-
nado meio de cultura.
e Variavel: caracteristica da colénia (grande, pequena, aeré-
bias, anaerdbias).

e Populagéo: cepas submetidas a coloracao de Gram.

e Variavel: coloragéo (violeta ou vermelha, positiva ou nega-
tiva).

e Populagédo: Espécies de arvores.

e Variavel: didmetro do tronco.

e Populagéo: Cultivares de oleaginosas.

e Variavel: Determinacdo de Cu, Fe, Mn, Zn, Ca, K e Mg vi-
sando a producao de dleo vegetal e biodiesel.

e Populagéo: Efluentes industriais.

e Variavel: teor de ferro.

21
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A variavel serda quantitativa quando seus valores forem
expressos em nimeros. Pode ser subdivida em:

1. Quantitativa discreta: pode assumir apenas valores
pertencentes a um conjunto enumeréavel;

2. Quantitativa continua: pode assumir qualquer valor em
um intervalo de variacao.

Por exemplo, o didametro de um halo de inibicdo medido
em milimetros pode estar contido em um intervalo que depende
do nivel de precisao e do critério utilizado ao medir. Nesse caso, ao
se medir o halo como sendo 2,68 mm deveremos considerar que
o valor exato deste diametro sera algo entre 2,675 e 2,685 mm.

Para atingir os objetivos da Estatistica Descritiva os da-
dos observados sao muitas vezes sintetizados e apresentados em
formas de tabelas ou gréaficos, os quais irdo fornecer informagdes
rapidas e seguras a respeito das variaveis.

Uma das tabelas mais utilizadas é a distribuigao de fre-
quéncias. Os graficos associados a ela sdo o grafico de frequéncias
(denominado histograma, para o caso de varidveis quantitativas
continuas), o poligono de frequéncias, o grafico de frequéncia acu-
mulada e o poligono de frequéncia acumulada.

Exemplos de variaveis quantitativas discretas:

e Populagéo: cultura de micro-organismos em determinado
meio de cultura.
Variavel: nimero de coldnias formadas (UFC).
e Populacao: bactéria Vibrio fischeri.
Variavel: fator de toxidade.
e Populacao: pessoas susceptiveis a determinada doenca.
Variavel: niimero de pessoas.
e Populagao: cultura de determinada hortalica.
Variavel: nimero de parcelas com determinada caracteristica.
e Populagado: Densidade de uma floresta.
Variavel: nimero de arvores.

22
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As variaveis quantitativas continuas, geralmente, se utili-
zam de algum instrumento para medicao. Temos os exemplos que
se seguem:

e Populagéo: coldnias de microrganismos submetidas a testes
antibiogramas.

e Variavel: medida do halo de inibigao.

e Populagéo: crescimento microbiolégico.
e Variavel: tempo de crescimento.

e Populagédo: Tronco de teixo.

e Variavel: diametro do cerne.

e Populagéo: Parcela de uma variedade.

e Variavel: producao por hectare.

1.2 Distribuicoes de frequéncia

Distribuicdo de frequéncia é um método de se agrupar
dados em classes, de modo a fornecer a quantidade (e/ou a per-
centagem) de dados em cada classe.

Para se obter informagdes de interesse sobre o fendome-
no em estudo, deve-se agrupar as observagdes em tabelas ou gra-
ficos convenientemente construidos. Com isso, podemos resumir
e visualizar um conjunto de dados sem precisar levar em conta os
valores individuais. Uma distribuicdo de frequéncia (absoluta ou
relativa) pode ser apresentada em tabelas ou graficos.

Muitas vezes os graficos sao elaborados utilizando-se as
frequéncias dos valores da variavel. Para tal, necessitamos definir
alguns conceitos importantes.

Considere a variavel discreta x, representando as idades
dos alunos de uma determinada classe escolar. Foram entrevista-
dos 25 alunos fornecendo os seguintes valores para x:
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23-21-22-25-21
22-26-27-28-24
21-22-24-25-25
23-27-28-31-31
30-23-31-30-23

1.2.1 Dados brutos

E o conjunto de valores obtidos apés a critica dos dados
coletados. A critica dos dados consiste na observacao em busca de
falhas e imperfeicées, visando eliminar erros grosseiros atribuidos
a fatores que podem afetar o resultado, tais como medidas, célcu-
los, escala e instrumento descalibrado.

1.2.2 Rol_
E o arranjo dos dados brutos em determinada ordem
(crescente ou decrescente).

21-21-21-22-22
22-23-23-23-23
24 -24-25-25-25
26-27-27-28-28
30-30-31-31-31

Tamanho da amostra n = 25

1.2.3 Amplitude total

AT=x —-x (1.1)
X = valor méaximo da variavel x.
24
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X = valor minimo da variavel x.

AT =31-21
AT =10

1.2.4 Numero de classes (K)

k=+n (1.2

n = ndmero total dos elementos observados.

Ou usando a féormula de Sturges

K =1+33.logn (1.3)
Exemplo:

K=+25=>K=5
ou

K=1+33.1,4=56=6

Obs.: Trabalhar com menos de 5 linhas em uma tabela afeta a
frequéncia.

1.2.5 Amplitude dos dados
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h = amplitude da classe, AT = amplitude total, K = n° de classes.

O arredondamento para cima ou parcial (0,5 ou 1,0) 2,2 2,5

1.2.6 Limite das Classes

24

21 O

De 21 inclusive a 24 exclusive

1.2.7 Pontos Médios de classe (x)
v = [+
=
2

! = limite inferior da classe
[, = limite superior da classe
1.2.8 Frequéncias absolutas e frequéncias relativas

Definimos frequéncia de um valor de uma variavel (qualita-
tiva ou quantitativa) como sendo o niimero de vezes que aquele valor

se repete no conjunto de dados experimentais. Usaremos a notagao
Jf;para representar a frequéncia do i-ésimo valor observado.
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Jfi=n (1.6)

k
i=1
k = nimero de diferentes valores existentes na variavel.

Do mesmo modo, podemos definir frequéncia relativa de
um valor observado como sendo a relacéo:

p,=Fr=2i (1.7)
n

Sendo P;a frequéncia relativa ou proporcéo do i-ésimo elemento
observado.

Verifica-se que:

Onde k é o nimero de diferentes valores existentes na variavel.

Exemplo:

Seja o conjunto de dados contido na tabela 1.1 que
representa o niimero de Unidades Formadora de Colénias (UFC/
mL) de um microrganismo especifico obtidas em 50 amostras
extraidas em uma lagoa de residuos industriais durante 5 dias,
diluidas e inoculadas em placas de Petri com meio seletivo.
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Tabela 1.1 - Distribuigao de Frequéncia

Tempo (dias) Frequéncia (UFC/mL) f; Frequéncia relativa fr
0 15 0,30
1 10 0,20
2 13 0,26
3 06 0,12
4 03 0,06
5 03 0,06
Total 50 1,00

As frequéncias sao:
* f,= 15 (corresponde ao valor 0)

e f, =10 (corresponde ao valor 1)
e f, =13 (corresponde ao valor 2)
e f, =06 (corresponde ao valor 3)
* f, =03 (corresponde ao valor 4)

( )

e f. =03 (corresponde ao valor 5

Chamamos de distribuicao de frequéncia a associacao das
frequéncias aos respectivos valores observados. Portanto, a repre-
sentagdo acima caracteriza uma distribui¢do de frequéncia.

1.3 Distribuicao de frequéncia para variaveis quan-
titativas discretas

A Figura 1.1 representa a distribuicao de frequéncia para
a variavel discreta “Unidade Formadora de Colénias (UFC)”. A re-
presentacdo grafica de uma distribuigdo de frequéncia de uma va-
riavel quantitativa discreta é chamada de histograma de frequéncia.
Utilizando o exemplo, temos o seguinte histograma de frequéncia:
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Figura 1.1 — Histograma de frequéncia

UFCImL
15
E
10 % 2
.
S|
.
0

Outra representacéo utilizada é o histograma das frequén-
cias acumuladas e frequéncias relativas acumuladas. Tomando-se
os dados do exemplo anterior podemos calcular a frequéncia, fre-
quéncia acumulada e frequéncia relativa acumulada dos diversos
valores. Esse célculo esta ilustrado na Tabela 1.2.

Tabela 1.2 — Frequéncia absoluta, frequéncia relativa e frequéncia
relativa acumulada

. Freq. (UFC/mL) Freq. Relativa Freq. Relativa
Tempo (dias) Fi Fr Acumulada
0 15 0,30 0,30
1 10 0,20 0,50
2 13 0,26 0,76
3 06 0,12 0,88
4 03 0,06 0,94
5 03 0,06 1,00
Total 50 1,00
29
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Com os dados da Tabela 1.2 podemos construir o grafico

de frequéncia relativa (Figura 1.2) e frequéncia relativa acumulada
(Figura 1.3).

Figura 1.2 — Histograma de frequéncia relativa

UFC/mL
0,2 Z 7
0,2 % 77
0,1 % /
O
0

Figura 1.3 — Histograma de frequéncia relativa acumulada

Freq. Eelativa Acumulada
&
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1.4 Distribuicao de frequéncia para variaveis quantita-
tivas continuas

As variaveis quantitativas continuas diferem um pouco
das discretas na sua forma de representacado grafica. Para enten-
der essa diferenca, temos que lembrar que as variaveis continuas,
por definicdo, tém os seus valores definidos num intervalo conti-
nuo dos nimeros reais.

Devemos utilizar a distribuicao de frequéncia continua na
representacdo de uma série de valores, quando o nimero de ele-
mentos distintos da série for grande. Neste caso, os dados serdo
agrupados por faixas de valores (intervalos).

Portanto, nao tem sentido falar em frequéncia de repeticao
de um determinado valor, pois os valores raramente se repetem.

Algumas indicagdes na construcao de distribuicdo de fre-
quéncias sao:

e Na medida do possivel, as classes deverao ter amplitudes
iguais.

e Escolher os limites dos intervalos entre duas possiveis obser-
vacoes.

e Escolher limites que facilitem o agrupamento.

e Marcar os pontos médios dos intervalos.

A Tabela 1.3 representa uma distribui¢do de frequéncia
para a variavel “Diadmetro do halo de inibicao”.
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Tabela 1.3 — Diametro (mm) dos halos de inibicao de 50 cepas
submetidas a bacteriocina nisina inoculadas em placas de Petri

DT Frequéncia | x, Freq. Relativa Freq. Acumulada

fi Fr fac
151 |-159 2 155 0,04 2
159 |—167 11 163 0,22 13
167 175 18 171 0,36 31
175 |-183 10 179 0,20 41
183 |—191 8 187 0,16 49
191 199 1 195 0,02 50

Total 50 1,00

Intervalos de classes: E representado pelo maior e o0 menor

valor da classe e o simbolo ( |-) define o intervalo de uma classe.

Exemplo: 151 |-159.
Inclui o limite inferior (151) e exclui o limite superior (159);
O simbolo (|-|) inclui ambos os limites, superior (159) e inferior

(151);
O simbolo (-|) s6 inclui o limite superior (159).

Limites da classe: Representa os nimeros extremos de cada

intervalo.
Exemplo: o limite inferior da 12 classe é 151 e o limite superior da

12classe é 159.

Ponto médio de classe: ponto intermediario do intervalo de classe.
Exemplo: Ponto médio da 1@ classe é 155.

151+159
X, =—
2

32

19. Estatistica basica.indd 32 09/11/2015 03:17:02



ESTATISTICA BASICA
PARA OS CURSOS DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGICAS

Amplitude do intervalo de classe: é a diferenca entre os limi-
tes reais, superiores e inferiores de cada classe.

Exemplo: amplitude da 12classe é 8.

h =159-151

Com os dados da Tabela 1.3 podemos construir o grafico
de frequéncias do mesmo modo que fizemos para as variaveis dis-
cretas. A diferenga mais importante é que, agora, as frequéncias
sdo associadas a intervalos de valores (classes de frequéncias) e
nao mais a valores individuais da variavel em estudo (Figura 1.4).
O grafico consiste em um conjunto de retangulos, com centro no
ponto médio e larguras iguais aos intervalos das classes, e areas
proporcionais as frequéncias das classes.

Figura 1.4 — Histograma e poligono de frequéncia

20 4

Diametro (mm)

A seguir estd mostrado o histograma correspondente
aos dados do exemplo acima, e o poligono de frequéncia, que é
o grafico obtido unindo-se os pontos médios dos patamares do
histograma (Figura 1.4).
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O préximo grafico é o poligono de frequéncia acumula-
da. Ele é construido unindo-se a frequéncia acumulada ao final de
cada classe de frequéncia (Tabela 1.4). Pode ser construido tam-
bém com a frequéncia relativa acumulada e, neste caso, ele se
chamara poligono de frequéncia relativa acumulada. O primeiro
esta mostrado na Figura 1.5.

Tabela 1.4 — Diametro (mm) dos halos de inibicao de 50 cepas
submetidas a bacteriocina nisina inoculadas em placas de Petri

Diametro (mm) Cepas
<151 0
<159 2
<167 13
<175 31
<183 41
<191 50

Nota: < menor que

Figura 1.5 — Poligono de frequéncia acumulada

50 -

30 4

cepas

20 4

151 159 167 175 183 191

Diametro (mm)
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1.5 Medidas de tendéncia central

As medidas de tendéncia central sdo estimadores utiliza-
dos para definir o centro de equilibrio de uma distribuicdo de frequéncia
de uma variavel.

1.5.1 Média
A média de um conjunto de n nimeros x;; x,; ...; x, €
representada por x e definida por:

.)_C X X, te-tXx, (1.9)

> x S (1.10)

n n
De modo geral, para dados agrupados, se x,, X,, ..., X_
ocorrerem com as frequéncias f,, f,, ..., f respectivamente, a

média aritimética sera dada por:

k

AR WA WA (1.11)
>rooxS

X -
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Tabela 1.5 — Célculo da Média

Classes Frequéncia f X f .
151 159 2 155 310
159 | 167 11 163 1793
167 F175 18 171 3078
175 |183 10 179 1790
183 | 191 8 187 1496
191 199 1 195 195

Total 50 - 8662

oS 8662 173,24

n

Para dados distribuidos em classes, os valores x, x,, ...,
x_corresponderdo aos pontos médios das n classes que podem ser
definidos como a média aritimética entre os limites inferior (/) e
superior (/) da classe i considerada, ou seja,

.= [ +1
i —2 (1.12)

As propriedades principais da média aritimética séo:

a) A soma algébrica dos desvios de um conjunto de niime-
ros em relacdo a média aritmética deste conjunto é zero.

b) A soma dos quadrados dos desvios de um conjunto de
nameros, em relacdo a um nimero qualquer a, & um
minimo se e somente se, a=x.
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1.5.2 Mediana

A mediana de um conjunto de nimeros, ordenados em
ordem de grandeza, é o valor médio (n impar) ou a média aritmé-
tica dos dois valores centrais (n par). A mediana é util quando o
conjunto de dados é muito influenciado pelos extremos, refletindo
com mais fidelidade & tendéncia central.

Exemplos:
e {3:4;4;5;6;8;8;8; 10} O elemento de ordem (n+1)/2 é
igual a 6;

e (5,6;7;,9;11; 12; 13; 17} A mediana é dada pela média
aritimética dos dois valores de ordem n/2 e (n/2)+1 que é
igual a 10.

L9411
2

Me 10

No caso de dados agrupados em classes de frequéncias, a
mediana Me pode ser calculada pela expressao (deduzida a partir
do histograma de frequéncias).

fMe ’

Onde: [ é o limite inferior da classe mediana (em uma
distribuicdo de frequéncias chama-se classe mediana a classe que
contém a mediana).

P =n/2 é a posicao da classe mediana;

F ¢ a frequéncia acumulada da classe vizinha anterior a clas-
se mediana;

F,. é a frequéncia da classe mediana;

h & a amplitude do intervalo da classe mediana.
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1.5.3 Moda
A moda é o valor que ocorre com mais frequéncia. A
moda pode nao existir e, mesmo que exista, pode nao ser tnica.

Exemplos:

{1;1,3;3;5;,7,7; 7, 11; 13} tem moda 7

{3; 5; 8; 11; 13; 18} ndo tem moda (amodal)
{3;5;5;5;6;,6;,7;,7;,7; 11; 12} tem duas modas 5 e 7 (bimodal)

No caso de dados agrupados em classes de frequéncias, a
moda (Mo) pode ser calculada pela expressao:

S

Onde: /.é o limite inferior da classe modal (ou seja, a classe
de maior frequéncia);

F_ éafrequéncia de classe imediatamente posterior a classe modal;

F éa frequéncia de classe imediatamente inferior a classe modal;
h é a amplitude de intervalo da classe modal.

Tabela 1.6 — Célculo da Mediana e da Moda

Classes Frequéncia f fa
151 }159 2 2
159 167 11 13
167 F175 18 31
175 }183 10 41
183 191 8 49
191 199 1 50

Total 50 _
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Calculo da mediana (Me) pela expresséao (1.13)

Me = 167+%8 =172,33

Calculo da Moda (Mo) pela expressao (1.14)

11
Mo =167+———8=171,19
10+11

1.6 Medidas de dispersao

O grau aos quais os dados numéricos tendem a dispersar-
-se em torno de um valor médio chama-se variagdo ou dispersao
dos dados.

Considere os tempos de reacao de trés substancias para
executar certa titulacdo. Foram tomados os tempos (em segundos)
de cinco operagdes para cada substéancia, fornecendo os resultados:

Substancia A: 5, 5, 5, 5, 5;
Substancia B: 5, 3, 9, 5, 3;
Substancia C: 3,4, 5, 8,5

bl bl bl bl b

Calculando a média aritmética para cada titulacao, obtém-se:
X,=X,=X.=5s

Ou seja, o tempo médio para executar a operacao é o
mesmo para as trés substancias. Mas observando mais detalha-
damente, os tempos se distribuem diferentemente em relagcdo ao
tempo médio (5s).
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Para uma anélise quantitativa dessa maior ou menor va-
riacdo (ou dispersao) do conjunto de valores em torno do valor
médio, devemos estudar as medidas de dispersao.

As medidas mais comuns sao: amplitude total, desvio mé-
dio, desvio padrao e variancia.

1.6.1 Amplitude Total

E a diferenca entre o maior e o menor valor (expresséo 1.1).
Exemplo: a amplitude total de {4; 7; 9; 11; 11; 15; 20} é 16 (ou
seja, 20 — 4).

1.6.2 Varidncia (s?)

A variancia (s?) de um conjunto de n valores x,, x,, ...,
x_¢é dada pela média aritmética dos quadrados dos desvios desses
valores em relagao a sua média aritmética, ou seja,

s=m A (1.15)

S =t (1.16)
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Tabela 1.6 — Célculo da Variancia

Classes Frequéncia f X f (x—x)
151} 159 2 155 332,70
159 | 167 1 163 104,86
167 | 175 18 171 5,02
175 } 183 10 179 33,18
183 |_ 191 8 187 189,34
191 | 199 1 195 473,50
Total 50 - 1138,59

A média calculada utilizando a tabela 1.5 forneceu
173,24, e considerando os dados como uma populacao obtém-se:

113859

=22,77
50

52
Obs.: Quando a variancia corresponde aos dados de uma
amostra, é em geral calculado com o divisor (n-1) ao invés de n,
para que se tornem estimadores nao tendenciosos. Neste caso ge-
ralmente utiliza-se as letras s e s? para representar o desvio padrao
e a variancia, respectivamente.
A variancia para os dados da substancia B do exemplo
1.8 sera dada por:

$2 (5-57+B-5+O-5>+(5-57+B-5)7" _
B 5-1 B

6

1.6.3 Desvio Padrdéo (s)

Como a unidade da variancia é expressa pelo quadrado da
variavel em estudo, é inconveniente o uso prético da variancia. Para
contornar o problema da unidade, define-se o desvio padrdo. O des-
vio padrao (s) é definido como a raiz quadrada positiva da variancia.
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O desvio padrdo de X; X,; ...; X, é dado por:

(1.17)

Zil(x"_y )2

No caso do exemplo anterior, o desvio padréo sera:

0 =4/22,77=4,71

1.6.4 Coeficiente de Varia¢éo

O efeito da variacdo ou dispersdao em relacdo a média é
medido pela dispersao relativa, que é definida por:

_ Disp. absoluta
Meédia

DR (1.18)

Se a dispersao absoluta for o desvio padrao, a dispersao
relativa & denominada Coeficiente de Variacao (CV), que pode ser
representado por:

s

V== (1.19)

Obs: O Coeficiente de variacdo deixa de ser ttil quando o X esta
proximo de zero.

O coeficiente de variagdo pode ser expresso em porcen-

tagem e é uma medida adimensional de dispersao, sendo definida

como o coeficiente entre o desvio padrao (s) e a média (X). Assim,
quando se deseja comparar dois conjuntos de dados com médias
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diferentes, deve-se utilizar o coeficiente de variacao, pois 0 mesmo
leva em consideracao a ordem de grandeza dos mesmos.

Supondo que um conjunto de dados tem média X, = 20 mm
e desvio padrdo s = 2 mm, enquanto um segundo conjunto tem
média X, = 50 mm e desvio padrdo s = 4 mm.

2
cn :%:Oﬂlooulo%

4
CV2 :%:0,08(“18%

Nota-se que em termos absolutos a dispersdao do primeiro
conjunto & menor que a do segundo, mas em termos relativos, o pri-
meiro conjunto apresenta uma disperséo maior, ou seja, CV, > CV,,.

1.7 Curvas de frequéncia

As curvas de frequéncia determinam o grau de afasta-
mento ou de desvio de uma distribuicdo em torno da média (assi-
metria). Quantitativamente, o grau de desvio ou afastamento pode
ser determinado pelas medidas denominadas de coeficientes do
momento de assimetria e coeficeinte de assimetria de Pearson.

O coeficiente do momento de assimetria (a,) & uma me-
dida adimensional definida como o quociente entre o terceiro
momento centrado na média (m,) e o cubo do desvio padréo,
ou seja:

a, =" (1.20)
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O momento de ordem r (m) centrado na média de um
conjunto de n valores x,, X,, ..., x_¢é definido pela quantidade:

;(xf —x)' (1.21)

n

m

r

Para o caso de dados agrupados em classes de frequén-
cias, a expressao (1.21) fica sendo:

n

Z('xi _xir i('xi _xjr

i=1 i=1

m, = k = (1.22)

W

enquanto que para r = 2:
m, = s

Para a, = 0 tem-se uma distribuicao simétrica, caso con-
trario, a distribuigéo é dita assimétrica. Quando a, < 0, a distribui-
¢ao é dita alongada a esquerda, sendo denominada de assimétrica
negativa, enquanto que, para a, > 0, a distribuicao é alongada a
direita, sendo denominada assimétrica positiva. Na figura 1.6 po-
demos verificar os trés casos.
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Figura 1.6 - Curvas de frequéncia.

PANE VA AN

Simeétrica Assimétrica positiva  Assimeétrica negativa

asz=0 as >0 as<0

Como exemplo, considere os dados da tabela 1.7, cujo
desvio padrao resultou em s = 4,77 e o terceiro momento centra-
do na média (m,) sera calculado a seguir.

n

Z (xi - ;C)r

= (1.23)
n

m =

r

O coeficiente do momento de assimetria sera

h,
a, = F (1.24)
Tabela 1.7 — Célculo do terceiro momento
Classes Frequéncia f x fx-"x7°
151 F159 2 155 -6068,40
159 }167 11 163 -1073,74
167 F175 18 171 -11,24
175 | 183 10 179 191,10
183 F191 8 187 2605,29
191 199 1 195 10303,31
Total 50 - 5946,31
45
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594631

my == === 11893

O coeficiente do momento de assimetria sera:

11893
108,53

as )

O coeficiente de assimetria de Pearson (A) é outra medida
adimensional de assimetria, sendo definida pela expressao:

4o Xmmo (1.25)

No caso dos dados da tabela 1.7, onde:
x=173,24, Mo=171,19 e s= 4,77

Temos pela equacao 1.14:

A:l73,24—171,19

=0,43
4,77

Como os valores da a,e A estdo acima de zero, a distribuicao
da Tabela 1.7 possui uma assimetria positiva.
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1.8 Curtose

A curtose é definida como o grau de achatamento de uma
distribuicao, considerado usualmente em relacdo a distribuicao
normal (objeto de estudo do capitulo 2). Com relacdo ao achata-
mento, a distribui¢do normal é dita mesocurtica. As distribuicbes
mais achatadas que o normal sao ditas platictrticas, enquanto que
as menos achatadas sao ditas leptocurticas.

O coeficiente do momento de curtose (a,) é definido pelo
quociente entre o quarto momento centrado na média e o quadra-
do da variancia, ou seja,

a, = = (1.26)

O coeficiente do momento de curtose é uma medida adi-
mensional de curtose, sendo a, = 3 para a distribuicdo normal, a,
< 3 para as distribui¢des platictirticas e a, > 3 para as distribuicdes
leptocdrticas.

Na praética, a curtose s6 se aplica para distribuigdes simé-
tricas ou aproximadamente simétricas.

A figura 1.7 mostra os trés casos de curtose, utilizando a
representacdo pelas curvas de frequéncias.

Figura 1.7 — Distribui¢cdes quanto a curtose

Leptocurtica \

Mesocurtica

Platicurtica
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Exercicios

1) Em uma fermentacdo por batelada a volume constante, fo-
ram obtidos os seguintes dados experimentais (g/L)

6,0-0-20-65-50-35-4,0-7,0-80-7,0
45-0-6,5-6,0-20-50-55-50-70-1,5
50-55-40-45-40-10-55-35-25-45

Determinar:
a) As distribuicbes de frequéncias para dados agrupados
em classes de igual amplitude, calcular a AT, K e h.
b) O maior e o menor grau (valores) da amostra.

c) Qual a porcentagem dos volumes que tiveram produ-
¢des inferiores ao limite superior da terceira classe.

d) Qual o limite superior da segunda classe.
e) Qual o ponto médio da quarta classe.
f) Qual a frequéncia relativa da terceira classe.

g) Os gréficos.

2) Dada & amostra:
3-4-4-5-7-6-6-7-7-4-5-5-6-6-7-5-8-5-6-6.

Pede-se:

a) Construir a distribuicdo de frequéncia para dados agru-
pados, mas nao em classes.

b) Determinar as frequéncias relativas.

c) Determinar as frequéncias acumuladas.

48

19. Estatistica basica.indd 48 09/11/2015 03:17:06



ESTATISTICA BASICA
PARA OS CURSOS DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGICAS

d) Qual a porcentagem de elementos maiores que 5.

e) Construir o grafico das frequéncias absolutas.

3) Considere os dados obtidos pela leitura de absorbancia do
crescimento de 60 cepas (dados em nanémetros (nn)

0,151-0,152-0,154-0,155-0,158-0,159-0,159-0,160-0,161-
0,161-0,166-0,166-0,166-0,167-0,167-0,167-0,167-0,167-
0,168-0,168-0,169-0,169-0,169-0,169-0,169-0,170-0,170-
0,170-0,170-0,170-0,173-0,173-0,174-0,174-0,174-0,175-
0,175-0,175-0,175-0,176-0,176-0,176-0,176-0,177-0,177-
0,180-0,181-0,181-0,181-0,182-0,182-0,182-0,183-0,185-
0,185-0,186-0,187-0,188-0,190-0,190.

Pede-se:
a) Amplitude total.

b) O numero de classes.
c) A amplitude das classes.

d) A distribuicao de frequéncia para dados agrupados em
classes conforme valores obtidos nos itens a, b e ¢ (a
primeira classe deve comegar com o menor valor da
amostra).

e) As frequéncias relativas, frequéncias acumuladas e os
pontos médios.

f) Os graficos (Histograma, Poligono de frequéncia, po-
ligono de frequéncia acumulada).

4) O nimero de coldonias de um determinado microrganismo
em uma placa de Peters, de acordo com o seu ciclo de vida,
esta representado na tabela a seguir:
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Classe Frequéncia
ofe 280
6 F12 140
12 }18 60
18 |24 15
24 |30 5

a) Qual a duragdo média e a mediana do ciclo de vida?

b) Encontre a variancia e o desvio padrdao amostral da du-
racao do ciclo de vida.

5) Em trés reatores de batelada, testa-se a producdo de cada
cepa tomando-se uma amostra de 100 ml e determinando-se
o pH necessério para a sobrevivéncia de cada cepa. Os resul-
tados de cada teste séo os seguintes:

A B C
7,0 6,0 5,0
1,8 1,5 1,0

a) Qual reator apresenta a menor variagdo absoluta no pH?

b) E a maior variacao no pH?

6) O quadro abaixo apresenta os resultados do inventario das
areas de manejo florestal em assentamentos no Brasil.

. Area de ;
Inventario Florestal ., Producao Anual
A Manejo
Projeto
Estoque Estoque
Assentamento N° de q q' N° de Lenha | Carvio
Parcelas Total explorével espécies (ha) (st) (Sacos)
(st/ha) (st/ha) i
Brejinho 13 145,22 120,16 40 200 1602 4806
Pipoca 12 138,40 127,40 18 100,8 856 2569
50
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Areade
Inventario Florestal ., Producao Anual
A Manejo
Projeto
Estoque Estoque
Assentamento N° de q q, N° de Lenha | Carvio
Parcelas Total explorével espécies (ha) (st) (Sacos)
(st/ha) (st/ha) B
Sitio do Meio 15 144,50 132,30 29 120 1058 3174
Barra Nova 13 169,90 107,30 22 45,2 333 999
Catolé 18 117,20 115,40 36 213 1639 4917

st/ha = metro de lenha empilhada por hectare

19. Estatistica basica.indd 51

a)

Qual o total de hectares de manejo dos cinco assenta-
mentos com sua produgdo em metros esteres de lenha
ou sacas de carvao?

Qual o possivel rendimento bruto baseado no preco de
comercializagdo praticado nas respectivas regides, que
gira em torno de R$ 4,00 por saca de carvao de 25 kg
(2006-2007)?

Calcule as médias e os coeficientes de variacao dos itens
constantes no inventario florestal.

Faga o histograma.

Pode-se concluir entdo que o manejo florestal sustenta-
do da caatinga representa uma alternativa viavel para
ser desenvolvida em Projetos de Assentamento rurais no
semiarido nordestino?
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2
Probabilidade

A teoria moderna das probabilidades constitui a base de
um dos ramos de maior aplicacio nas ciéncias, a Estatistica. E con-
veniente dispormos de uma medida que exprima a incerteza presen-
te em afirmacdes, tais como: “E possivel que chova amanh&”, ou
“Nao ha chance de vitéria”, em termos de uma escala numérica que
varie do impossivel ao certo. Essa medida é a probabilidade.

A teoria de probabilidades lida com a realizagédo de ex-
perimentos, naturais ou planejados pelo homem, cujos resultados
ndo podem ser previstos com exatiddo. As primeiras aplicacdes
do célculo das probabilidades ocorreram em fungdo de jogos de
azar, no século XVI. As pessoas se utilizavam do conhecimento
da teoria das probabilidades para planejar estratégias de apostas.

Embora os resultados de um experimento, realizado sob
condigdes uniformes e ndo tendenciosas, ndo possam ser anteci-
pados com exatidao, é possivel estabelecer o conjunto que contém
todos os resultados possiveis ou esperados de tal experimento.

Para se obter informagdes de uma amostra de dados que
sejam Uteis a tomada de decisbes no planejamento e projeto de sis-
temas especialistas é necessério estabelecer um modelo matematico
que contenha os principais elementos do processo que determinou a
ocorréncia daquelas observacgoes. Tal modelo deve ser probabilistico
pela impossibilidade de se sintetizar em um conjunto de equacdes a lei
que descreve rigorosamente a variacdo de um certo fenémeno.

Um modelo probabilistico, embora seja incapaz de prever
com exatidao a data e a magnitude de um fenémeno climatico, por
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exemplo, revela-se muito ttil no estudo do regime local de chuvas,
especificando com que probabilidade uma determinada precipita-
¢ao ira ser igualada ou superada, em um ano qualquer.

O presente capitulo tem por objetivo estabelecer os prin-
cipios da teoria de probabilidades, necessarios a construcao de
modelos probabilisticos.

2.1 Experimentos deterministicos e aleatérios
deterministicos

2.1.1 Experimentos deterministicos

Séo aqueles que repetidos em idénticas condigdes apre-
sentam os mesmos resultados.

Exemplo: Ao nivel do mar, a 4gua entra em ebulicdo a 100 °C.

2.1.2 Experimentos Aleatdrios

Sao aqueles que repetidos em idénticas condigdes podem
produzir resultados diferentes. Embora ndo saibamos qual o re-
sultado que ira ocorrer num experimento, em geral, conseguimos
descrever o conjunto de todos os resultados possiveis.

Exemplos:

1. Contagem do nimero de células por mL da suspensao utili-
zando cédmara de Neubauer.

2. Avaliagéo do grau de contaminagao ambiental.
3. Determinagéo do ciclo de vida de um determinado microrganismo.

4. Incidéncia de pragas em determinadas culturas.
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A teoria das probabilidades estuda a forma de estabele-
cermos as possibilidades de ocorréncia num experimento aleatério.

Uma aplicagao particularmente importante é quando um
pesquisador conduz um experimento, a fim de comparar os efeitos
de diferentes tratamentos (variagdes de um fator a ser estudado).

Para se estimar os efeitos dos tratamentos e também para
executar os testes estatisticos & necessario o uso de repetigcdes (aplica-
¢6es do mesmo tratamento em diversas unidades experimentais e que
formara a amostra de estudo), por meio das quais vamos ter a pos-
sibilidade de calcular a variabilidade dos dados, ou seja, a variancia.

2.2 Espaco amostral e evento

2.2.1 Espago amostral

Chamamos de espago amostral, e indicamos por S ou
2, um conjunto formado por todos os possiveis resultados de um
experimento aleatério.

2.2.2 Evento

Em termos de conjunto, um evento & um subconjunto de
resultados do experimento, ou seja, & um subconjunto de {S}. Os
eventos sdo denotados por letras maitsculas (A, B, C...).

Exemplos:
(1) Lancamento de duas moedas: S = {KkKk, kc, ck, cc}.
(cara, cara), (cara, coroa), (coroa, cara), (coroa, coroa).

(2) Sexo de acordo com a ordem de nascimentos de dois filhos
de um casal:
S = {mm, mf, fm, ff}.
(masculino, masculino), (masculino, feminino), (feminino,
masculino),
(feminino, feminino).

55

19. Estatistica basica.indd 55 09/11/2015 03:17:07



AucusTUs CAESER FRANKE PORTELLA
ILbON RODRIGUES DO NASCIMENTO
ANATERCIA FERREIRA ALVES
GEssIEL NEWTON SCHEIDT

Do ponto de vista préatico, os eventos sao as sentencas
que podemos formular sobre nosso experimento. Assim, deseja-
mos definir formas de manipular, ou seja, de operar essas senten-
cas. As trés operagdes basicas sao:

a) Unido (U ): A unido de dois conjuntos quaisquer E e
F contera todos os elementos de E e de F, incluindo os
elementos que sejam comum aos dois ou nao.

b) Interseccao (N): A interseccdo de dois conjuntos
quaisquer E e F contera os elementos comuns a E e F.

c) Complementar (A°): O evento complementar ao even-
to A é o conjunto dos elementos do espaco amostral que
n&o pertencem a A.

d) Na terminologia da teoria de conjuntos, o conjunto va-
zio é o conjunto composto por nenhum elemento, que
denotaremos por . Esse conjunto estd contido em
qualquer outro evento do espaco amostral.

A probabilidade é uma forma de atribuirmos “pesos” re-
lativos a ocorréncia dos eventos.
Se 0s elementos de um espago amostral S= {e, e,, ..., e
1 2
1 (finito) sédo equiprovaveis, isto é, todos os elementos do espaco
amostral ttm o mesmo “peso” (probabilidade) de ocorrer, temos que:

P(el. ) =— (2.1)
n

onde n é o nimero total de elementos equiprovéaveis.
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2.3 Definicao classica de Probabilidades

Dado um experimento aleatério, sendo S o seu espaco
amostral, vamos admitir que todos os elementos de S tenham a mes-
ma chance de acontecer, ou seja, que S & um conjunto equiprovavel.

a) Definimos probabilidade de um evento A (A = S) (A esta
contido em S) ao nimero real P(A), tal que:

P(4)= n°de resultados favordveis a A _ n(A) (2.2)

n®de resultados possiveis n(S

Exemplo: Considerando o langamento de um dado, pede-se:

a) A probabilidade do evento A “obter um niimero par na
face superior”.

Temos:

S=1{1;2;3;4;5, 6 =n(S) =6
A=1{2; 4; 6} = n(A) = 3:

Logo, P(A) = 3/6 =1/2

b) A probabilidade do evento B “obter um nimero menor
ou igual a 6 na face superior”.

Temos:
S=1{1;2;3;4;5:6} =>n(S)=6
B={1;2; ;4;5;6}:>nB)=6

c) A probabilidade do evento C “obter um nimero 4 na
face superior”.

Temos:

S=1{1;2;3;4; 5 6}= n(S) =6
C={4=nC=1

Logo, P(C) = 1/6
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d) A probabilidade do evento D “obter um ntiimero maior
que 6 na face superior”.

Temos:

S=1{1;2;3;4;56}=n(S)=6

D =& = n(D) = 0: Logo, P(D) = 0/6 =0
(Evento vazio ou impossivel)

2.4 Operacoes com eventos aleatérios — Teoria dos

Conjuntos

Consideremos um espago amostral finito S = {e, e, e, ..., em}.
Sejam A e B dois eventos de F(S). As seguintes operacgdes sao
definidas:

2.4.1 Unido de conjuntos

Definicdo: AU B =fe, ¢ S=/e € Aoue e B};i=
1,..., n. Portanto, o evento unido é formado pelos pontos amos-
trais que pertengam a pelo menos um dos conjuntos. A uniao pode
ser vista na Figura 2.1.

Figura 2.1 — Unido dos conjuntos A e B
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Observacao
a AuB=BuU A
b)) Au A=A
c) Au O=A

d) Se Ac B, AU B = B (em particular Au S = S).

A representagdo da unido de 4, eventos Al, A2, ..., An
(A1 U A2 U ... U An) é dada por:

n
U4
i=l
Exemplo:

Os microrganismos causadores de enfermidades transmi-
tidas por alimentos podem ser:

Liberadores de toxina: S. aureus, Clostridium perfringens,
C. botulinum, Vibrio cholerae, Bacillus cereus, fungos filamentosos.

Causadores de infecgdes: Salmonella sp, E. coli, Shi-
gella sp, Vibrio parahaemoliticus, Campilobacter sp, Listeria

monocytogenes, Yersinia sp.

Considerando a seguinte distribuigdo nos alimentos:

Microrganismos Maioneses (UFC/g) | Verduras (UFC/g) | Total (UFC/g)
Staphylococcus aureus 10 113 123
Salmonella 107 28 135
Escherichia coli 106 102 208
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Qual a probabilidade de um dos alimentos servidos, esco-
lhido ao acaso:

a) Estar contaminado por Staphylococcus aureus ou Sal-
monella?

P(S. aureus\w Salmonella) = P(S. aureus) + P(Salmonella)

123 135

=2 4222055
P (S. aureus w Salmonella) 26e | a6

b) Ser verdura ou estar contaminada por Escherichia coli:

P (verdura u Escherichia coli) = P(verdura) + P(Esche-
richia coli)

_ 243 208 102

= + =0,75
466 466 466

c) Nao ser Staphylococcus aureus:
P(S.aureus) =1— P(S.aureus)

_1-128 o3
466

2.4.2 Intersec¢do de conjuntos
Definicgo: AnB={ec S=e cAee cB};i=1,..n.
Portanto, o evento intersec¢do é formado pelos pontos amostrais

que pertengam simultaneamente aos eventos A e B. A intersecgao
pode ser vista na Figura 2.2.
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Figura 2.2 — Interseccao dos conjuntos A e B.

S
B
A
AnB
Observacao
a) AnB=BnA
b) AnA=A
c) AnA=A

d) Se AcBA N B=A (em particular A 0 S = A)
e) AnB)nX=AnBnX).

A representacao da intersecgao de 4 eventos Al, AZ,,...,
An(A1l " A2 n ... nU An) é dada por:

A
i=1

2.4.3 Probabilidade condicional

Para dois eventos quaisquer A e B, P(B)>0, definimos a
probabilidade condicional de A dado B como sendo:
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P(4/B) _ruNp (2.3)
P(B)
P(A(\B) = P(B)P(A/B) (2.4)
PN B)
P(B/A) = - (2.5)
P(B()4) = P(A)P(B/ A) (2.6)

Exemplo:

Em um processo fermentativo utilizando 12 tubos de en-
saios como meios de cultura, verificou-se que 4 estavam contami-
nados, duas amostras sao retiradas ao acaso sem reposicao. Qual
a probabilidade de que ambas estejam sem contaminacao?

¢ O evento A seria a probabilidade de retirar um tubo sem
contaminagao;

¢ O evento B seria a probabilidade de retirar um tubo conta-
minado;

e Na primeira amostra eu posso tirar 8 tubos ndo contamina-
dos, dado que 4 dos 12 estavam contaminados;

¢ Na segunda amostra eu posso retirar 7 tubos nao contami-
nados dos 11 restantes, uma vez que nao houve reposicao.

8x7
=0,424 0
1oxl1 ou 42,4%

P(AB) =
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2.4.4 Independéncia Estatistica

Um evento A é considerado independente de um evento
B, se a probabilidade de A é igual a probabilidade de A dado B.

P(A) = P(A/B) ou P(B) = P(B/A) (2.7)

Exemplo de Probabilidade Condicional.

Microrganismos Maioneses (UFC/g) | Verduras (UFC/g) | Total (UFC/g)

Staphylococcus aureus 10 113 123
Salmonella 107 28 135
Escherichia coli 106 102 208

a) Qual a probabilidade de conter contaminagéo de Salmo-
nella nas verduras?

18
P(S/V) = ——=0.039 ou 4°
S1V)=56 ou 4%

b) Qual a probabilidade de ser maionese a causadora da
infeccdo, dado que esta contaminada com S.aureus?

10
P(M/Sa)=—=10,081 %
( a) 123 ou 8%

2.4.5 Complemento
Definicdo: S-A =Ac={eeS=¢e¢A};i=1..n.
O complemento de um evento A é, portanto, o evento contendo

todos os resultados no espago amostral S que ndo pertencam a A.
O complemento de A pode ser visto na Figura 2.3.
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Figura 2.3 — Complemento do conjunto A

Observacao
a) (A)r=A
b)Au Ac=S
c) =S8
dA NA =7
e) S =0.

2.4.6 Eventos mutuamente exclusivos ou disjuntos

Definicao: Dois eventos sao ditos mutuamente exclusivos
ou disjuntos se A e B ndo puderem ocorrer juntos, ou seja, a
realizacdo de um exclui a realizagéo do outro. Segue que A e B
sao disjuntos se A N B = .

2.5 Definicao axiomatica de Probabilidade
Para um dado experimento & necessario atribuir para
cada evento A no espaco amostral S um nimero P(A) que indica a
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probabilidade de A ocorrer. Para satisfazer a definicdo matematica
de probabilidade, este nimero P(A) deve satisfazer trés axiomas
especificos:

e Axioma 1: Para qualquer evento A, P(A) = 0;

e Axioma 2: P(S) = 1;

e Axioma 3: Para qualquer sequéncia infinita de eventos
disjuntos P(A,; LA, )=P(A )+P(A,)

plJ4 =D P(4) 2.8)
i=1 i=1

A distribuicdo de probabilidade, ou simplesmente a pro-
babilidade no espaco amostral S é uma especificacdo de niimeros
P(A) que satisfazem os axiomas 1, 2 e 3.

Teorema 1: P() = O;
Teorema 2: Para qualquer sequéncia finita de eventos disjuntos
ALA,. Ay

i=1 i=l1 (29)
Teorema 3: Para qualquer evento A, PA°) = 1 - P(A)
Teorema 4: Para qualquer evento A, 0 < PA) > 1
Teorema 5: Se A — B, entdo P(A) < P(B)
Teorema 6: Para qualquer dois eventos A e B
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(AnB) (2.10)
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Exemplo:

Em um fluxo de tanques para decantacao, a probabilida-
de de que cada registro esteja fechado é de 0,6. Supondo que cada
registro seja aberto ou fechado independentemente um do outro,
calcular a probabilidade de que o liquido passe de A para B.

Sejam os eventos:
R. = o registro 1 esta fechado.
R,= o registro 2 esta fechado.
R.,=0 registro 3 esta fechado.

1
2
3
R,=o0 registro 4 esta fechado.

Figura 2.4 — Fluxo tanques de decantagao

1 2
& &

™1 | g |
T r -
3 4

O fluxo passa de A para B se estiverem fechados os re-
gistros 1 e 2 ou 3 e 4, portanto, podemos calcular P[(R,nR,) U
(R,MR,)] onde os eventos (R;~R,) e (R,NR,) podem ocorrer simul-
taneamente (se os quatro registros estiverem fechados).

Logo,

P[(R,NR) U (R,mR)I=P(R,~R,) + P(R,AR))-P(R,NR,) N (R,NR))

=PR,).P(R,)+P[R,).PR,)-PR,).PR,).PR,).PR)
=(0,6.0,6) + (0,6.0,6 — (0,6.0,6.0,6.0,6))=0,60 ou 60%
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Teorema 7: Teorema de Bayes - SeE | ,E,, ..., E_séo eventos dois
a dois mutuamente exclusivos e exauram o conjunto S dos eventos
elementares, entdo se P(E)>0, (i=1,2, ...,n), tem-se

) P(EI)P(B/EI)

PlE /B)= P(E,)P(B/E,)+ P(E,)P(B/ E,)+..+ P(E )P(B/E,)  (2-11)

Onde B é um evento que s6 pode ocorrer como efeito
de uma das causas mutuamente exclusiva E; O teorema de Bayes
fornece a probabilidade de que o evento E, tenha ocorrido na hi-
poétese de que o evento B tenha sido observado.

Exemplo:

Uma industria produz quatro tipos de valvulas eletronicas:
A, B, C, D. A probabilidade de uma valvula do tipo A falhar é 1%,
do tipo B é 0,5%, do tipo C é 2% e do tipo D & 0,2%. Em um
depésito existem 1000 valvulas do tipo A, 500 do tipo B, 300 do
tipo C e 200 do tipo D. Uma vélvula é retirada ao acaso do depé-
sito e verifica-se que é defeituosa. Qual a probabilidade de que a
valvula retirada seja do tipo D?

Sejam os eventos:

A= a valvula é do tipo A.
B= a valvula é do tipo B.
C= a valvula é do tipo C.
D= a vélvula é do tipo D.
E= a valvula é defeituosa.

O evento valvula defeituosa (E) ocorreu, portanto, a probabilidade
de que seja do tipo D (sendo A, B, C e D mutuamente exclusivos)
é dada por:

) P(D)P(E/D)

p(D/E)=
P(A)P(E/ A)+ P(B)P(E/ B)+ P(C)P(E/C)+ P(D)P(E/ D)
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Onde:

1000 500 300 200
A)=——"=0,50; p(B)=———=0,25; p(C)=——=0,15; p(D)=——=10,10
pl4) 2000 :p(B) 2000 :(C) 2000 :p(D) 2000

p(E/ 4)=0,010; p(E/ B)=0,005; p(E/C)=0,020; p(E/ D)= 0,002

Portanto:

0,10x 0,002

p(D/E)=
0,50 0,010+ 0,25 0,005 1 0,15x 0,020 + 0,10x 0,002

=0,021

Ou2,1%

Problemas Propostos

1) Uma indistria quimica produz trés tipos de produtos al-
tamente téxicos. Durante as reacdes, na obtencdo desses
produtos, cuidados especiais sdao tomados para evitar o vaza-
mento de gases. De acordo com o setor de seguranca dessa
induastria, a probabilidade de vazamento do gas tipo 1 é de
0,001, do tipo 2 & 0,002 e do tipo 3 é de 0,015. Em um
dia qualquer, durante as rea¢des acima citadas, qual a proba-
bilidade de haver simultaneamente, vazamento de:

a) Dois tipos de gases?

b) Trés tipos de gases?

2) Em uma industria, cinco méaquinas (A, B, C, D e E) produ-
zem 0s mesmos tipos de pecas, que serdo utilizadas na mon-
tagem de equipamentos elétricos. Sabe-se que a produgao di-
aria da maquina A é o dobro da producao da maquina D, que
a producédo das maquinas B e C séo iguais e que a maquina
E produz 20 pegas a mais que a maquina A. De acordo com
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o setor de controle de qualidade dessa indistria, sdo defeituo-
sas, respectivamente, 1%, 2%, 5%, 1% e 3% das pecas pro-
duzidas pelas maquinas A, B, C, D e E. Uma pega foi tomada
aleatoriamente e verificou-se que ela é defeituosa. Calcular a
probabilidade de que essa méquina tenha sido fabricada pela
maquina E, sabendo-se que as maquinas A e B produzem,
respectivamente, 200 e 150 pecas.

2.6 Distribuicoes de Probabilidades

Até o momento construimos a distribuicdo de probabili-
dade de uma variavel discreta (n° de faces no lancamento de dois
dados), empregando nosso conhecimento para o céalculo das pro-
babilidades envolvidas.

Veremos adiante alguns modelos probabilisticos padroes
que nos auxiliardo em diversas situacdes praticas. Nosso problema
passa a ser determinar qual modelo é o mais adequado para a
situacao em estudo.

2.7 Principais distribuicoes discretas

Para identificarmos uma variavel aleatéria discreta temos
de conhecer quais resultados podem ocorrer e quais sdo as proba-
bilidades associadas a tais resultados.

2.7.1 Distribuicdo de Bernoulli

Caracteriza o tipo mais simples de experimento, quando
gueremos apenas observar a presenca ou nao de alguma caracteristi-
ca, cujos dois tinicos resultados denominamos de sucesso ou fracasso.

Neste contexto, sucesso nao significa algo bom ou excep-
cional, mas apenas um resultado no qual temos interesse, enquan-
to fracasso significa exatamente o outro resultado possivel.
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* Seja X a variavel aleatéria que admite apenas os valores x =
1 (sucesso) e x,= 0 (fracasso).

* Seja P(X) a fungéo de distribui¢do de X, tal que p(x,) = p e
p(x,)=q,ondep +q=1.

Definimos a seguinte variavel aleatéria discreta X, niime-
ro de sucessos em uma Unica tentativa do experimento.

X assume os valores:

0, fracasso
X = com P(x=0)=q e P(x=1)=p

1, sucesso

Nessas condi¢es a variavel aleatoria X tem distribuicao de
Bernoulli e sua funcao de probabilidade é dada por:

P(X=x)=p“q"™™ (2.12)

Uma variavel aleatéria, assim definida, tem uma
distribuicao de Bernoulli e suas principais caracteristicas sao:

X P(X) X.P(X) X2.P(X)
0 q 0 0
1 p p p

1 P P

Média n = E[X] =p e Varidncia ¢® =V [X] = p-p? = p(1-p) = p.q.
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A distribuigao fica completamente especificada ao estabe-
lecermos um valor para p.

Exemplo:
Uma urna tem 30 bolas brancas e 20 verdes. Retira-se

uma bola dessa urna. Seja X: n° de bolas verdes. Calcular E(X),
Var(X) e determinar P(X).

0=9=3%,=%

X= com P(x=x)=(2/5)".(3/5""
1=p=2%=%
E(X)=p=2/5 Var(X) = p.q = (2/5).(3/5) = 6/25
EX)=p=2/5 Var(X) = p.q =(2/5).(3/5) = 6/25

2.7.2 Distribuicdo Binomial

Trata-se de uma distribuicdo de probabilidade adequada
aos experimentos que apresentam apenas dois resultados possi-
veis: sucesso ou fracasso.

Por exemplo:
a) Lancar uma moeda 5 vezes e observar o nimero de
caras.

b) Numa linha de producao, observar 10 itens tomados ao
acaso e verificar o niimero de defeituosos.

c) Verificar o nimero de bits que né&o estao afetados por
ruido num pacote com n bits.
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Define-se a Variavel Binomial X como o nimero de su-
cessos em n repeticdes do experimento. A expressao geral da Dis-
tribuicao Binomial é:

P(X:x):(njpx-qnx (2.13)

e

A Esperanga, Variéncia e Desvio Padrao da variavel alea-
téria do tipo Binomial sdo calculadas respectivamente por:

EY)=n.p (2.14)
VY)=n.p.Q (2.15)
DP(Y) =V (Y) (2.16)
Exemplo:
Uma moeda nao viciada é lancada 5 vezes. Encontre a
probabilidade de:

a) Dar exatamente 3 caras.
b) Pelo menos uma cara.
¢) No méximo 2 caras.

d) Calcular o valor esperado e o desvio padrao.

Seja X a variavel Binomial com os parametros: n=>5,
p=1/2eq=1/2

a) Desejamos P(X = 3) por (2.13)

-3 )
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Onde,

PX =3)=10.(1/2)° =10/32 = 31,25%

b) Desejamos P(X = 1) que é o mesmo que 1 - P(X < 1)
equivalente a

1.-PX=0)=1-0,03125 = 96,88%

c) Desejamos P(X < 2) que equivale a PX = 0) + P(X = 1)
+PX =2)=50%

E[X] =np

Logo,

E[X] = 2,5 caras, e VIX] =npq =5/4 = 1,25 . Logo DP[X] = 1,12 caras.

2.7.3 Distribuicdo Poisson

Considere as situagdes em que se avalia o nimero de
ocorréncias de um determinado evento por unidade de tempo, de
comprimento, de area ou de volume (genericamente denominados
de area de oportunidade).

Em muitos casos conhece-se o niimero de sucessos, mas
as vezes é muito dificil, ou até mesmo impossivel, determinar o
numero de fracassos. Imagine o nimero de automéveis que pas-
sam por uma esquina: pode-se anotar o nimero de veiculos que
passaram num determinado intervalo de tempo, mas nédo se pode
determinar quantos deixaram de passar.

A distribuicao de Poisson é aplicada nos tipos de situa-
¢des em que nos interessa o niimero de vezes em que um evento
pode ocorrer durante um intervalo de tempo ou em determinado
ambiente fisico (area de oportunidade).
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Tomando como referéncia o niimero de ocorréncias em
determinado intervalo de tempo, em um processo de Poisson, po-
dem ser observados eventos discretos num intervalo de tempo, de
tal forma que, reduzindo suficientemente este intervalo, tenhamos:

A func¢éo de probabilidade da distribuicdo de Poisson é:

-1 qx
e ‘A

onde:

e & uma constante (base do logaritmo neperiano), valendo aproxi-
madamente 2,718...

A & o nimero esperado de sucessos no intervalo considerado;

x é o nimero de sucessos (x = 0, 1, 2, ...,00.);

Principais Caracteristicas da Distribuigédo de Poisson
Média p = E[X] =L e Variancia 6 = V[X]=A.

Exemplo:

As consultas a um banco de dados ocorrem de forma in-
dependente e aleatéria, a base de 3 consultas por minuto. Calcule
as probabilidades:

a) No préoximo minuto ocorrerem exatamente 3 consultas.

b) No préximo minuto ocorrerem menos de 3 consultas.

c) Nos préximos dois minutos ocorrerem mais do que 5
consultas.

Seja X a variavel Poisson com ocorréncia média de 3
consultas por minuto (A=3):
e Desejamos P(X = 3) = [e®. 32]/3! =22,4%

¢ Desejamos P(X < 3) = PX = 2) = P(X=0) + P(X=1) + P(X=2) = 42,32%
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Observe que a unidade de tempo alterou de 1 para 2
minutos. Como a taxa média é de 3 por minuto, entdo em dois
minutos teremos A= 6. Desejamos assim:

PX>5)=1-PX<5) = 1-0,42358 = 57,64%

2.8 Principais distribuicoes continuas

Quando os valores que a variavel aleatéria pode assumir
pertencem ao conjunto dos nlimeros reais, a variavel aleatéria é de-
nominada continua. Como nao é possivel registrar todos os valores
de uma variavel aleatéria continua numa lista ou tabela, a distribui-
¢ao de probabilidade deste tipo de variavel aleatéria é definida por
uma curva continua e nao por pontos discretos de uma tabela.

2.8.1 Fungdo densidade de probabilidade
De forma anéloga a Distribuigao de Probabilidade de uma va-
riavel aleatéria discreta para variavel aleatéria continua define-se a fun-
¢ao Densidade de Probabilidade [f(x)] com as seguintes caracteristicas:
a) A probabilidade da variavel aleatéria X é sempre definida

em um intervalo de valores de X, por exemplo, (x,, x,), e
sempre temos que f(x) 2 0 para todo x € S.

b) A probabilidade da variavel aleatéria X é medida pela
area sob a curva da funcao densidade em um determi-
nado intervalo.

b
Pla<X <b)=[ f(x)dx (2.15)
c) A area total sob a curva de densidade é igual a 1.
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rwf(x)dx =1 (2.16)

Observa-se que a fungao densidade f(x) ndo mede a pro-
babilidade no ponto x da variavel aleatéria X.

Pela prépria caracteristica mencionada no item b acima,
P(x<X< x)=0, onde utilizamos o seguinte artificio para representar-
mos (X = x) = (x £ X = x).

Por considerarmos a probabilidade de um ponto como
igual a zero, decorre imediatamente que:

Pa<X<b)=PasX<b=Pa<X<b=Pas<sXsb) (2.17)

Funcdo de distribuicdo acumulada

De forma anéloga as varidveis aleatérias discretas, pode-
se definir também uma Funcdo de Distribuicdo Acumulada para
variaveis aleatérias continuas como sendo:

Fx)=P(X <x)=[ f(x)dx (2.18)

Qualquer probabilidade pode ser obtida através da Fun-
¢ao de Distribuicdo Acumulada. Para a < b sempre teremos:

e P(X<a)=PX<a)=F@)
e PX>b)=1-PX<b)=1-Fb)
e Pla< X <b)=F(b)-F@)

2.8.3 Valor Esperado de uma Varidvel Aleatdria Continua

Define-se Esperanca Matematica ou Média de uma varia-
vel aleatéria continua como:

po=E(X) = [ xf (x)dx (2.19)
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2.8.4 Varidncia e Desvio Padrédo de uma Varidvel Aleatéria Continua

Define-se Varidncia para uma variavel aleatéria continua
como:

5% =V(X)=E(X — )" = f:(x — )’ f(x)dx (2,20

Por definicao, o desvio padrao é sempre a Raiz Quadrada
da Variancia.

Alternativamente, podemos calcular a Variadncia com o uso
da férmula:

V(X)=6x=E(X?)— p’« (2.21)

2.9 Principais distribuicdes continuas

2.9.1 Distribui¢do Normal

E considerada a distribuicio de probabilidades mais im-
portante, pois permite modelar uma infinidade de fendmenos na-
turais e, além disso, possibilita realizar aproximagdes para calcular
probabilidades de muitas variaveis aleatérias que tém outras distri-
buigdes, tais como a Binomial quando n é grande e p ndo muito
grande nem muito pequeno.

E também conhecida como distribuicdo de Gauss, Lapla-
ce ou Laplace-Gauss, e é muito importante também na inferéncia
estatistica.

A distribuicdo Normal é caracterizada por uma Fungéo
de Densidade de Probabilidade, cujo grafico descreve uma curva
em forma de sino, que evidencia maior probabilidade de a variavel
aleatéria assumir valores préoximos aos valores centrais.
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fix)

Uma Variavel aleatéria tera Distribuicago Normal se sua
Fungéo Densidade de Probabilidade for da forma

1 e_;[x;] (2.22)

T =52

onde:
u = média da distribuicao
o = desvio padréo da distribuigdo
7T e e sdo constantes (3,1416..... e?2,718....)
A Distribuicao Normal tem como parametros a Média ou

Valor Esperado p = E[X] = p e Varidncia 6% = V[X] = 6* e suas
principais caracteristicas séo denotadas por:

1. Teoricamente, a curva prolonga-se de -0 a +o0, sendo que

limite de f(x) =0 para x tendendo a .

2. A area total sob a curva é igual a 1, ou seja:
+00
j F(x)dx=1
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3. A curva é simétrica em torno de p, o que faz com que mé-

dia = mediana = moda. Adicionalmente, temos também que
PX<p-a)=PX>p+a).

| flx)

P(X=<p-a)

4. A curva tem dois pontos de inflexdo, respectivamente em
p-o e p+o. Cerca de 68% dos valores recaem no intervalo
de um desvio padrao de cada lado da média, 95% recaem
no intervalo média = 2 desvios e 99,7% recaem no intervalo
média + 3 desvios.

Considerando a enorme dificuldade de calcularmos pro-
babilidades pela integracdo da Funcao de Densidade de Probabi-
lidade (FDP) para as infinitas combinagdes de valores de p e o,
utiliza-se a Distribuicdo Normal Padrdo ou Reduzida, definida con-
forme a seguir.

Seja Z a variavel com distribuicdo normal com média =
0 e variancia = 1, geralmente denotada por N (0;1). Neste caso
(lembrando que desvio-padrao = variancia = 1) a FDP de Z sera:
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LT H 2.23)

com a forma:

fix)

Observe-se a conveniéncia de termos a média igual a zero
e o desvio padrao igual a 1, fazendo com que essa distribuicao
passe a representar os valores de z como nimero de desvios em
relacdo a média (origem). Assim, essa distribuicdo nos permite tra-
balhar com valores relativos de desvios em relacao a média.

Qualquer distribuicdo normal com média p e desvio pa-
drao o pode ser transformada, para efeito de calculo de probabi-
lidades, na distribuicdo normal padrao, através de uma mudanca
de variavel.

Ha varios tipos de tabelas que fornecem as areas (proba-
bilidades) sob a curva normal padrao. O tipo mais comum é a ta-
bela de faixa central. Esse tipo de tabela fornece a area sob a curva
normal padrédo entre z= 0 e qualquer valor positivo de z. A simetria
em torno de z= 0 permite-nos obter a area entre quaisquer valores
de z, sejam positivos ou negativos, ndo sem razoavel esforco na
identificagado correta de intervalos.

Exemplos de transformagdes:
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a) Calcule P(z < 0,85)

A érea solicitada é exatamente a area fornecida pela ta-
bela. Basta procurar a linha que contenha o valor 0,8 e sua inter-
secao com a coluna que contenha o valor 0,05. (lembrando que
0,85 = 0,8 + 0,05).

Logo, P(z < 0,85) = 0,8023 (ou 80,23%).

b) Calcule P(0 < z < 1,25)

O valor procurado corresponde a P(z<1,25) — P(z<0). Da
tabela, tiramos que P(z<1,25)=0,8944 e P(z<0)=0,5.
Logo, P(0<z<1,25) = 0,8944 -0,5000 = 0,3944 (ou 39,44%).

¢) Calcule P(z>2,39)

Observe que o valor tabelado é P(z<2,39). Como a area
total sob a curva vale 1, entdo P(z>2,39)=1-P(z<2,39).
Logo, P(z>2,39) = 1 - 10,9916 = 0,0084 ou 0,84%

d) Calcule P(z=1)

Considerando que a probabilidade é medida pela area sob a
curva definida por um intervalo, P(z= 1) pode ser escrita como P(1
< z < 1). Isso reduz o intervalo a um s6 ponto e, portanto, a area
é zero. Outra forma de se obter esse resultado é pela utilizagdo do
conceito da Fungéo de Distribuicdo Acumulada, pois P(1 <z < 1)

=F(1)-F(1) =0.

e) Calcule P(-2,55<z<1,2)

P(-2,55<z<1,2) = P(z<1,2) - P(z<-2,55) = 0,8849 - 0,0054 = 0,8795 ou 87,95%
f) O didmetro do halo de inibicado formado por um bacte-

ricida ao inibir o crescimento de bacilos germinativos é
normalmente distribuida com média 1,60mm e desvio
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padrdao 0,30mm. Calcule a probabilidade de um halo
medir entre 1,50mm e 1,80mm. Seja X a variavel ale-
atéria N(1,60; 0,30?). Deseja-se a probabilidade P(1,50
<x < 1,80)

Precisamos primeiro transformar os limites do intervalo da
VA X para a VA Z (Normal reduzida ou Normal padréo), para que
possamos, pela tabela, calcular P(z, < z < z,). Assim procedendo
teremos:

z, = (1,50 - 1,60)/0,30 = -0,10/0,30 = - 0,33
z, =(1,80-1,60)/0,30 = 0,20/0,30 = 0,67

Assim,
P(- 0,33 < z < 0,67) = P(z<0,67) - P(z <- 0,33) = 0,7486 - 0,3707 = 0,3779 ou 37,79%

Nos exemplos anteriores foram fornecidos os valores do
intervalo para que fossem calculadas as probabilidades associadas
ao intervalo. Existem aplicagdes em que devemos determinar os
valores de z a partir do conhecimento das probabilidades associa-
das a esses valores.

O software Excel disponibiliza as seguintes fungdes para
calculos com a Distribuicdo Normal:

Funcao DIST.NORMP( z ), onde
z: valor da VA Normal Padréao ou Reduzida.

Esta funcdo retorna a probabilidade P(- < Z< z) = P(Z
< z), para qualquer valor de z, da mesma forma que a tabela
apresentada no final deste capitulo.

Para um intervalo genérico P(a<z<b) pode-se aplicar F(b) —
F(a) diretamente na forma:

P(a<z<b) = DIST.NORMP(b) — DIST.NORMP(a)
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Para P(z>a), usa-se 1 — P(z<a) e, portanto, P(z>a) = 1 — DIST.NORMP(a).
Aplicavel ao exemplo “c” acima.

e Funcao DIST.NORM( x ; média ; desv_padrao ; cumulativo),
onde x: valor da VA Normal

e Média: média da variavel aleatéria X.
® Desv_padrao: desvio padrao da variavel aleatéria X.
e Cumulativo: um valor légico que define o tipo de distribuicao.

e VERDADEIRO: retorna o valor da funcao de distribuicao
acumulada (FDA) Fx) = PX = x)

e FALSO: retorna o valor da fungédo densidade de probabilida-
de (FDP) no ponto x: f(x)

E a fungdo mais completa para tratamento de distribui¢do
normal. Observe que no caso dos parametros média= 0, desvio=
1 e cumulativo= 1 ou verdadeiro, esta funcdo retorna o mesmo

valor da DIST.NORMP.

Funcao INV. NORMP (probabilidade)

Retorna o valor z da VA Normal Padréo, abaixo do qual
se tem a probabilidade informada. E o inverso da fungao DIST.

NORMP ( z)
No caso do exemplo “g”, a funcdo inversa registrada
como INV.NORMP (0,3015) retorna exatamente - 0,520091.

Para o caso da sugestao apresentada,

INV.NORMP (0,30)= - 0,524401
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Funcao INV.NORM (probabilidade; média; desv_padrao)

Como no caso acima, é o inverso da funcdo geral DIST.
NORMP(z), aplicavel a qualquer variavel aleatéria Normal X, desde
que conhecidos sua média e desvio padrao.

Funcao PADRONIZAR (x; média; desv_padrao)

Retorna o desvio padrdo normalizado z, considerando
os argumentos x, média e desvio padrao, utilizando a férmula ja
apresentada (2.24):

2.9.2 Distribui¢éo de Qui-Quadrado (y?)

E um modelo de distribuicdo continua muito importante
para a teoria da inferéncia estatistica.

Considere x;, x,, X, ..., X, “n” variaveis aleatorias inde-
pendentes, normalmente distribuidas com média zero e variancia
1, ou seja, “n” variaveis tipo normal padréo.

Define-se a variavel aleatéria com distribuicdo Qui-Qua-
drado como:

2 _ g2 2 2 2
xS =X"+X " +X,S 4 ... +X7ou

2 NO L2
Z n Z Zi
=l (2.24)

Onde “n” é um parametro da funcdo densidade de pro-
babilidade denominado grau de liberdade e geralmente denotado

pela letra grega ¢ (I&-se fi), ou eventualmente por gl.
As principais caracteristicas da distribuicio Qui-Quadrado sao:

e %220
e Média =n

e Variancia = 2n
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A funcdo densidade de probabilidade esta representada
graficamente para alguns valores de n:

o)

Observe que na medida em que n cresce, a fungdo de
densidade de probabilidade tende a forma da Fungdo Normal.

A tabela do Qui-Quadrado em fun¢do do grau de liber-
dade n apresenta o valor numérico da VA que deixa a sua direita
determinada area a, ou seja, a = P(X = x).

0,025

'o\
2,5% 2,5% = 0,025

0| 13,12 40,65 $?

Para célculo da probabilidade P(X < x), ou seja, drea na
cauda esquerda da distribuigao utiliza-se a propriedade P(X < x) =
1 -P(X =x) =1 - a, conforme ilustrado abaixo.

1. O valor a direita, chamado qui-quadrado superior, é obtido
na tabela com:
n=25ea=0,025.
Logo, x? = 40,65
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2. O valor da abscissa a esquerda, chamado qui-quadrado infe-
rior, & obtido da tabela comn =25¢e a =1 - 0,025, portan-
to a = 0,975.

Logo, x? = 13,12

O Excel disponibiliza as seguintes fungdes para célculos
com a Distribuigdo Qui-Quadrado:

Funcao DIST.QUI (x ; graus_liberdade), onde x: valor da
variavel aleatéria Qui-Quadrado, e graus_liberdade = n
Retorna a probabilidade P(X > x), ou seja, se n= 25, DIST.QUI(
18 ; 25) = P(X>18) = 84,24%.

Funcao INV.QUI (probabilidade ; graus_liberdade)

Retorna o inverso da probabilidade uni-caudal da distribuicao qui-
quadrada.

Se probabilidade = DIST.QUI( x ; n), entdo INV.QUI(probabilidade;
n)=x.

No caso do exemplo anterior, INV.QUI( 0,8424 ; 25) =18.

2.9.3 Distribuicdo t de Student

E um modelo de distribuicdo continua que se assemelha
a distribuicdo normal padrao N(O ; 1). E utilizada para inferéncias
estatisticas, quando se tem amostras com tamanhos inferiores a
30 elementos. A distribuicao t de Student, com n graus de liber-
dade é dada por:

e (2.25)
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Principais caracteristicas da distribuicdo t de Student.

1. Média = 0

2. Variancia =

n-2
3. A distribuicao é simétrica em relagdo a média.

4. A comparagao entre t e z & mostrada no gréafico

Para valores de n < 30, a distribuicdo apresenta maior
dispersao que z N(0;1). A medida que n aumenta, t se aproxima
cada vez mais de z.

A distribuigdo t também esta tabelada. No final deste livro
é apresentada uma tabela que fornece as abscissas da distribuicdo
para diversas areas (probabilidades) nas caudas. Trata-se de uma
tabela bicaudal, conforme ilustrado a seguir.

Exemplo:

Sejan =9 e a = 5%. Consultando a tabela com estes
valores, encontramos o valor t = 2,2622. Observe que a tabela
mostra os valores de x tais que P(x = X <x) =1 - a.

O Excel disponibiliza as seguintes fungdes para célculos
com esta distribuicao:

Funcao DISTT (x ; graus_liberdade ; caudas), onde x: valor da
abscissa, graus_liberdade = n, e caudas igual a 1 ou 2, conforme
se deseje 1 ou 2 caudas.

Retorna a probabilidade P(-x < X < x) para n grau de liberdade.
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No exemplo acima, n= 9 e t= 2,2622, a fungéo
DISTT(2,2622 ; 9 ; 2) retorna 0,0499965 ou 5%. Alterando o
nimero de caudas, DISTT(2,2622 ; 9 ; 1) retorna 0,02499825
ou 2,5%.

Exercicios:

1. X & uma variavel aleatéria continua, tal que X = N (12;25).
Qual a probabilidade de uma observagédo ao acaso:

a) ser menor do que -3.
b) cair entre -1 e 15.

2. Suponha que o didmetro médio de um halo de inibigdo oca-
sionado pela aplicacdo de um antibiético contra bactérias
Gram-positivas é de 0,25mm, e o desvio padrao 0,02mm.
O efeito é considerado inibidor se o didmetro do halo forma-
do é maior que 0,28mm ou sem efeito significativo se menor
que 0,20mm.

a) Encontre a porcentagem de halos considerados com
inibicao;

b) Qual deve ser a medida minima para que tenhamos no
maéaximo 12% de inibicao?

3. A fase exponencial de certo microrganismo em um meio nu-
tritivo tem em meédia 8 dias e desvio padrao 4 dias. Calcular
a probabilidade de esse microrganismo crescer:
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a) Entre 7 e 10 dias.
b) Mais que 8 dias.
¢) Menos que 7 dias.
d) Exatamente 10 dias.

) Qual deve ser o nimero de dias necessarios para que
tenhamos de repor no méaximo 5% dos nutrientes?

e

4. A produgao de nisina por 6 espécies de Lactococcus lactis s&o
normalmente distribuidos com média 6,5 g/L. e desvio padrao
0,5 g/L. Encontre o niimero de microrganismos que produzem:

a) Entre 6 e 7 g/L.
b) Mais que 6,2 g/L.

5. Certo produto tem peso médio de 10 g e desvio padrao 0,5
g. E embalado em caixas de 120 unidades que pesam em
média 150 g e desvio padrao 8 g. Qual a probabilidade de
que uma caixa cheia pese mais de 157 g?

6. Suponha que a duracao de vida de dois equipamentos E1 e E2
tenham respectivamente distribuicdes N(45;9) e N(40;36).
Se o equipamento tiver que ser usado por um periodo de 45
horas, qual deles deve ser preferido?

7. Certa maquina de empacotar determinado produto oferece
variagdes de peso com desvio padrdo de 20 g. Em quanto
deve ser regulado o peso médio do pacote para que apenas
10% tenham menos que 400 g? Calcule a probabilidade de
um pacote sair com mais de 450 g.

8. Num laticinio, a temperatura do pasteurizador deve ser de 75°C.
Se a temperatura ficar inferior a 70°C, o leite podera ficar com
bactérias maléficas ao organismo humano. Observagdes do pro-
cesso mostram que valores da temperatura seguem uma distri-
buicdo normal com média 75,4°C e desvio padrao 2,2°C.
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a) Qual é a probabilidade da temperatura ficar inferior a
70°C?

b) Qual é a probabilidade de que em 500 utilizagdes do
pasteurizador, em mais do que cinco vezes a temperatu-
ra nao atinja 70°C?
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3

Técnicas de amostragem

Devido a impossibilidade de obtermos todas as informa-
¢oes disponiveis, podendo até mesmo ser desnecessarios os levan-
tamentos de dados por amostragem, quando realizados seguindo
rigidamente conceitos cientificos podem fornecer resultados pre-
ciosos a custos despreziveis quando comparados aos levantamen-
tos que tenham por alvo toda a populagao da pesquisa, além disso,
em alguns casos sdo mais confiaveis que um censo.

A amostragem estuda técnicas de planejamento de pesqui-
sa para possibilitar inferéncias sobre um universo a partir do estu-
do de uma pequena parte de seus componentes, uma amostra. O
processo de amostragem tem a finalidade de definir o tamanho de
determinada amostra, baseado em informagdes fornecidas por uma
variavel base, que é uma caracteristica medida, controlada ou mani-
pulada numa pesquisa. Basicamente, o tamanho da amostra depen-
deré da variancia, da variavel base e dos niveis de precisao exigidos.

A amplitude das conclusbes de um estudo estatistico esta
limitada pela qualidade do processo de amostragem. Se a amostra
for representativa as conclusdes que podemos tirar aplicam-se a toda
populagao, sendo possivel calcular as incertezas. Ja se a amostra ndo
for representativa as conclusdes devem limitar-se & prépria amostra.

Uma amostra sera representativa de uma populagdo, em
relacdo a um carater variavel, se ndo houver qualquer razao para
pensar que o valor desse carater possa diferir da amostra para
a populacgéo, sendo preciso também que todos os elementos da
populacdo tenham a mesma probabilidade de serem selecionados.
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Ja quando a amostra é extraida da populagdo segundo al-
gum método de selecao, seja, por exemplo, por razbes de comodi-
dade do experimentador, esta nao é representativa da populacao e
nao podemos extrair dela quaisquer conclusbes relativas a popula-
¢do, podendo, no maximo, fazer indicagdes acerca da populagao.

Basicamente, existem dois tipos de amostragem: a amos-
tragem probabilistica, quando todos os elementos da populagdo
tem a mesma chance de pertencer a amostra, e a amostragem nao
probabilistica, quando os elementos da populacdo ndo possuem
probabilidade conhecida de pertencer a amostra.

A vantagem do uso da amostragem probabilistica é a de-
terminagédo do erro amostral, o que nao é verificado na amostra-
gem nao probabilistica.

3.1 Técnicas de amostragem probabilistica

As principais técnicas sdo:

3.1.1 Amostragem por conglomerado

A populacao é dividida em diferentes conglomerados (gru-
pos), extraindo-se de cada grupo uma amostra dos conglomerados
selecionados, e ndo de toda a populagao. O ideal seria que cada con-
glomerado representasse tanto quanto possivel o total da populagéo.
Na pratica, selecionam-se os conglomerados geograficamente.

Quando a populagao pode ser dividida em grupos homo-
géneos, ou seja, subgrupos que consistem, todos eles, em individuos
bastante semelhantes entre si, pode-se obter uma amostra aleatéria
desta populagao bastante precisa.

3.1.2 Amostragem aleatdria simples

A amostragem aleatéria simples (AAS) é a maneira
mais facil para selecionarmos uma amostra probabilistica de uma
populacdo. Comecemos introduzindo o conceito de AAS de uma
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populacao finita, para a qual temos uma listagem de todas as
unidades elementares.

Podemos obter uma amostra nessas condigdes escreve-
mos cada elemento num cartdo, misturando-os numa urna e sor-
teando tantos cartdes quantos desejarmos na amostra. Esse pro-
cedimento torna-se inviavel quando a populagdo é muito grande.
Nesse caso, usa-se um processo alternativo no qual os elementos
sdo numerados e em seguida sorteados por meio de uma tabela de
nameros aleatérios.

Utilizando-se um procedimento aleatério, sorteia-se um
elemento da populacéo, sendo que todos os elementos tém a mes-
ma probabilidade de serem selecionados. Repete-se o procedimen-
to até que sejam sorteadas as unidades da amostra.

Podemos ter uma AAS com reposicdo se for permitido
que uma unidade possa ser sorteada mais de uma vez e sem repo-
sicao se a unidade sorteada for removida da populacao.

Do ponto de vista da quantidade de informacao contida
na amostra, amostrar sem reposi¢do é mais adequado. Contudo, a
amostragem com reposicao conduz a um tratamento teérico mais
simples, pois ela implica que tenhamos independéncia entre as
unidades selecionadas. Essa independéncia facilita o desenvolvi-
mento das propriedades dos estimadores que serdo considerados.

Se a populacgéo for infinita entdo as retiradas com e sem
reposicao serao equivalentes, isto &, se a populacao for infinita (ou
entdo muito grande) o fato de se recolocar o elemento retirado
de volta na populagdo nao vai afetar em nada a probabilidade de
extracdo do elemento seguinte.

Se, no entanto, a populagdo for finita (e pequena) sera
necessario fazer uma distincdo entre os dois procedimentos, pois
na extragao com reposic¢ao as diversas retiradas serao independen-
tes, mas no processo sem reposicdo havera dependéncia entre as
retiradas, isto &, o fato de n&o recolocar o elemento retirado afeta
a probabilidade de o elemento seguinte ser retirado.

A amostragem sem reposicdo é mais eficiente que a
amostragem com reposi¢ao e reduz a variabilidade, uma vez que
néo é possivel retirar elementos extremos mais de uma vez.

93

19. Estatistica basica.indd 93 09/11/2015 03:17:12



AucusTUs CAESER FRANKE PORTELLA
ILbON RODRIGUES DO NASCIMENTO
ANATERCIA FERREIRA ALVES
GEssIEL NEWTON SCHEIDT

3.1.3 Amostragem sistemdtica

Quando os elementos da populacdo se apresentam or-
denados e a retirada dos elementos da amostra é feita periodica-
mente temos uma amostragem sistematica. Assim, por exemplo,
em uma linha de producdo podemos a cada dez itens produzidos
retirar um, para pertencer a uma amostra da produgao diaria.

Amostras ndo probabilisticas sdo também, muitas vezes,
empregadas em trabalhos estatisticos, por simplicidade ou por im-
possibilidade de se obterem amostras probabilisticas, como seria
desejavel. No entanto, processos nao probabilisticos de amostra-
gem tém também sua importancia e sua utilizacdo deve ser feita
com cuidado. Apresentamos a seguir algumas técnicas de amos-
tragem nao probabilistica.

3.1.4 Inacessibilidade a toda popula¢éo

Esta situagdo ocorre com muita frequéncia na pratica.
Por exemplo, seja a populacdo que nos interessa constituida de
todas as pecas produzidas por certa maquina. Mesmo estando a
maquina em funcionamento normal, existe uma parte da popula-
¢ao que é formada pelas pegas que ainda irdo ser produzidas.

Ou entao se nos interessar a populagdo de todos os por-
tadores de febre tifoide, estaremos diante de um caso semelhante.
Deve-se notar que, em geral, estudos realizados com base nos ele-
mentos da populagdo amostrada terdo, na verdade, seu interesse
de aplicacao voltado para os elementos restantes da populagéo.

Este caso de amostragem nao probabilistica pode ocorrer
também quando, embora se tenha a possibilidade de atingir toda
a populacdo, retiramos a amostra de uma parte que seja pronta-
mente acessivel. Assim, se fdssemos recolher uma amostra de um
monte de minério poderiamos por simplificacdo retirar a amostra
de uma camada préxima da superficie do monte, pois o acesso as
porgdes interiores seria problematico.
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3.1.5 Amostragem a esmo

Ea amostragem em que o amostrador, para simplificar o
processo, procura ser aleatério sem, no entanto, realizar propria-
mente o sorteio usando algum dispositivo aleatério confiavel.

Por exemplo, se desejarmos retirar uma amostra de 100
parafusos de uma caixa contendo 10.000, evidentemente nao fa-
remos uma AAS, pois seria muito trabalhosa, mas retiramos sim-
plesmente a esmo.

Os resultados da amostragem a esmo sao, em geral, equi-
valentes aos da amostragem probabilistica se a populacdo & homo-
génea e se nao existe a possibilidade de o amostrador ser incons-
cientemente influenciado por alguma caracteristica dos elementos
da populacao.

3.1.6 Amostragens intencionais

Enquadram-se aqui os diversos casos em que o amostra-
dor deliberadamente escolhe certos elementos para pertencer a
amostra por julgar tais elementos bem representativos. O perigo
desse tipo de amostragem é grande pois 0 amostrador pode facil-
mente se enganar em seu pré-julgamento.

3.1.7 Amostragem por voluntdrios

Ocorre, por exemplo, no caso da aplicacao experimental
de uma nova droga em pacientes quando a ética obriga que haja
concordancia dos escolhidos.

3.2 Distribuicoes amostrais
O conceito de distribuicao de probabilidade de uma va-
ridvel aleatéria sera agora utilizado para caracterizar a distribui¢do
dos diversos valores de uma variavel em uma populagéo.
Considere todas as amostras possiveis de tamanho n que
podem ser retiradas (com ou sem reposicao) de uma certa popu-
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lacdo. Ao retirar uma amostra aleatéria de uma populagédo estare-
mos considerando cada valor da amostra como um valor de uma
variavel aleatéria cuja distribuigdo de probabilidade é a mesma da
populacdo no instante da retirada desse elemento para a amostra.

Para cada amostra podemos calcular uma grandeza es-
tatistica (média, desvio padrao, variancia, etc.) que varia de amos-
tra para amostra obtendo um conjunto de valores da grandeza
estatistica calculada, denominada distribuicdo amostral. Se essas
grandezas forem calculadas para a média obtém-se a distribuicdo
amostral das médias, se for o desvio padrao obtém-se a distribui-
¢ao amostral dos desvios padrdes, etc.

Em consequéncia do fato de os valores da amostra serem
aleatérios, qualquer quantidade calculada em fungédo dos elemen-
tos da amostra também serd uma variavel aleatéria.

As grandezas estatisticas calculadas para cada amostra
sdo denominadas simplesmente de estatisticas e as grandezas cal-
culadas para a populacédo sdo denominadas parametros.

Para o estudo das distribuicbes amostrais devemos dife-
renciar as populagdes finitas das infinitas. Populagdes suficiente-
mente grandes podem ser consideradas como infinitas, uma vez
que nao conseguimos abranger toda a populacao, independente
do nimero de amostras que possamos extrair.

3.2.1 DistribuicGo amostral das médias

Sabemos que a média aritmética amostral & um estimador
da média aritmética populacional. Como a média amostral é uma va-
riavel aleatéria, busca-se conhecer sua distribuigdo de probabilidade.
Propriedades ou teoremas

A média da Distribuicao Amostral das Médias, denotada
por Y, é igual & média populacional p.

E[x]=pu(x)=pn (3.1)
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Se a populacdo é infinita (ou muito grande) ou se a amos-
tragem é com reposicdo, a Varidncia Amostral das Médias é igual a
razao da variancia populacional pelo tamanho da amostra, ou seja, a
varidncia da média amostral & menor que a variancia da populagao:

z

E[(f—/u)z]zo'z(f):% (32)

Se a populacdo é finita (N < 20n ou n>5% de N) ou se a

amostragem & sem reposicao, entdo a variancia da distribuicao
amostral das médias é dada por:

O_z(f)za_z(N—nj (3.3)
n \ N-1

Observacgao: ao termo (N-n)/(N-1) denomina-se Fator de
Correcao para Populagéo Finita (FCPF).

Teorema Central do Limite: se o tamanho da amostra for ra-
zoavelmente grande (n = 30), entao a DISTRIBUICAO AMOSTRAL
DA MEDIA pode ser aproximada pela DISTRIBUICAO NORMAL.

Se a populacao tem ou nado Distribuicado Normal com mé-
dia p e variancia 2, entdo a Distribuicdo das Médias Amostrais
sera normalmente distribuida com média p e variancia dada por:

Para Populacao Infinita:

62
- (3.4)
n
Para Populacao Finita:
6’ (N-n 3.5
n\ N-1
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3.2.2 DistribuicGo amostral das Frequéncias Relativas

Queremos determinar qual é a distribuicao amostral da
frequéncia relativa ou proporcao. Seja X uma populacado infinita, e
seja p a probabilidade (ou proporg¢ao) para um certo evento de X.
Assim, q = 1 — p é a probabilidade do evento nao ocorrer.

Seja (x,,X,,X,,..., X ) uma amostra aleatéria de n elemen-
tos dessa populacao, e seja x 0 nimero de sucessos nesta amostra.
Identifica-se facilmente que x é uma variavel aleatéria com Distri-
buicdo Binomial, tendo média= nxp e variancia= nxpxq.

2 X
A Distribuicao Amostral da Frequéncia Relativa p = f = —
tera por parametros: n

Média = E[f]= EH =P_p (3.6)
n n

2

Variancia = V[f] = V{f} _npq _ rq
nlomn (3.7)

Para n = 30 a Distribuicdo Amostral da Frequéncia Rela-
tiva f sera Normal com parametros:

. pq
N (p ’ 7] 3.8)

I =

/

3.2.3 DistribuicGo Amostral de Variancias
Seja a Variancia Populacional designada por ¢2 e a

Variancia Amostral designada por s?. Logo, s? é o estimador de 2.
Pode ser demonstrado que a Distribuicdo de s? tem parametros:

Média=E[s*] =c° (3.9)
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4
Variancia = V[s2 = 2L1 (3.10)
n —

Prova-se também que s? tem Distribuicao Qui-Quadrado
com (n-1) graus de liberdade, ou seja:

n—1) S 4
%ﬂcf_l (3.11)

Assim, a relagao entre s? e 62 & dada por uma Distribuicao
Qui-Quadrado.

3.2.4 Distribuicdo Amostral da Soma ou Diferenca de Duas Médias

Desejamos identificar a distribuicdo amostral do estima-
dor (X, +X,). Sabe-se que a distribuicdo amostral da média & Nor-
mal com média = p e variancia = ¢%/n.

A soma ou diferenca de duas médias terd também
Distribuicdo Normal, com média igual & soma ou diferenca das
meédias populacionais e variancia igual a soma das varidncias
populacionais.

d ol ol
(x,£x,) = N(;ul i;uz;n_l"‘_zj

1

(3.12)

3.2.5 Distribuicgo amostral da Soma ou Diferen¢a de Duas Fre-
quéncias Relativas

Desejamos identificar a distribuicdo amostral do estima-
dor (f, +f,). Sabe-se que a distribuigdo amostral da frequéncia

relativa, considerando-se n = 30, é Normal com média = p e va-
ridncia = pg/n.
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Considerando-se amostras independentes de duas popu-
lacdes, a soma ou diferenca de duas proporg¢des tera distribuicdo
Normal, com média igual & soma ou diferenca das propor¢des po-
pulacionais e variancia igual a soma das variancias populacionais.

I =

N[p] ipz;M+P2-qu (3.13)

n n,

3.2.6 Distribuicdo Amostral das Médias quando a Varidncia da
Populacdo é Desconhecida

Sabe-se que a distribuicdo amostral da média é Normal
com média = p e varidncia = 62/n, o que implica em sua distribui-
¢do normal padronizada ser representada por:

In (3.14)

Como né&o se conhece o valor da varidncia populacional
6?2, e portanto ndo se conhece também o valor do desvio padrao
populacional o, uma possibilidade & substituir o desvio padrao
populacional pelo seu estimador, o desvio padrao amostral. Neste
caso passamos a ter a estatistica T.

Tl:u

o

(3.15)
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Que possui Distribuicao de Student com (n-1) graus de
liberdade e portanto:

S (3.16)

3.3 Estimacao

A inferéncia estatistica tem por objetivo fazer generaliza-
¢Oes sobre uma populagdo com base nos dados de amostra. Um
dos itens basicos nesse processo é a estimagao de parametros. A
estimacao pode ser por ponto ou por intervalo.

e Estimativa por Ponto: é a estimativa de um paradmetro po-
pulacional por um tnico valor.

e Estimativa por Intervalo: consiste em um intervalo em tor-
no da estimativa por ponto de tal forma que ele possua pro-
babilidade conhecida (nivel de confianga (1-o)) de conter o
verdadeiro valor do pardmetro. Este intervalo é conhecido
por intervalo de confianga (IC).

3.3.1 Propriedades de um Estimador

Por se tratar de uma variavel aleatéria, um estimador
pode assumir valores segundo uma distribuicdo de probabilidades.
A principal caracteristica que um estimador deve apresentar é a de
que, em média, ele seja igual ao pardmetro populacional que se
deseja estimar.
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3.3.2 Estimador Néo Tendencioso

Seja T um estimador do parametro 0. O estimador T é
ndo tendencioso (ou ndo viesado) se E[T] = 0.

Na prética, normalmente retiramos apenas uma amostra
da populacdo e produzimos através dela um tUnico valor para o
Estimador: uma Estimativa. Ainda que nosso estimador seja nao
tendencioso o valor da estimativa pode ser diferente do valor do
parametro populacional. E desejavel, portanto, que nosso estima-
dor tenha varidncia pequena para reduzir a chance de nossa esti-
mativa se afastar muito do valor do parametro.

3.3.3 Eficiéncia do Estimador

Sejam T1 e T2 dois estimadores ndo tendenciosos de um
parametro, sendo V[T1] < V[T2]. Neste caso, T1 é dito mais eficiente
que T2 e a eficiéncia relativa de T1 em relagao a T2 é dada por:

of (T,,T,) =% 3.17)

3.4 Erro amostral

Usando as Distribuicdes Amostrais é possivel avaliar pro-
babilisticamente o erro que se estd cometendo por se usar uma
amostra e ndo toda a populacdo. Conforme anteriormente men-
cionado, a este erro da-se o nome de Erro Amostral ou Erro de
Estimativa e seu célculo fica evidenciado na estimativa em forma
de Intervalo de Confianca.
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3.4.1 Intervalo de confian¢a para a média u de uma populagdo

Os intervalos de confianga para a média sao tipicamente
construidos com o estimador X no centro do intervalo quando
conhecemos o Desvio Padrao da populagéo (o).

Quando o uso da distribuicio normal esta garantido o
intervalo de confianga para a média é determinado por:

z (1-o)
1,65 0,90
1,96 0,95
2,58 0,99
o o
IC=(X-z—F—=;:;X+z—F—
(x-z 7 7 (3.18)

ou

3

- N-n  _ N -
1c=(x-z%,fN_':;X+zin ~1’ (3.19)

No caso de populacao finita de tamanho N e amostragem
sem reposicao.

Exemplo:

A duragéo da vida de uma pega tem desvio padrdo ¢ =
5 horas. Foram amostradas 100 pecas observando-se a média de
500 horas. Construir o intervalo de confianca para a verdadeira
duracédo da peca, com um nivel de confiabilidade de 95%.

Temos que:

c=5; n=100 ; X =500; (1-01).100 = 95%
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Da tabela da distribuicdo Normal (apéndice A) retiramos
o valor da abscissa Zo./2 como sendo 1,96 (para 97,5%) e substi-
tuindo os valores na férmula (3.20) para populagéo infinita obte-
mos a inequagao:

95%

P(SOO - 1,96. < u <500+ 1,96.

5 5

Cujo célculo resulta em uma margem de erro (ou erro de
estimativa) de 0,98 horas.

Assim, o intervalo 500+0,98, ou [499,02 ; 500,98] con-
tém a duracao média da peca com 95% de confianca, significando
com isso que permanece uma chance de 5% de a real duracao da
peca nao pertencer a este intervalo.

Os intervalos de confianca mais frequentemente utiliza-

dos sao os de 90%, 95% e 99%.

Quando o é desconhecido

Quando o desvio padrao da populacdo nao é conhecido
usa-se o desvio padrdo da amostra como estimativa, substituindo-
-se ¢ por s nas equacgdes para intervalo de confianca (Distribui¢do
da populacao normal).

A distribuicao “t de Student” é utilizada quando o desvio
padrao da populagdo é desconhecido. A forma da distribuicdo t é
muito semelhante com a normal, sendo a principal diferenga entre
as duas distribui¢cdes o fato de que a distribuicao t apresenta maior
area nas caudas.

Para calcularmos t necessitamos conhecer o nivel de con-
fianca desejado e o nimero de graus de liberdade (gl= n-1).

O intervalo de confianca para a média é determinado por:

IC=(X-t— X +t—)

i) (3.20)

ou
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IC=(X -t — 2" N "%

3.21
T I ) (3.21)

No caso de populacao finita de tamanho N e amostragem
sem reposicao.

Exemplo:

A amostra: 9; 8; 12; 7: 9; 6; 11, 6; 10; 9 foi extraida de
uma populagdo normal. Construir o intervalo de confianca para a
meédia ao nivel de 95%.

Solugao: calculando a média aritmética e o desvio padrao
da amostra obtemos os seguintes resultados:

x=87 e s=2

Considerando que (1-a) = 95% e g.l.= 9 (graus de liberda-
de= n-1) da tabela da distribuicao t (Apéndice A) retiramos o valor
2,26 para a abscissa to./2. Com tais valores o erro de estimativa
(ou margem de erro) é 1,43 e o intervalo de confianca 8,7+1,43
torna-se [7,27 ; 10,13], o qual contém a média da populacao com
95% de confianca.

3.4.2 Intervalo de confianca para a propor¢éo n de uma populagédo
A distribuicao amostral da proporgéao é aproximadamen-

te normal para n > 30, pode-se entdo usar a distribuicdo normal
para estabelecer o intervalo de confianca:

IC=(p- Z\/ j pl ) (3.22)

1C=(p-7 \/M\/% . ptz \/I’OT—P)\/N—‘) (3.23)

N -1

ou

105

19. Estatistica basica.indd 105 09/11/2015 03:17:14



AucusTUs CAESER FRANKE PORTELLA
ILbON RODRIGUES DO NASCIMENTO
ANATERCIA FERREIRA ALVES
GEssIEL NEWTON SCHEIDT

No caso de populacao finita de tamanho N e amostragem

sem reposicao.

Exercicio:

1. Seja a populacdo formada pelos valores obtidos no
lancamento de dois dados, obter a distribuicdo amostral
das médias, calculando a média e o desvio padrao dessa

distribuicao.

As amostras possiveis sdo:

{
{2,1},{2,2}, {2
{3,1}, {3,2}, {3
{4,1}, {4,2}, (4
{5,1}, 15,2}, {5
{6,1}, {6,2}, {6
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Teste de hipoteses

Trata-se de uma regra de decisdo para aceitar ou rejeitar
uma hipétese estatistica (acerca de parametros populacionais) com
base nos elementos da amostra (estimadores).

A teoria dos Testes de Hipéteses exige a formulagdo de
duas hipéteses mutuamente excludentes: a hipétese nula e a hipo-
tese alternativa.

4.1 Hipotese Nula - H_

Ea hipétese estatistica a ser testada que é aceita como
verdadeira até prova estatistica em contrario. Constitui o ponto
de partida para a analise dos dados, e em geral é formulada em
termos de igualdade (=) entre dois pardmetros ou entre um paréa-
metro e um valor constante. Geralmente representa o contrario do
que desejamos provar, ou seja, é planejada para que se obtenham
evidéncias para sua rejeicao, acarretando com isto a aceitacao de
uma hipétese alternativa.

Exemplos de representacdo matematica para os casos
apresentados:

a) Hj: n, = p; (processador A e processador B)
b) Hy: n, = n, (Antes e Depois)
c) Hy: p, = p, (Antes e Depois)

107

19. Estatistica basica.indd 107 09/11/2015 03:17:14



AucusTUs CAESER FRANKE PORTELLA
ILbON RODRIGUES DO NASCIMENTO
ANATERCIA FERREIRA ALVES
GEssIEL NEWTON SCHEIDT

4.2 Hipétese Alternativa - Ha

E normalmente formulada em termos de uma desigualda-
de (#, >, <), representando aquilo que se deseja provar, e que
serd aceita sempre que se possa rejeitar a hipétese nula.

Aceitar a hipotese alternativa é uma posicdo mais forte
do que aceitar a hipétese nula, pois neste caso é necessario que
se obtenha as evidéncias necessarias enquanto a hipétese nula é
aceita por falta de evidéncias.

Exemplos de representaciao matematica para os casos
apresentados:

a) H: p, # p, (processador A e processador B). Teste
bicaudal ou bilateral.

b) H_: n, < n, (Antes e Depois). Teste unicaudal ou unila-
teral a direita.

c) H: p, > p, (Antes e Depois). Teste unicaudal ou unila-
teral & esquerda.

4.3 Aceitacao da Hipotese Nula - H,

A hipétese nula deve ser aceita e a hipétese alternativa deve
ser rejeitada. Aceitar a hipétese nula significa que nao ha evidéncias
suficientes para rejeita-la e, portanto, ela deve ser verdadeira. (Obser-
ve que ndo é afirmado que a hipétese nula seja verdadeira)

A meédia da amostra ndo é significativamente diferente
da média p, (a média estabelecida na H,). E razoavel aceitar que a
diferenga entre a média da amostra e a média da populagéo seja
somente devida a aleatoriedade da amostra escolhida (ou acaso).
O resultado nao é estatisticamente significante.
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4.4 Rejeicao da Hipotese Nula - H|

A hipétese nula deve ser rejeitada e a hipétese alternativa
deve ser aceita. Aceitar a hipotese alternativa significa que ha evi-
déncias de que a hipétese nula seja falsa.

A média da amostra é significativamente diferente da mé-
dia p, (@ média estabelecida na H,). Nao é razoavel aceitar que a
diferenga entre a média da amostra e a média da populagédo seja
somente devida a aleatoriedade da amostra escolhida (ou acaso).

O resultado é estatisticamente significante. Isto significa
que as evidéncias contra a hipétese nula alcangaram o erro tolera-
do ou nivel de significancia do teste.

4.5 Tipos de erro

No teste de uma hipétese estatistica ha dois tipos possi-
veis de erro:

4.5.1Erro Tipo |
Rejeitar a hipétese nula quando ela é de fato verdadeira.
A probabilidade de ocorréncia deste erro é denotada por a. E

denominada de nivel de significancia do teste. S6 ocorre quando
rejeitamos H,,.

4.5.2 Erro Tipo Il

Aceitar a hipétese nula quando ela é de fato falsa. A
probabilidade de ocorréncia deste erro é denotada por B. Sé
ocorre quando aceitamos HO.
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Realidade
H, Verdadeira H, Falsa
Aceitar H Decisao Correta Erro tipo i
0 p=1-a B
Decisao
Rejeitar H, Erro tipo | Decisao Correta
a p=1-B

Desejamos evidentemente reduzir ao minimo as probabi-
lidades dos dois tipos de erro. Isto é muito dificil porque para uma
amostra de determinado tamanho a medida que um tipo de erro
diminui o outro aumenta e vice-versa. A reducao simultanea dos
dois tipos de erro pode ser alcancada pelo aumento do tamanho
da amostra. O Teste de Hipéteses compreende o controle dos dois
tipos de erro.

Nas aplicacbes praticas observa-se que o erro Tipo I
é socialmente mais importante que o erro Tipo II. Observe por
exemplo o caso de um julgamento: condenar um inocente versus
inocentar um culpado.

4.6 Testes de Significancia

Testes realizados com niveis de significancia o < 5% séo
considerados altamente significativos. Testes com niveis de significan-
cia 5% < a. < 10% sao considerados provavelmente significativos.

Testes com niveis de significancia o = 10% s&o conside-
rados pouco significativos.

4.6.1 Regido critica
E a regido onde os valores da estatistica dos testes
levam a rejeicao da hipétese nula. A sua area é igual ao nivel de

significancia e sua diregdo é a mesma da hipétese alternativa.
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Unilateral a esquerda: HO: p =50
Ha: p <50

Unilateral a direita: HO: u =50
Ha: p> 50

Bilateral: HO: p =50
Ha: p #50

Etapas da realizacao de um Teste

A metodologia de testes compreende as seguintes etapas:

1) Identificar Ho;

2) Identificar Ha. Aqui se define o tipo de teste a ser aplicado:
unilateral ou bilateral;

3) Identificar o modelo de distribuicdo de probabilidades de re-
feréncia para o pardmetro em teste;

4) Fixar o nivel de significancia do teste ( a );

5) Construir a Regido Critica para o tipo de teste escolhido,
que é a regiao de rejeicao da hipétese nula. Isto automati-
camente define a Regido de Aceitacdo de Ho, bem como
determina o Valor Critico do pardmetro que vai balizar a
comparagdo com o estimador a ser utilizado no teste;
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6) Calcular o estimador segundo o modelo de referéncia para
obter o Valor de Teste e verificar em que regido ele se situa
por comparagao com o Valor Critico;

7) Formular a conclusao do teste.

Exemplo:

O peso médio de litros de leite de embalagens cheias em
uma linha de produgéo esta sendo estudado. O padrao prevé um
contetido médio de 1000 ml por embalagem. Sabe-se que o des-
vio padrao é de 10 ml e que a variavel tem distribui¢ao normal.

Para encontrar a probabilidade de erro tipo Il ao testa-
mos se a média é diferente de 1000 ml sendo que o real contetdo
médio da embalagem & 1012 ml ao nivel de 5% de significancia,
utilizamos 4 unidades amostrais escolhidas ao acaso, e, temos:

HO: p = 1000

H1: p# 1000

P (erro tipo II) = P (aceitar HO/ HO é falsa) = ?

Za/2 = 7=0,025 = 1,96

x—1000

196 = P( )< x=1009,8

10

N

s

1000 10098 1012

]!

Erros tipo I e tipe I
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P (aceitar HO/ HO é falsa) = P (X < 1009,8 / p = 1012)

x— 10001012
P(éﬂy: £

9 10

Jn 4

=P (Z<-044)=033

Ou seja, a probabilidade de nao rejeitarmos Ho, quando
a média real da embalagem é de 1012 ml é de 0,33. A partir
dessa informagao podemos obter o poder do teste que é de 1-f=1-
0,33=0,67.

Esta é a abordagem classica do teste de significancia.
Com o advento de computadores e softwares especialistas surgiu
a abordagem do p-value (ou valor p) para auxiliar na tomada de
decisao do teste.

O p-value (ou probabilidade de significancia) é definido
como a probabilidade da estatistica do teste acusar um resulta-
do tdo ou mais distante do esperado, considerando o resultado
observado na amostra em teste, sem rejeitar a hipotese nula. Na
prética, o p-value representa o valor da probabilidade do modelo
de referéncia calculada para o Valor de Teste, considerando Ho
como verdadeira.

Encarando o p-value como o limiar para rejei¢ao de Ho,
o julgamento do teste passa a ser como se segue:

1. Se o p-value é maior do que o nivel de significAncia estabe-
lecido para o teste, aceita-se Ho.

2. Se o p-value for menor ou igual ao nivel de significancia, re-
jeita-se Ho. Quanto menor o p-value, mais evidéncias exis-
tem de que Ho deve ser rejeitada.
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4.6.2 Regido de aceitagdo

Em func¢éo do tipo de teste escolhido a posi¢ao da regido
critica e da regido de aceitacdo de Ho fica definida conforme
ilustrado abaixo.

Hy: parametro =

Hy: pardmetro = Hy: pardmetro = o H,: pardmetro <
H,: pardmetro # L H,: pardmetro > o TESTE UNILATERAL A
TESTE BILATERAL TESTE UNILATERAL A DIREITA ESQUERDA
a2 ar” « -
RC Va2 M +Vuz RC Y, Ve RC RC v, )
Exemplo:

Suponhamos que uma indistria compre de certo fabri-
cante parafusos cuja carga média de ruptura por tragdo é especi-
ficada em 50 Kg, o desvio-padrdo das cargas de ruptura é supos-
tamente igual a 4 Kg. O comprador deseja verificar se um grande
lote de parafusos recebidos deve ser considerado satisfatério, no
entanto existe alguma razdo para se temer que a carga média de
ruptura seja eventualmente inferior a 50 Kg. Se for superior ndo
preocupa o comprador, pois neste caso os parafusos seriam de
melhor qualidade que o especificado. Neste exemplo, a hipotese
do comprador é que a carga média da ruptura é inferior a 50 Kg.

O comprador pode ter o seguinte critério para decidir
se compra ou nao o lote: Resolve tomar uma amostra aleatéria
simples de 25 parafusos e submeté-los ao ensaio de ruptura. Se
a carga média de ruptura observada nesta amostra for maior que
48 Kg ele comprara o lote, caso contrario se recusara a comprar.

¢ Hipétese Nula (HO): E um valor suposto para um parametro.
No exemplo acima HO:p=50.

e Hipétese Alternativa (Ha): E uma hipétese que contra-
ria a hip6tese nula, complementar de HO, no exemplo
Ha: H <50.
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Ou seja, no exemplo
Ho: p =50
Ha: p< 50

Supondo HO verdadeira, X da amostra aleatéria de 25
valores serd uma variavel aleatéria com média também de 50 Kg
e desvio padrao -=.

%

No exemplo

=08

4
0—5

Sabemos que X é aproximadamente normal, entdo pode-
mos calcular a probabilidade de obtermos um valor inferior a 48.

P(X <48) = P(x — <p— Pt 48=30
o 038

i

)= P(Z <2.5)=0,0062

Existe uma probabilidade de 0,0062 de que, mesmo sen-
do a hipétese HO verdadeira, X assuma um valor na regidao que
leva a rejeicao de HO, conforme critério adotado anteriormente.

Exercicios propostos
1) Uma amostra de 25 elementos resultou média 13,5 com

desvio padrao de 4,4. Efetuar o teste ao nivel de 1% para a
hipétese que a média seja inferior a 16.

2) As estaturas de 20 recém nascidos foram tomadas no Depar-
tamento de Pediatria da FMRP, cujos resultados séo, em cm:

41 50 52 49 49 54 50 47 52 49
50 52 50 47 49 51 46 50 49 50
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a) Suponha inicialmente que a populacdo das estaturas
é normalmente distribuida com varidncia 2 cm?; Tes-
te a hipétese de que a média seja diferente de 50cm
(c=0,05).

b) Faca o mesmo teste para a média, mas agora desconhe-
cendo a variancia («c=0,05).

3) Um processo deveria produzir mesas com 0,85m de altura.
O engenheiro desconfia que as mesas que estdo sendo pro-
duzidas sdo menores que o especificado. Uma amostra de 8
mesas foi coletada e indicou média 0,847m. Sabendo que o
desvio padrédo é o= 0,010m, teste a hipotese do engenheiro
usando um nivel de significancia de 3%.

4) As condicbes de mortalidade de uma regiao sdo tais que a
proporcado de nascidos que sobrevivem até 60 anos é de
0,6. Testar essa hipéotese ao nivel de 5% se em 1000 nasci-
mentos amostrados aleatoriamente, verificou-se 530 sobre-
viventes até 60 anos.
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5

Analise de Variancia

Para se fazer uma analise de varidncia seria necessaria
a verificacdo de atendimento as pressuposicdes que sustentam o
modelo, as quais serao discutidas adiante. Por ora sera introduzida
apenas a metodologia que envolve a andlise de variancia, com o
intuito de familiarizacdo com os calculos e o seu significado.

A ideia por tras da andlise de varidncia é comparar a
variagdo devida aos tratamentos (as variedades no caso) com a
variagdo devida ao acaso ou residuo, como normalmente é desig-
nado esse tipo de variacao. O modelo exige a aplicagdo de muitas
férmulas e também o conhecimento da notacdo empregada.

A Tabela 5.1 simboliza um experimento com k tratamen-
tos, sendo que cada tratamento tem r repeticoes.

Tabela 5.1 — Experimento Inteiramente ao Acaso

19. Estatistica basica.indd 117

Tratamento
Discriminacao Total
1 2 3 k
y'|1 y21 y31 yk1
y12 y22 y32 yk2
y13 y23 y33 yk3
y]r er y3r ykr
Total T, T, T, T, ST=Xy
Ne repetigoes r r r r n=k.r
Média y, | v, | 7, v,
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A soma dos resultados das r repeticbes de um mesmo
tratamento constitui o total desse tratamento e as médias dos tra-
tamentos sdo designadas por ¥, ¥, ¥, V,. O total geral é dado pela
soma dos totais de tratamentos.

Para se proceder a analise de varidncia de um experimento
inteiramente ao acaso é preciso calcular as seguintes quantidades:

a) os graus de liberdade:
de tratamentos: k - 1

do total: n - 1, com n= k.r
doresiduo: (n—-1)-(k-1)=n-k

b) o valor C, conhecido pela designagao de correcéo, cal-
culado como a razado do total geral elevado ao quadrado
pelo nimero de observagdes:

o Q.Y 5.1)
n

¢) a soma de quadrados total:

SQT =3y2-C (5.2)

d) a soma de quadrados de tratamentos:

SQTr =xT%/r-C (5.3)

e) a soma de quadrados de residuo:

SQR = SQT - SQTr (5.4)
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f) o quadrado médio de tratamentos:

QMTr = SQTr/(k - 1) (5.5)

g) o quadrado médio de residuos:

QMR = SQR/(n - k) (5.6)

h) o valor da estatistica F:

F = QMTr/QMR (5.7)

Observe que os quadrados médios sdo obtidos pela divisao
das somas dos quadrados correspondentes pelos respectivos graus
de liberdade. Estes quadrados médios representam, na verdade, as
Variancias dos Tratamentos e dos Residuos, respectivamente.

Assim, o valor F representa entdo a razdo da Variéncia
Explicada pela variagéo dos tratamentos pela Variancia dos Resi-
duos, cuja variacao nao é explicada.

Estas quantidades s&o calculadas e sao apresentadas em
uma tabela de andlise de variancia, cuja forma de apresentacao é
padrdo e é mostrada na Tabela 5.2 a seguir.

Tabela 5.2 - ANOVA de um experimento inteiramente ao acaso

Causas de variacao GL sQ Qm F
Tratamentos k-1 SQTr QMTr F
Residuos n-k SQR QMR
Total n-1 SQT
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5.1 Exemplo de aplicacao

Tomando os dados do exemplo apresentado na Tabela
podemos construir a Tabela correspondente & Tabela 5.2 em con-

formidade com a estrutura ali apresentada para obter a tabela 5.3
a seguir:

Tabela 5.3 — Exemplo de Experimento Inteiramente ao Acaso

Tratamento
Operagoes
A B C D Total
25 31 22 33
26 25 26 29
20 28 28 31
23 27 25 34
21 24 29 28
T =Total Tratamentos 115 135 130 155 535
Yy2=Soma Quadrados 2671 3675 | 3410 | 4831 | 14587
T?>= Quadrados Tratamentos 13225 | 18225 | 16900 | 24025 | 72375
R=n°derepeticoes 5 5 5 5 20
Média 23 27 26 31

Para proceder a anélise de varidncia desse experimento
precisamos calcular:

a) os graus de liberdade:
de tratamentos: k-1 =4-1)=3
dototab n-1=(4x5-1)=19
doresiduo:(n-1)-(k-1)=n-k=(20-4) =16
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b) o valor C (correcao) calculado como:

=14311,25

o Xy)* _ (535)°
n 20

¢) a soma de quadrados total:

SQT = Y y? - C = 14587 - 1431125 = 275,75

d) a soma de quadrados de tratamentos:

_ 72375

2
SQTr = 2T -C
r

-1431125=163,75

e) a soma de quadrados de residuo:
SQR =SQT -SQTr =275,75-163,75=112,00

f) o quadrado médio de tratamentos:

sQTr 16375

QMTr = TR TR

=54,58

g) o quadrado médio de residuos:

SQR 1120

MR =
Q (h-k) 16

1,0

h) o valor da estatistica:

F- QMTr _ 54,58 ~78
QMR 7,0
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Com esses dados a Tabela da ANOVA fica:
Tabela 4.4 — ANOVA para o Exemplo

Causas de variagao GL SQ QM F P
Tratamentos 3 163,75 54,58 7,80 0,0020
Residuos 16 112,00 7,0
Total 19 275,75

O p-value P= 0,0020 foi obtido através da chamada fun-
cao DISTF(x; graus_liberdadel; graus_liberdade2) do Excel, com
os parametros x= 7,80, gl_numerador= 3 e gl_denominador= 16.
Como 0,0020 (0,2%) é bem menor que a= 5%, a esse nivel de
significancia (e 95% de confiancga) rejeita-se Ho, que no caso é a
hipétese de que as médias de variedades sao iguais.

5.1.1 Interpretacdo do valor de F

Primeiramente convém aprender como se obtém o cor-
respondente valor critico de F. Esse valor é retirado da Tabela da
Distribuicao F de Snedecor (Anexo C), para o caso presente de 5%
de nivel de significAncia temos graus de liberdade do numerador
igual a 3 e graus de liberdade do denominador igual a 16 e a con-
sulta a tabela com esses parametros fornece F=3,24.

Continuando com o caso de exemplo, observa-se entao
que o F critico, aquele que se obtém do modelo probabilistico,
atingiu o valor 3,24. O F de teste, obtido por célculos a partir dos
valores observados, obteve o valor 7,80.

A luz dos conceitos de testes de significancia do capitulo
anterior constata-se que o valor de teste é superior ao valor critico,
o que nos coloca na Regiao de Rejeicao da Hipétese Nula, confor-
me se pode notar pela ilustracdo a seguir.
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gl num= 3
gl den=16
0,03
/ \ Il Regido de Rep\»gan
0,02 /
Regido de Aceitagﬁo\\
0,01 /

i Aﬁ
/2
0,00

op 05 10 15 20 25 30 35 40 45 &5p 55 60 65 VD A

Seja pela abordagem classica, conforme mostrado nes-
te item, seja pela abordagem do p-value, conforme mostrado no
item anterior, ao nivel de significancia de 5% o pesquisador deve
rejeitar a hipétese de que as médias sejam iguais, o que permite
concluir, portanto, que as variedades A, B, C e D ndo tém médias
de produgéo iguais.

E importante notar que o teste ndo comprova nenhuma
das hipéteses. Havendo significancia no resultado, o teste indica
que héa evidéncias contra a hipétese da nulidade. O pesquisador
deve entao rejeitar a hipétese de igualdade das médias e ao fazer
isso o pesquisador corre um risco de 5% (significancia) de estar
cometendo um erro ao tomar essa decisdo. Alternativamente, ao
tomar essa decisdo o pesquisador tem uma confianca de 95% de
nao estar cometendo um erro.

E importante também destacar que o pesquisador pode
concluir pela nédo igualdade das produgdes das variedades porque
ele procedeu a casualizacdo quando do delineamento, evitando
qualquer tendenciosidade ou favoritismo.

A andlise de variancia aqui mostrada é indicada para ex-
perimentos feitos de acordo com as normas técnicas. E essencial
que as unidades experimentais utilizadas no experimento sejam, de
inicio, similares e que os tratamentos sejam designados as unida-
des experimentais através de processo aleatério.
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5.1.2 Ferramenta ANOVA do Excel

A ferramenta do Excel ANOVA: fator tnico chamada
com os dados do exemplo deste capitulo fornece os seguintes re-
sultados, onde se procedeu a formatacao dos dados para exibi¢do
do mesmo nimero de casas decimais para facilidade de compara-
¢do com os resultados ja obtidos na tabela 4.4.

Ferramenta ANOVA fator tnico do Excel.

Resumo
Grupo Contagem Soma Média Variancia
A 5 115 23 6,5
B 5 135 27 7,5
C 5 130 26 7,5
D 5 155 31 6,5
ANOVA
Fonte da variacao SQ gl MQ F valor-P | Fcritico
Entre grupos 163,75 3 54,58 0,807 | 0,0020 3,24

Dentro dos grupos | 112,00 | 16 7,00

Total 275,75 19

Observe que os resultados da ferramenta incorporam
também uma andlise descritiva dos tratamentos. A tabela ANOVA
apresenta elementos para julgamento do Teste F, tanto pela abor-
dagem classica (comparagao de F calculado com F critico) quanto
pela abordagem do p-value (comparagao do valor-p com o alfa de
significancia).

Para facilidade de comparagdo dos resultados emitidos
pela ferramenta ANOVA do Excel, repetimos aqui a tabela ANO-
VA elaborada manualmente conforme tabela 4.4.
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Tabela 4.5 — ANOVA para o Exemplo

Causas de variacao GL SQ QM F P
Tratamentos 3 163,75 54,58 7,80 0,0020
Residuos 16 112,00 7,0
Total 19 275,75
Exercicios:

1) Explicar como proceder para designar 5 tratamentos (A, B,
C, D e E) para 25 unidades experimentais similares.

2) Os dados obtidos num experimento inteiramente ao acaso estao
apresentados na tabela abaixo. Calcule as médias, faca um gra-
fico e proceda a andlise da variancia interpretando o resultado.

Tratamento
Operacoes
A B C D E
12 11 8 15 16
13 8 11 17 17
10 7 13 17 19
13 9 12 17 16
13 9 12 14 16
11 10 10 16 18

3) Num laboratério sdo usados quatro voltimetros diferentes. Para
verificar se os quatro voltimetros estdo igualmente calibrados
mediu-se a mesma tensao constante de 110 volts, cinco vezes
com cada voltimetro. Os dados obtidos estdo na tabela abaixo.
Faca uma anélise de variancia e interprete o resultado.
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Voltimetros
Operacoes
A B C D
117 115 118 125
120 110 123 121
114 116 119 123
119 115 122 118
115 114 118 118

4) Os dados abaixo representam a produgéo, por hectare, de trés
safras de milho plantadas com 4 tipos de fertilizantes. Utilizando
a ANOVA, teste se existe diferenca significativa na producao por

hectare. Usar o nivel de significancia de 5%.

Safra 1 Safra 2 Safra 3
Fertilizante 1 54 6,3 6,0
Fertilizante 2 79 8,0 83
Fertilizante 3 6,1 58 6,0
Fertilizante 4 5,9 6,0 6,3
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Correlacao

O problema da correlagédo esta ligado ao grau de relacao
entre duas ou mais variaveis quantitativas. Alguns métodos esta-
tisticos visam estudar a associacdo entre duas ou mais variaveis
aleatérias.

A teoria de Correlagdo e Regressao ocupa um lugar de
destaque por seu uso mais difundido.

Nesses estudos, o primeiro objetivo & o de analisar o
comportamento simultdneo das variaveis, tomadas duas a duas,
verificando se a variacao positiva ou negativa de uma delas estéa as-
sociada a uma variagédo positiva ou negativa da outra, ou em outras
palavras, se ndo ha nenhuma forma de dependéncia entre elas.

Em uma primeira anélise exploratéria podemos ter um
diagrama cartesiano bidimensional. Tal diagrama chama-se dia-
grama de dispersdo. O diagrama de dispersdo permite visualizar
o grau de associacao entre as variaveis e a tendéncia de variagdo
conjunta que apresentam.

Em outras palavras, um diagrama de dispersao
pode nos dar ideia se a correlacao é:
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a) Linear positiva: se os pontos do diagra-
ma tém como "imagem" uma reta ascen-
dente.

b) Linear negativa: se os pontos tém como
"imagem" uma reta descendente.

r=-066 r°=0.44
12 .
10 . A =
sl @ c) Nao ha relacao: se os pontos apresen-
Y & . tam-se dispersos, ndo oferecendo ideia
4 - de uma "imagem" definida.
2 [
]

Uma medida utilizada em correlagéo linear é conhecida
como coeficiente de correlacdo linear de Pearson, definido por:

e Cov(X,Y)

S,-5,

(6.1)

Sendo Sx e Sy os desvios padrdoes amostrais de X e Y,
respectivamente.
A expressao (6.1) pode ser colocada na forma
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. 2 X2

i=1 i=1
2 XY -
i=l n

- _(ZXJ 51 _(ZY} 6.2)

n

1

i=l1
i=l n

O coeficiente de correlagéo linear r é adimensional e de-
monstra que pode variar de -1 a 1, ou seja -1 < r = 1. Quando r
= -1 tem-se a correlacdo linear negativa perfeita, enquanto que
para r = 1 a correlacdo linear é positiva perfeita. Para r = 0 ndo
existe correlacdo linear entre as variaveis, podendo existir relacao
de outro tipo.

Quanto mais o valor de r aproxima-se de -1 ou 1 melhor
é o grau de correlagéo entre as variaveis. A interpretacéo do valor
de r depende dos objetivos de sua utilizacdo e as razdes para os
quais este valor é calculado. O valor de r pode ser qualitativamente
avaliado da seguinte forma:

Se 0<| r | <0,3 - existe fraca correlagao linear;

Se 0,30<| r | <0,60 - existe moderada correlagéo linear;

Se 0,60<| r | <0,90 - existe forte correlagao linear;

Se 0,90<| r | <1,00 - existe correlagao linear muito forte.

Exemplo:

A tabela seguinte fornece valores das variaveis X (Volume
por recipiente (ml)) e Y (Tempo de autoclavagem (min.)). Perio-
do minimo recomendado para esterilizacdo de meio para
cultura de tecidos de plantas a 121°C e 1,05kg/cm/cm2 =
105kPa (extraido do Catalogo da Sigma). Calcular o coe-
ficiente de correlacao linear de Pearson e construir o dia-
grama de dispersao.
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Volume por recipiente (ml)

Tempo de autoclavagem (min.)

5
50
100
250
500
1000
2000
4000

20
25
28
31
35
40
48
63

Como YX=7925, YY=290, YXY=417800, Y X*=21325625, YY*=11868

Entéo por 6.2,

0 X 2.4
XIYI _ =l i=1
e g‘ n r= 163248 _ 0,8450
S L 19307,0
o B9 s, (3]
ZXIZ i=l nz 1112 i=l
i=1 n i=1
Figura 6.4 — Exemplo de diagrama de dispersao
4 y =0,0097x + 26,655 )
R2 =0,9327 -
X
S
* o
. J
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Como r nao esta muito proximo de 1 temos uma forte
correlacao linear positiva. Isto significa que quanto maior o volume
do recipiente maior serd o tempo de autoclavagem.

O R? denominado coeficiente de determinacdo nos diz
que 93% da variabilidade no tempo de utilizacdo do autoclave
pode ser explicada em fungdo da capacidade do recepiente.

Problemas propostos
1. A seguinte amostra de tamanho 7 foi obtida da variavel ale-

atoria bidimensional (X,Y). Utilizando estes valores calcule o
coeficiente do correlagéo linear.

X 1 2 3 4 5 6 7

Y 9 7 6 6 5 4 2

2. O alongamento (X) de uma mola foi medido em funcdo de 5
valores (Y) da carga aplicada. Calcular o coeficiente de correla-
¢ao de linear de Pearson e construir o diagrama de disperséo.

Carga (kg) 4 5 6 7 8

Alogamento (cm) 7.3 8,5 9,0 9,5 9,9

3. As importacdes de uma determinada matéria prima (em tone-
ladas) no periodo de 1980 a 1986 estéo na tabela seguinte:

Ano (X) 1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986
Importacoes (Y) 97 86 74 64 58 43 39
Pede-se:
a) Calcular o coeficiente linear de Pearson e interpretar o
resultado;

b) Construir o diagrama de dispersao.
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Regressao

Muitas vezes estamos interessados em estabelecer uma
relagdo funcional entre duas variaveis para estudarmos o fendéme-
no pela qual ela é regida. A regresséao e a correlagdo sao técnicas
utilizadas para estimar uma relagdo que possa existir na popula-
¢do, enquanto as técnicas anteriormente estudadas (Medidas de
Tendéncia Central e de Dispersao: Média, Desvio Padrao, Varian-
cia, etc.) servem para estimar um tnico pardmetro populacional.

A analise de correlacédo e regressao compreende a ana-
lise de dados amostrais para saber como duas ou mais variaveis
estdo relacionada uma com a outra numa populagdo. A correla-
¢do mede a forga ou grau de relacionamento entre duas variaveis;
a regressao da a equacao que descreve o relacionamento em
termos matematicos.

Os dados para analise de regressao e correlacao provém
de observagdes de variaveis emparelhadas. Na regressao pressu-
pde-se alguma relacdo de causa e efeito, de explanagdo do com-
portamento entre as variaveis. Ex: a idade e a altura de cada indi-
viduo; a aliquota de imposto e a arrecadacao; prego e quantidade.

Andlise de regressdo é uma técnica de modelagem utili-
zada para analisar a relacdo entre uma variavel dependente (Y) e
uma ou mais variaveis independentes (X, X,, X,,..., X, O objetivo
dessa técnica é identificar (estimar) uma fungdo que descreve, o
mais préximo possivel, a relagdo entre essas variaveis e assim po-
dermos predizer o valor que a variavel dependente (Y) ird assumir
para um determinado valor da variavel independente (X).
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Exemplos de relagdo entre varidveis sdo o consumo em
relacdo a taxa de inflacao; a producao de leite e temperatura am-
biente; a resisténcia de um material e sua composicdo quimica;
o numero de pegas com defeitos e a experiéncia; receita e gasto
com publicidade e etc.

O modelo de regresséo poderé ser escrito genericamente
como:

Y=1(X,X,,X;,.. X )+¢& (7.1)

onde o termo € representa uma perturbacao aleatéria na funcao,
ou o erro da aproximagao. O nimero de varidveis independentes
varia de uma aplicacdo para outra. Quando se tem apenas uma
variavel independente chama-se Modelo de Regressao Simples
e quando se tem mais de uma variavel independente chama-se
Modelo de Regressao Miiltipla.

A forma da funcéo 1 (.) também varia, podendo ser re-
presentada por um modelo linear, polinomial ou até mesmo uma
funcdo n&o linear.

7.1 Regressao Linear Simples

Este modelo é utilizado quando existe uma relacao linear
entre a variavel independente e a variavel dependente (neste caso
apenas uma). A fungdo que expressa esse modelo sera dada pela
forma abaixo

Y=b,+bX, +¢& (7.2)

Uma vez escolhido o modelo de regressdo devem-se es-
timar seu pardmetro, neste caso os coeficientes da equacgdo da
reta b, b,. Isso pode ser feito a partir da aplicacdo do Método dos
Minimos Quadrados:
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p o 2X),

1

sz (7.3)

E o estimador BO pode ser calculado a partir de:

A

h=Y

— 151)7 (7.4)

Sendo que a equacao de estimativa sera dada por:

Exemplo:
Em uma determinada regido do pais foram coletados os

A

Y=0b

o

A

+ b])? (7.5)

indices pluviométricos e a produgéo de leite do tipo C. Sabendo-
se que existe uma previsdao para o proximo ano de um indice
pluviométrico de 24mm, determine entdo a produgdo de leite

dessa regiao.

Anos P'(‘:%%%é.ggoel:ﬁi::)c indice pluviométrico (mm)
1970 26 23
1971 25 21
1972 31 28
1973 29 27
1974 27 23
1975 31 28
1976 32 27
1977 28 22
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Anos Pl('fl,:)l:)‘i)é.g(foel:-i:i::)c indice pluviométrico (mm)
1978 30 26
1979 30 25
Resolucao:
Y X y X y? x2 Xy
1970 26 23 -2.9 -2 8.41 4 58
1971 25 21 -3.9 -4 15.21 16 15.6
1972 31 28 2.1 3 4.41 9 6.3
1973 29 27 0.1 2 0.01 4 0.2
1974 27 23 -1.9 -2 3.61 4 3.8
1975 31 28 2.1 3 4.41 9 6.3
1976 32 27 3.1 2 9.61 4 6.2
1977 28 22 -0.9 -3 0.81 9 2.7
1978 30 26 1.1 1 1.21 1 1.1
1979 30 25 1.1 0 1.21 0 0
Soma 289 250 0 0 48.9 60 48
Média 28.9 25 0 0 4.89 6 4.8
A X
= = i‘);i , assim O, = @ 0.8
X 60
e
A — A
b=Y-bX,
que .
b =289-0.8.25=89
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Assim, a equagdo pode ser escrita como:

Y =8.9+0.8X

Uma maneira de avaliar a bondade do modelo é através
da diferenca entre os valores amostrais reais (Y) e os valores esti-

Continuando o exemplo,

Y X y X y? x2 Xy Y | Y-Y [(v-Yp
1970 26 23 -2.9 -2 8.41 4 58 | 273 | -1.3 | 1.69
1971 25 21 -3.9 -4 1 15.21 16 15.6 | 25.7 | -0.7 | 0.49
1972 31 28 2.1 3 4.41 9 63 | 313 | -0.3 | 0.09
1973 29 27 0.1 2 0.01 4 0.2 305 | -1.5 | 2.25
1974 27 23 -1.9 -2 3.61 4 38 | 273 | -03 | 0.09
1975 31 28 2.1 3 4.41 9 6.3 313 | -0.3 | 0.09
1976 32 27 3.1 2 9.61 4 6.2 30.5 1.5 2.25
1977 28 22 -0.9 -3 0.81 9 2.7 | 265 1.5 2.25
1978 30 26 1.1 1 1.21 1 1.1 29.7 | 03 0.09
1979 30 25 1.1 0 1.21 0 0 28.9 1.1 1.21
Soma | 289 | 250 0 0 48.9 | 60 48 289 0 11
Média | 28.9 | 25 0 0 4.89 6 4.8 | 28.9 0 1
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Podemos perceber que as diferencas (Y-Y) sdo relativa-
mente pequenas. Uma anaélise mais cuidadosa pode ser feita atra-
vés da aplicagao de testes estatisticos, nesse caso ANOVA (teste de
variancia) e teste t-Student.
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Tabela ANOVA
Soma dos Graus de Quadrados Médios Teste F
Quadrados Liberdade (g.l.) (Qm)
SQE= 5 x? 1 SQE/g.l.
SQEmed/SQRmed
SQRZZ(Y— )})2 n-2 SQR/g.l.
SQT=Y y/ n-1 SQE/g.| + SQR/g..

Obs: O grau de liberdade em relagéo ao SQE é devido a termos
apenas uma variavel independente. Em relacdao a SQT, os graus
devem ser iguais a varidncia amostral, ou seja, n-1 (onde n é o ni-
mero da elementos da amostra). E o grau de liberdade para SQR

seria dado pela diferenca entre este, ou seja, n-2.

Onde:

Soma dos quadrados dos totais de y centrado:

SQT =%y’

Soma dos quadrados explicados:

(7.6)

SQE = ZYTZ = 2312)(?12 = 31223(7[2 (7.7)

Soma dos quadrados dos residuos:
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Outro parametro utilizado constantemente é o coeficien-
te de determinacdo, R?, que explica percentualmente a relacao
entre as variaveis do problema.

o _ SOE
SOT (7.9)

Retornando ao exemplo,

Tabela ANOVA
Soma dos Graus de Liberdade Quadrados Médios Teste F
Quadrados (g.l.) (QMm)
SQE=38.4 1 384
SQR=11.0 8 138 2783
SQT=49.4 7 7.06

Agora que ja temos o valor de F precisamos testar a hip6-
tese nula que as variancias sao diferentes, ou seja:

Ho = m, m,

Adotaremos um nivel de significancia (a) de 5%. Com
esse valor e os nimeros de graus de liberdade acha-se na tabela
um valor critico de 5.32.

Como o F calculado é maior que o F critico entdo rejeita-se
a hipétese Ho, o que também quer dizer que as varidncias sao
iguais e consequentemente o modelo de regresséo é valido.

7.2 Regressao Linear Miiltipla
Em algumas situagdes mais do que uma variavel indepen-
dente (X,,X,,...,X ) pode ser necesséria para predizer o valor da

variavel independente (Y). O modelo matematico para esse caso é
dado abaixo:
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Y =b+bX +bX,+..+bX, +¢ (7.10)

Que para as n observagdes podera ser escrito da seguinte
forma:

Y =b,+b X, +b,X, +..+b X, +¢

Y,=by+b X, +b,Xp, +..+b X, +¢&,

Y =b,+bX,+b,X,, +..+bX,, +&,

Que forma um sistema linear que podemos escrever na
forma de matriz como:

4 X, X, X,|b &
Y 1 X, X, X,l||b &
vl lox, x,

Escrevendo em outra forma mais compacta teremos:

Y=bX+¢ (7.11)

O estimador para b sera dado por:
h=(XX)'(XY) (7.12)

Pela equacao acima ha necessidade que o produto X’X te-
nha uma matriz inversa, o que implica na condicao obrigatéria que
nenhuma coluna da matriz X seja combinagao linear das outras.
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Exemplo:

Uma agroindustria quer saber o custo de manutengédo de
seus caminhdes durante o corrente ano. Para tanto foram coleta-
das informagdes de quilometragem e tempo do caminhéo.

A tabela abaixo nos mostra esses valores.

Custo damanutengao | Quilometragem | Tempo da manutencao

832 6 8

73 7 7

647 9 6

553 11 5
467 13 4

373 15 3

283 17 2

189 18 1

96 19 0

Nesse caso sera feita diretamente a analise, sem plotar o
grafico. O procedimento no software Excel é: Ferramenta P Anali-
se de Dados P Regressao. No campo Intervalo X de Entrada deve
ser preenchida com a faixa de valores das variaveis independentes,
que nesse caso sao a quilometragem e o tempo do caminhao.

Da planilha de resultados destacam-se os seguintes valores:
Na estatistica padrao: R-quadadro = 0.99
Erro padrdo: 2.106

Na Anova: gl = total =8 F=56501.23
Intersecédo = 17.73 Varidvel X1=> 4.06 e X2= 98.507

Assim, a equacao do modelo podera ser escrita como:

Y =17.73+4.06X_+98.507X,
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Assim, para um caminh&o com 5 anos de uso, com quilome-
tragem de 10.000 milhas, o custo de manutencéo sera de $550.89.

Problemas Propostos:

1. Suponha que a andlise de certo combustivel apresentou para
Y (poder calorifico) e para X (% de cinzas) os resultados:

(X)
(Y)

13100 11200 10200 9600 8800

18,3 27,5 36,4 48,5 57,8

Determinar a equagéo de regressédo linear e estimar o
poder calorifico para X= 30%. Construir o diagrama de dispersao
e tragar a reta ajustada.

2. Um pesquisador realizou certa experiéncia relacionando
pressdo Y com temperatura X, obtendo os resultados:

(X) Em °C 30° 40° 50° 60° 70° 80°
(Y) Em atm 1,3 1,9 2,5 3,0 3,7 4.1
Pede-se:

a) A equagéo de regressao linear de minimos quadrados;
b) A estimativa da pressao para a temperatura de 45°;
c) O diagrama de disperséao e a correspondente reta;

d) O coeficente de correlacéo linear.

3. A tabela seguinte relaciona o consumo (em toneladas) de
matéria prima para uma indistria produzir dois tipos de pro-
dutos: A e B, sendo X1 e X2 as quantidades produzidas de
A e B, respectivamente.

Consumo (Y) 3,5 4,0 54 6,1 7,0 7,5 8,0
X1 10 12 15 17 20 23 25
X2 8 9 11 13 15 16 18

Determinar a equacdo da regressao linear miiltipla.
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Controle Estatistico
de Processo

O método preventivo de se comparar continuamente os
resultados de um processo com os padrdes/especificacdes iden-
tificados a partir de dados estatisticos é definido como Controle
Estatistico de Processo. Este método engloba as avaliacbes das
tendéncias para determinadas variagdes significativas no processo
produtivo, a fim de eliminar/controlar essas variagdes e reduzi-las
cada vez mais.

O controle de qualidade é constituido de um conjunto
amplo de operagdes que envolvem todos os setores de uma em-
presa, visando a obtencgédo de produtos em niveis econdmicos que
satisfacam seus consumidores.

O acompanhamento estatistico da qualidade pode ser fei-
to de duas maneiras: por graficos de controle ou por inspecao de
amostragem. No primeiro caso temos um controle preventivo, ja
que o mesmo procura impedir a producdo de itens defeituosos,
enquanto que no segundo temos um controle curativo, ou seja,
apenas separamos os produtos defeituosos dos perfeitos.

8.1 Graficos de controle

A aplicacao de técnicas estatisticas tem por principal ob-
jetivo oferecer aos responsaveis pela tomadas de decisbes refe-
réncias relativas ao grau de confiabilidade dos resultados gerados
pelos controles e aos riscos envolvidos nas decisdes tomadas. A
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sistematizacdo dos dados de controle que normalmente é feita sob
a forma de “graficos de controle” tem por objetivo facilitar a “vi-
sualizacao” dos resultados.

Sao trés os principais tipos de graficos usados em contro-
le da qualidade, a saber:

e Graficos de controle por média;
e Graficos de controle por amplitude;
e Graficos de controle para fragdes defeituosas.

Os controles por média e amplitude s&o feitos com base na
teoria estatistica da distribuigdo normal. Ja o controle de fragdes defei-
tuosas é mais frequentemente fundamentado na distribuicdo de Pois-
son. Para alguns casos de controle de fracdes defeituosas a aplicagao de
teoria estatistica da distribuicdo binomial pode ser vantajosa.

Quando os valores de uma determinada variavel estao
distribuidos normalmente (simetricamente) em torno da média ou
quando estes obedecem a uma curva de distribuicdo, como a da
Figura 8.1, é representada pela equacao.

1 (L)
=——¢ > 8.1
i .

Figura 8.1 - Curva de distribuicao normal

W o O mE S ™ =

- 3o - -0 n + 0 + 20 + 30
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Para as variaveis que se distribuem segundo uma distribui-
¢éo normal podemos dizer que:

a) 68% dos valores encontrados caem no intervalo p + o

(regido a);

b) 95% dos valores encontrados caem no intervalo p =+
26 (regides a e b);

c) 99,7% dos valores encontrados caem no intervalo p =+

3o (regides a, b e ).
Onde:
B éa média da populacao;
6 & o desvio-padrao da populagdo, ou sua melhor esti-
mativa, quando se trabalha com uma amostra da populacao. Nes-
se caso, usa-se S como simbolo do desvio-padrao ao invés de “6”

Sendo:

H=— (8.2)
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Para quando se esta trabalhando com uma amostra da
populacdo. Neste caso, S é apenas a melhor estimativa do desvio-
-padrédo da populacao, onde:

X sdo valores individuais;
X & a média dos valores individuais de uma amostra;
n & o nimero de itens que compdem a amostra.

Pelo exposto, pode-se afirmar que estatisticamente espe-
ra-se que para cada:

a) 100 amostras analisadas, 32 devem apresentar resulta-
dos fora dos limites p + §;

b) 100 amostras analisadas, 5 devem apresentar resulta-
dos fora dos limites p + 28;

¢) 1.000 amostras analisadas, apenas 3 devem apresentar
resultados fora dos limites p + 38.

8.2 Graficos de controle por média

Os graficos de controle por média sdo os mais usados.
Eles sdo construidos com base na teoria da distribuigao normal,
apresentada no Capitulo 2. Conhecidos os valores p e S, a sua
construcao é simples e pode assumir duas configuracoes:

A primeira (Figura 8.2) adota como linhas dos limites su-
perior e inferior do controle interno as posi¢ées p + 2s e p - 2s,
respectivamente (Sistema inglés).
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Figura 8.2 — Gréfico de controle por média (Sistema Inglés)

\Y
u+ 38 LECS
A
R
L u »\/;
LICS
@)
1} LM
R LICI
E
u—3S LICE
S

Onde temos:

LSCE - Limite superior de controle externo;

LSCI - Limite superior de controle interno;

M - Linha da média da populagdo ou da amostra;
LICT - Limite inferior de controle interno;

LICE - Limite inferior de controle externo.

Como as linhas LSCI e LICI situam-se a +2s e -2s da mé-
dia, respectivamente, espera-se que apenas 5 em cada 100 amos-
tras (ou 1 em cada 20) venham a se posicionar fora das mesmas.
Se isto ocorrer diz-se que o processo esta sob controle.

Se mais de 1 amostra em cada 20 avaliadas apresentar
resultados fora dos limites estabelecidos pelas linhas LSCI e LICI
diz- se que o processo esta fora de controle.

Do mesmo modo como as linhas LSCE e LICE situam-se
a + 3s e - 3s da média, respectivamente, espera-se que apenas 3
em cada 1000 (ou 1 em cada 333) amostras analisadas estejam
fora desses limites.
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A vantagem de se trabalhar com duas linhas de controle
(controle interno e controle externo) reside no fato de que quan-
do mais de 1 amostra em 20 analisadas, no caso da Figura 8.2,
apresentar resultados fora das linhas LSCI e LICI ja se pode tomar
decisdes relativas ao seu ajuste.

Como estatisticamente espera-se que, neste caso, mais
de 3 amostras em 1000 (ou 1 em 333) venham a apresentar resul-
tados fora dos limites estabelecidos pelas linhas LSCE e LICE nao
sera necessario esperar pelas proximas 313 avaliagdes para fazer
os devidos ajustes no processo, evitando assim que 0 mesmo seja
conduzido em condicdes fora de controle

A outra maneira de se construir um grafico de controle

e . . . 38
por média é posicionando as linhas de controle interno a =
n

(Figura 8.3; Sistema americano). Como é o desvio-padrao das mé-
dias e os controles internos foram definidos como:

N 38

e
LSCI = ‘/; e

3S

U——=

LICI = Vn

Pode- se concluir que 99,7% das médias das amostras
analisadas deverao situar-se na regiao compreendida entre LSCI e
LICI, enquanto que a regiao compreendida entre os limites LSCE
e LICE constitui o intervalo onde 99,7% dos resultados individuais
estarao localizados sempre que o processo estiver sob controle.

Assim, espera-se que no maximo 1 amostra em 333
apresente médias fora dos limites estabelecidos pelas linhas LSCI e
LICI e no maximo 1 amostra em 333 apresente valores individuais
fora dos limites estabelecidos pelas linhas LSCE e LICE.

O grafico da Figura 8.2 s6 se aplica quando o controle é feito
mediante analise de amostras com mais de uma unidade amostral,
0 que torna o processo de controle mais oneroso. No Sistema
Americano as linhas de controle interno (LICI e LSCI) definem os
limites do lugar geométrico das médias, enquanto que as linhas de
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controles externos (LSCE e LICE) estabelecem os limites do lugar
geométrico dos valores individuais.

Portanto, no Sistema Americano deve ser langado tanto os
valores encontrados para a média como os valores individuais,
0 que pode gerar confusdes na sua interpretagdo. Assim, para
o acompanhamento de processos, o grafico da Figura 8.2 nao
s6 é mais pratico como também é mais barato, uma vez que as
amostras sdo constituidas de uma tnica unidade amostral.

Quando o produto que esta sendo controlado deve obedecer
a normas metrologicas ou é especificado com limites de tolerancia
definidos, o grafico de controle da qualidade deve ser elaborado a
partir do conhecimento destes limites.

Exemplo:

Para atender a Portaria INMETRO 74 de 25 de maio de
1995, xampu veterinario envasado em frascos de 1000 ml deve
atender ao limite de tolerancia para média dado pela equacao u =
Qn - kS, onde:

u é a média da amostra;

Qn é o valor nominal (1000 ml, no caso);

S é o desvio-padrao da amostra; e

k & um fator que depende do tamanho da amostra (para amostras
com 20 itens k = 0,64).

Este & um caso tipico de produtos especificados apenas pelo
limite de tolerancia inferior. Neste caso, a linha LICE passara a ser
definida pelo limite de tolerancia inferior (LTI):

LICE = LTI

E a linha LICI devera se situar a:

LICI= LTI +(3S -

=)
Jn
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A linha LSCI devera se situar a:

38
LSCI= LTI + (3S +—
( «/Z)
Isto implica em que a méaquina de envasar deve ser ajus-

tada para produzir itens com peso médio igual a:

n=LTI+3S

Nesse caso a linha de controle superior externo, LSCE,

sera dada por:
LSCE=LTI+2(39)

O grafico da Figura 8.3 se aplica para controle por média
quando mais de um item é analisado e, neste caso, a regiao com-
preendida entre as linhas LSCI e LICI definem o intervalo onde se
espera que 99,7% das amostras venham situar-se as suas médias.

Como nos exemplos anteriores, as linhas LSCE e LICE li-
mitam a regidao onde se espera que 99,7% dos itens individuais das
amostras venham se posicionar. Caso isso ndo ocorra o processo
estara fora de controle.

Figura 8.3 — Grafico de controle para produtos com limite de
tolerancia inferior especificado

v
u+3S LSCE = LTI+6S
A
M+£
L Vn 38
LI+(5+° )
LSCI = "
O
n LM = LTI+3S
w2 LT1+(3S—£)
R LICI = n
E
u-38 LICE = LTI
S

150

19. Estatistica basica.indd 150 09/11/2015 03:17:21



ESTATISTICA BASICA
PARA OS CURSOS DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGICAS

8.3 Diagramas de Ishikawa e analise de causa raiz

Outra ferramenta de qualidade que visa a identificacao de
defeitos e a avaliagdo de seu impacto no processo global, com vis-
tas a sua otimizac¢do, seria o diagrama de causa-efeito de Ishikawa.

Este diagrama, originalmente proposto por Kaoru Ishika-
wa na década de 60, ja foi bastante utilizado em ambientes indus-
triais para a localizagédo de causa de dispersdo de qualidade no
produto e no processo de produgéo.

Ele & uma ferramenta grafica utilizada para explorar e re-
presentar opinides a respeito de fontes de variagbes em qualidade
de processo, que em termos tedricos faz parte da atividade de vali-
dacao de processos e obviamente no programa de Analise de Peri-
gos e Pontos Criticos de Controle (APPCC). Especificamente ele é
utilizado na etapa referente a identificacdo de perigos e pontos cri-
ticos de controle, ou na linguagem farmacéutica, de pontos criticos.

Sua maior fungdo seria focada para a identificacao de
direcionadores, ou drivers, que potencialmente levam ao efeito
indesejavel. Ele é uma ferramenta analitica que, utilizada por um
grupo de projeto, parte de um “problema de interesse” e possibili-
ta a execugdo de um brainstorm no sentido de identificar as causas
possiveis para o problema. De uma forma geral, pode-se exempli-
ficar sua aplicagdo como segue abaixo:

Figura 8.4 - Diagrama de causa-e-efeito de Ishikawa

Métodos Material Magquinas

Moeda($)
(Rec.Financ.) Maio-de-obra Medidas
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As principais categorias de causas, denominadas de “pri-

marias”, sdo divididas em seis categorias, porém, dependendo da
situagdo, podem ser elencados outros componentes. As causas
primarias podem ainda ser subdivididas em causas secundarias e
assim por diante.

Roteiro para o método:

1. Identificar o EFEITO: deve ser identificado com clareza o

efeito do problema ou ndo conformidade a ser corrigida. O
EFEITO pode também ser uma meta / objetivo a ser atingi-
do ao invés de um problema especifico;

. Geragao dos dados: através de uma secao de brainstorming

serdo coletadas informagdes que corresponderdo as causas
secundarias;

. Identificar as causas secundarias: cada causa pode gerar ini-

meras subcausas. Quanto maior o volume de informacdes
advindas das pessoas que tém relacao direta e indireta com
o problema / efeito / objetivo, mais faceis podem ser as
alternativas de equacionamento da questéo;

4. Analise: preenchido o diagrama fica facil a anélise de todas

as causas e a identificagdo daquelas que efetivamente es-
tao produzindo o efeito. Isto posto devem ser desenvolvidas
acOes imediatas e diretas junto as causas selecionadas, de
forma a resolver a questao.

Mesmo com sua grande aplicabilidade o diagrama de

Ishikawa conduz a identificacdo de causas de desvios, sem estabe-
lecer exatamente quais as raizes do problema. O diagrama apre-
senta como principais vantagens os seguintes aspectos:

152

E uma boa ferramenta de levantamento de tendéncias:
E uma boa ferramenta de comunicacéo;

Estabelece a relagao entre o efeito e suas causas;
Possibilita um detalhamento das causas.
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8.4 Diagrama de Pareto

Com a construcdo do grafico de Pareto pode-se eviden-
ciar as causas de maior impacto, onde deverao, a principio, des-
pender mais esfor¢cos. Uma aplicagdo é seu uso para a visualizagdo
das barreiras priorizadas pela aplicagdo de uma matriz de decisao.

Etapas de Construgéao:
1.Compare as medicbes de cada categoria, estabelecendo
uma lista em ordem decrescente de importancia;

2. Os itens de menor importancia podem ser agrupados na
categoria outros. Como regra pode-se utilizar este recurso
para os itens com valor inferior a 1% do total;

3. Trace o eixo horizontal e estabeleca uma largura para cada
barra de forma que a soma das larguras de todas as barras
possa ficar contida no espago deste eixo;

4. Trace o eixo vertical. Verifique na etapa de construgdo 4
qual o maior valor (topo da lista) e faca a escala do eixo de
forma a poder comportar todos os valores.

5. Desenhe as barras seguindo a ordem decrescente da lista da
etapa 4. A categoria outros, mesmo que nado seja a menor
de todas, é colocada como ultima barra (no extremo direito).
O limite superior da barra representa seu valor. O valor nu-
mérico correspondente deve ser escrito acima da barra.

153
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Figura 7.7 — Diagrama de Pareto
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Apéndice — Tabela da

Distribuicao Normal Padrao P(Z<z)

z 0,0 0,01 0,02 | 0,03 | 0,04 | 0,05 (| 0,06 | 0,07 | 0,08 | 0,09
0,0 | 0,5000 | 0,5040 | 0,5080 | 0,5120 | 0,5160 | 0,5199 | 0,5239 | 0,5279 | 0,5319 | 0,5359
0,1 | 0,5398 | 05438 | 0,5478 | 0,5517 | 0,5557 | 0,5596 | 0,5636 | 0,5675 | 0,5714 | 0,5753
0,2 | 0,5793 | 0,5832 | 0,5871 | 0,5910 | 0,5948 | 0,5987 | 0,6026 | 0,6064 | 0,6103 | 0,6141
0,3 | 06179 | 0,6217 | 0,6255 | 0,6293 | 0,6331 | 0,6368 | 0,6406 | 0,6443 | 0,6480 | 0,6517
0,4 | 06554 | 0,6591 | 0,6628 | 0,6664 | 0,6700 | 0,6736 | 0,6772 | 0,6808 | 0,6844 | 0,6879
0,5 | 06915 | 0,6950 | 0,6985 | 0,7019 | 0,7054 | 0,7088 | 0,7123 | 0,7157 | 0,7190 | 0,7224
0,6 | 0,7257 | 0,7291 | 0,7324 | 0,7357 | 0,7389 | 0,7422 | 0,7454 | 0,7486 | 0,7517 | 0,7549
0,7 | 0,7580 | 0,7611 | 0,7642 | 0,7673 | 0,7704 | 0,7734 | 0,7764 | 0,7794 | 0,7823 | 0,7852
0,8 | 0,7881 | 0,7910 | 0,7939 | 0,7967 | 0,7995 | 0,8023 | 0,8051 | 0,8078 | 0,8106 | 0,8133
0,9 | 08159 | 08186 | 0,8212 | 0,8238 | 0,8264 | 0,8289 | 0,8315 | 0,8340 | 0,8365 | 0,8389
1,0 | 0,8413 | 0,8438 | 0,8461 | 0,8485 | 0,8508 | 0,8531 | 0,8554 | 0,8577 | 0,8599 | 0,8621
1,1 | 0,8643 | 0,8665 | 0,8686 | 0,8708 | 0,8729 | 0,8749 | 0,8770 | 0,8790 | 0,8810 | 0,8830
1,2 | 0,8849 | 0,8869 | 0,8888 | 0,8907 | 0,8925 | 0,8944 | 0,8962 | 0,8980 | 0,8997 | 0,9015
1,3 | 09032 | 0,9049 | 0,9066 | 0,9082 | 0,9099 | 09115 | 0,9131 | 09147 | 0,9162 | 0,9177
1,4 | 09192 | 0,9207 | 0,9222 | 09236 | 0,9251 | 0,9265 | 0,9279 | 0,9292 | 0,9306 | 0,9319
1,5 | 09332 | 0,9345 | 0,9357 | 0,9370 | 0,9382 | 0,9394 | 0,9406 | 0,9418 | 0,9429 | 0,9441
1,6 | 09452 | 0,9463 | 0,9474 | 0,9484 | 0,9495 | 0,9505 | 0,9515 | 0,9525 | 0,9535 | 0,9545
1,7 | 09554 | 0,9564 | 0,9573 | 0,9582 | 0,9591 | 0,9599 | 0,9608 | 0,9616 | 0,9625 | 0,9633
1,8 | 09641 | 0,9649 | 0,9656 | 0,9664 | 0,9671 | 0,9678 | 0,9686 | 0,9693 | 0,9699 | 0,9706
1,9 | 09713 | 0,9719 | 0,9726 | 09732 | 0,9738 | 0,9744 | 09750 | 0,9756 | 0,9761 | 0,9767
2,0 | 09772 | 09778 | 0,9783 | 0,9788 | 09793 | 0,9798 | 0,9803 | 0,9808 | 0,9812 | 0,9817
2,1 | 0,9821 | 0,9826 | 0,9830 | 0,9834 | 09838 | 0,9842 | 0,9846 | 0,9850 | 0,9854 | 0,9857
2,2 | 0,9861 | 09864 | 0,9868 | 0,9871 | 09875 | 0,9878 | 0,9881 | 0,9884 | 0,9887 | 0,9890
2,3 | 0,9893 | 09896 | 0,9898 | 0,9901 | 0,9904 | 0,9906 | 0,9909 | 0,9911 | 0,9913 | 0,9916
2,4 | 0,9918 | 0,9920 | 0,9922 | 0,9925 | 0,9927 | 0,9929 | 0,9931 | 0,9932 | 0,9934 | 0,9936
2,5 | 0,9938 | 0,9940 | 0,9941 | 0,9943 | 0,9945 | 0,9946 | 0,9948 | 0,9949 | 0,9951 | 0,9952
2,6 | 0,9953 | 0,9955 | 0,9956 | 0,9957 | 0,9959 | 0,9960 | 0,9961 | 0,9962 | 0,9963 | 0,9964
2,7 | 0,9965 | 0,9966 | 0,9967 | 0,9968 | 0,9969 | 0,9970 | 0,9971 | 0,9972 | 0,9973 | 0,9974
2,8 | 0,9974 | 09975 | 0,9976 | 0,9977 | 0,9977 | 0,9978 | 0,9979 | 0,9979 | 0,9980 | 0,9981
2,9 | 0,9981 | 0,9982 | 0,9982 | 0,9983 | 0,9984 | 0,9984 | 0,9985 | 0,9985 | 0,9986 | 0,9986
3,0 | 0,9987 | 0,9987 | 0,9987 | 0,9988 | 0,9988 | 0,9989 | 0,9989 | 0,9989 | 0,9990 | 0,9990
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z 0,0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
3,1 | 0,9990 | 0,9991 0,9991 0,9991 0,9992 | 0,9992 | 0,9992 | 0,9992 | 0,9993 | 0,9993
3,2 | 0,9993 | 0,9993 | 0,9994 | 0,9994 | 0,9994 | 0,9994 | 0,9994 | 0,9995 | 0,9995 | 0,9995
3,3 | 0,9995 | 0,9995 | 0,9995 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9996 | 0,9997
3,4 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9997 | 0,9998
3,5 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9998
3,6 | 0,9998 | 0,9998 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999
3,7 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999
3,8 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999 | 0,9999
3,9 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000 | 1,0000

P(Z<z)
z 0,0 0,01 0,02 | 0,03 | 0,04 | 0,05 | 0,06 | 0,07 | 0,08 [ 0,09

0,0 0,5000 | 0,4960 | 0,4920 | 0,4880 | 0,4840 | 0,4801 | 0,4761 | 0,4721 | 0,4681 | 0,4641

-0,1 0,4602 | 0,4562 | 0,4522 | 0,4483 | 0,4443 | 0,4404 | 0,4364 | 0,4325 | 0,4286 | 0,4247

-0,2 0,4207 | 04168 | 0,4129 | 0,4090 | 0,4052 | 0,4013 | 0,3974 | 0,3936 | 0,3897 | 0,3859

-0,3 0,3821 | 0,3783 | 0,3745 | 0,3707 | 0,3669 | 0,3632 | 0,3594 | 0,3557 | 0,3520 | 0,3483

-0,4 0,3446 | 0,3409 | 0,3372 | 0,3336 | 0,3300 | 0,3264 | 0,3228 | 0,3192 | 0,3156 | 0,3121

-0,5 0,3085 | 0,3050 | 0,3015 | 0,2981 | 0,2946 | 0,2912 | 0,2877 | 0,2843 | 0,2810 | 0,2776

-0,6 0,2743 | 0,2709 | 0,2676 | 0,2643 | 0,2611 | 0,2578 | 0,2546 | 0,2514 | 0,2483 | 0,2451

-0,7 0,2420 | 0,2389 | 0,2358 | 0,2327 | 0,2296 | 0,2266 | 0,2236 | 0,2206 | 0,2177 | 0,2148

-0,8 0,2119 | 0,2090 | 0,2061 | 0,2033 | 0,2005 | 0,1977 | 0,1949 | 0,1922 | 0,1894 | 0,1867

-0,9 0,1841 | 0,1814 | 0,1788 | 0,1762 | 0,1736 | 0,1711 | 0,1685 | 0,1660 | 0,1635 | 0,1611

-1,0 0,1587 | 0,1562 | 0,1539 | 0,1515 | 0,1492 | 0,1469 | 0,1446 | 0,1423 | 0,1401 | 0,1379

-1,1 0,1357 | 0,1335 | 0,1314 | 0,1292 | 0,1271 | 0,1251 | 0,1230 | 0,1210 | 0,1190 | 0,1170

-1,2 0,1151 | 0,1131 | 0,1112 | 0,1093 | 0,1075 | 0,1056 | 0,1038 | 0,1020 | 0,1003 | 0,0985

-1,3 0,0968 | 0,0951 | 0,0934 | 0,0918 | 0,0901 | 0,0885 | 0,0869 | 0,0853 | 0,0838 | 0,0823

-1,4 0,0808 | 0,0793 | 0,0778 | 0,0764 | 0,0749 | 0,0735 | 0,0721 | 0,0708 | 0,0694 | 0,0681

-1,5 0,0668 | 0,0655 | 0,0643 | 0,0630 | 0,0618 | 0,0606 | 0,0594 | 0,0582 | 0,0571 | 0,0559

-1,6 0,0548 | 0,0537 | 0,0526 | 0,0516 | 0,0505 | 0,0495 | 0,0485 | 0,0475 | 0,0465 | 0,0455

-1,7 0,0446 | 0,0436 | 0,0427 | 0,0418 | 0,0409 | 0,0401 | 0,0392 | 0,0384 | 0,0375 | 0,0367

-1,8 0,0359 | 0,0351 | 0,0344 | 0,0336 | 0,0329 | 0,0322 | 0,0314 | 0,0307 | 0,0301 | 0,0294
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z 0,0 0,01 | 0,02 | 0,03 | 0,04 | 0,05 | 0,06 | 0,07 | 0,08 | 0,09
-1,9 | 0,0287 | 0,0281 | 0,0274 | 0,0268 | 0,0262 | 0,0256 | 0,0250 | 0,0244 | 0,0239 | 0,0233
-2,0 | 00228 | 0,0222 | 0,0217 | 0,0212 | 0,0207 | 0,0202 | 0,0197 | 0,0192 | 0,0188 | 0,0183
-2,1 0,0179 | 0,0174 | 0,0170 | 0,0166 | 0,0162 | 0,0158 | 0,0154 | 0,0150 | 0,0146 | 0,0143
-2,2 | 0,0139 | 0,0136 | 0,0132 | 0,0129 | 0,0125 | 0,0122 | 0,0119 | 0,0116 | 0,0113 | 0,0110
-2,3 | 0,0107 | 0,0104 | 0,0102 | 0,0099 | 0,0096 | 0,0094 | 0,0091 | 0,0089 | 0,0087 | 0,0084
-2,4 | 0,0082 | 0,0080 | 0,0078 | 0,0075 | 0,0073 | 0,0071 | 0,0069 | 0,0068 | 0,0066 | 0,0064
-2,5 | 0,0062 | 0,0060 | 0,0059 | 0,0057 | 0,0055 | 0,0054 | 0,0052 | 0,0051 | 0,0049 | 0,0048
-2,6 | 0,0047 | 0,0045 | 0,0044 | 0,0043 | 0,0041 | 0,0040 | 0,0039 | 0,0038 | 0,0037 | 0,0036
-2,7 | 0,0035 | 0,0034 | 0,0033 | 0,0032 | 0,0031 | 0,0030 | 0,0029 | 0,0028 | 0,0027 | 0,0026
-2,8 | 0,0026 | 0,0025 | 0,0024 | 0,0023 | 0,0023 | 0,0022 | 0,0021 | 0,0021 | 0,0020 | 0,0019
-2,9 | 0,0019 | 0,0018 | 0,0018 | 0,0017 | 0,0016 | 0,0016 | 0,0015 | 0,0015 | 0,0014 | 0,0014
-3,0 | 0,0013 | 0,0013 | 0,0013 | 0,0012 | 0,0012 | 0,0011 | 0,0011 | 0,0011 | 0,0010 | 0,0010
-3,1 0,0010 | 0,0009 | 0,0009 | 0,0009 | 0,0008 | 0,0008 | 0,0008 | 0,0008 | 0,0007 | 0,0007
-3,2 | 0,0007 | 0,0007 | 0,0006 | 0,0006 | 0,0006 | 0,0006 | 0,0006 | 0,0005 | 0,0005 | 0,0005
-3,3 | 0,0005 | 0,0005 | 0,0005 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0004 | 0,0003
-3,4 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0003 | 0,0002
-3,5 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0002
-3,6 | 0,0002 | 0,0002 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001
-3,7 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001
-3,8 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001 | 0,0001
-3,9 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000 | 0,0000
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ESTATISTICA BASICA
PARA OS CURSOS DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGICAS

TABELA DA DISTRIBUICAO QUI-QUADRADO

. % | 0995|0990 | 0,975 | 0,950| 0,900| 0,750| 0,500| 0,250| 0,100| 0,050| 0,025| 0,010| 0,005
1 0,0000; 0,0002; 0,0010; 0,0039; 00158 01015 04549} 13233 27055 38415 50239 BF349; 738794
2 0,0100; 0,0201; 0,0506; 0,1026; 0,2107; 05754 1,3863; 27726, 46052} 509915 7,3778! 9,2103} 10,5966
3 0,0717; 0,1148; 02158; 0,3518; 05844, 12125 23660, 41083; 62514; 78147 9 3484; 11,3440 128382
4 0,2070; 0,2971; 04844! 07107: 1,0636; 1,9226; 3,3567; 53853 777941 094877: 11,1433 13,2767: 14,8603
5 04117 0,5543: 0,8312¢ 1,1455¢ 1,6103; 2Z6746: 43515 66257 92364: 11,0705 12,8325 15,0863; 16,7496
6 0,6757: 0,8721: 12373: 18354: 22041: 34546: 53481: 78408 10 6446: 12 5916: 14 4404: 16.8119: 18,5476
ri 0,9893: 1,2300: 1,680809: 21673: 283311 42540 623458 90371 120170 14,0671: 16,0128: 18,4753 20,2777
8 1,3444: 1 6465: 21797 27326: 34895 50706: 7 3441: 102189: 13 3616: 155073 17 5345: 20,0902: 21,9550
9 1,7349: 20879: 2,7004: 33251: 41682: 58988: 83428 113888 14,6837: 16,9190: 19,0228: 21,6660 23,5594
10 21559: 25582: 32470: 39403: 48652 67372 93418: 125489: 159872 18,3070: 20 4832: 23 2093 251882
11 260327 30535 38157: 45748F 557780 7,5841! 10,3410 137007 17 2750 19,6751 21,9200 24,7250 26,7568
12 3,0738¢ 35706¢ 44038: 52260¢ 63038 B8,4384! 11,3403 14 8454 18,5493 21,0261 23,3367 26,2170 28,2995
13 3,5650; 41069 50088F 538919F 70415 092991 123398 150839 19 8119 22 3620} 24 7356 27 G882 29,8195
14 40747 46604) 56287 657061 7,7895 10,1653 13,3393 17,1169 21,0841} 23,6848 26,1189 29,1412} 31,3193
15 4 6009 52293! 62621] 72609 85468 110365 143389} 182451} 22 3071} 24 9958} 27 4884} 305779} 328013
16 5,1422; 58122) 69077 796161 09,3122 11,9122} 15,3385} 19,3689 23 5418} 26,2062! 28,8454} 31,9999; 34 2672
17 5,6972: 64078 75642: B6718: 10,0852 12,7919: 16,3382 20 4887 24 7690: 27 5871: 30,1910 33,4087: 35,7188
18 6,2648; 7,0149; B82307: 0,3005: 10,8649; 13,6753; 17,3379; 21,6049 25 0804; 28 8803: 31,5264: 34,8053; 37,1565
19 6,8440; 7,6327: 8,9065: 10,1170: 11,6509: 14,5620: 18,3377 227178 27 2036: 30,1435 32,8523: 36,1909: 38,5823
20 7.4338: 82604: 05908: 10,8508: 12 4426: 15,4518 19.3374: 23 8277 28 4120: 31 4104: 34 1696: 37 5AA2: 39 99435
21 8,0337: §,8972: 10,2829: 11,5913: 13,2396! 16,3444: 20,3372 24 9348 29 6151: 32 6706: 354789: 38,9322: 41,4011
22 8,6427: 9 5425: 10,9823 12,3380: 14, 0415! 17 2396: 21 3370: 26,0393: 30,8133 33 9244: 36 7807 40,2894 42 7957
23 9,2604: 10,1957: 11,6886: 12,0905: 14,8480¢ 18,1373 22,3369: 27 1413 32, 0069: 35,1725: 38,0756: 41,63584: 44,1813
24 09,8862 10,8564 12,4012: 13,8484 15,6587 19,0373 23,3367 282412 331962 36,4150; 39,3641: 42.9798: 455585
25 10,5197 11,5240 131197 146114} 16 4734} 199393 24 3366 29 3389 34 3816] 37 6525; 40 6465; 44 3141} 469279
26 11,1602! 12,1981 13,8439 15,3792! 17,2919 20,8434 253365 304346! 355632! 38,6851! 41,0232} 456417} 48,2509
27 11,8076; 12 8785 14 5734} 16,1514} 181139 21 7494 26 3363} 31 5284 36 7412} 40 1133 43 1945; 46 9629} 40 5449
28 12,4613 13,5647 15,3079} 16,9279} 18,9392, 22 6572, 27,3362} 326205} 37,9159; 41,3371} 44 4508} 48,2782} 50,9934
29 13,1211} 14,2565] 16,0471; 17,7084} 19 7677, 23 5666 28,3361; 337109, 39 0875} 42 5570; 457223} 49, 5879; 52 3356
30 13,7867 14,9535 16,7908; 18,4927 20,5992, 24 4776, 29,3360, 347997, 40 2560; 437730 46,9792; 50,8922} 53,6720
31 14,4578 15,6555 17,5387 19,2806 21,4336: 25,3901 30,3359 358871 41 4217; 44 9853 48 2319: 521914: 550027
32 15,1340 16,3622 18,2908 20,0719 22 2706: 26,3041: 31,3359: 36 9730: 42 5847 46 1943 490 4304 53 4353 56 3281
33 15,8153 17,0735 10,0467 20,8665 23,1102; 27,2194 32 3358 38,0575 43 7452{ 47 3909; 507251; 54,7755; 57,6484
34 16,5013: 17,7891: 19,8063 21,6643: 23 9523 28,1361: 33,3357 39 1408: 44 9032: 48 6024: 51 9660: 56,0609: 58 9639
35 17,1918 18,5089 20,5694 22 4650 24 7967 20,0540 34,3356 402225 46 0588 49,8018: 53,2033: 57,3421: 60,2748
36 17,8867 19,2327 21,3359 23,2686 25,6433 209730 35,3356 41,3036 47 2122 50,9985 54 4373 58,6192! 61,5812
37 18,5858 19,9602 22 1056 24,0749 26,4921! 30,8933! 36,3355 42 3833 48 3634 52 1923! 55 6680! 59,8925! 62,8833
38 19,2889 20,6914 22 8785 24 8839 27,3430 31,8146 37,3305 43 46719 49 5126; 53,3835 56,8955! 61,1621; 64,1814
39 19,9959 21 4262 23 6543} 25 80954} 281958 32 7360 38,3354 44 5305 50 6508] 54 5722} 58 1201} 62,.4281; 65 4756
40 20,7065; 22,1643} 24,4330 26,5093} 20,0505, 33,6603, 39,3353, 456160, 51,8051} 557585] 59,3417} 63,6907} 66,7660
M 21,4208; 22 9056 25,2145; 27 3256} 29,9071 34 5846, 40,3353, 46 6916; 52 9485 56 9424; 60 5606; 64,9501; 68,0527
42 22,1385 23,6501 25,9987 26,1440 30,7654, 35,5099 41,3352. 47 7663. 54,0902} 58,1240! 61,7768} 66,2062; 62,3360
43 228595 24 3976 26,7854 28,9647 31,6255 36,4361: 42 3352! 48 8400: 55 2302! 59 3035! 62,9904 67,4593: 70,6159
44 23,5837 251480 27 5746 20,7875 32,4871, 37,3631, 43,3352, 490129 58 3685 60,4309; 64,2015; 68,7095; 71,8026
45 24,3110: 25,9013 28,3662 30,6123 33,3504 38,2910 44 3351: 50,9849: 57 5053; 61,6562; 654102; 69,9568; 73,1661
46 250413: 26 6572 201601 31,4390 34 2152: 39 2197 45 3351: 52 0562: 58 6405; 62 8296: 66 6165: 71,2014: 74 4365
47 25 7746: 27,4158 20,9562 32 2676 35,0814 40,1492 46,3350: 53 1267: 597743 64,0011 67,6206: 72,4433: 757041
48 26,5106: 28 1770 30,7545 33 0981: 359491: 41 0794: 47 3350: 54 1964 60 9066: 651708: 69 0226: 73,6826 76,9688
49 27,2493: 28,9406 31,5549 33,9303 36,8182 42,0104 48,3350: 55 2653 62,0375 66,3386 70,2224: 74,9195: 78,2307
50 279907: 29,7067 32,3574 34,7643 37,6886 429421 493349 56 3336! 63,1671 67,5048; 714202! 76,1539! 79,4900
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AucusTUs CAESER FRANKE PORTELLA
ILbON RODRIGUES DO NASCIMENTO
ANATERCIA FERREIRA ALVES
GEssIEL NEWTON SCHEIDT

area indicada
Distribuicao t de Student
Ot (valor tabulado)
Area na cauda superior
gl 0,25 0,10 0,05 0,025 0,01 0,005 | 0,0025 | 0,001 | 0,0005
1 1,000 3,078 | 6,314 12,71 31,82 63,66 127,3 318,3 636,6
2 0,816 1,886 2,920 | 4,303 6,965 9,925 14,09 22,33 31,60
3 0,765 1,638 2,353 3,182 | 4541 5,841 7,453 10,21 12,92
4 0,741 1,533 2,132 2,776 3,747 | 4,604 5,598 7173 8,610
5 0,727 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032 4,773 5,894 | 6,869
6 0,718 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 4,317 5,208 5,959
7 0,711 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 | 4,029 | 4,785 5,408
8 0,706 | 1,397 1,860 | 2,306 | 2,896 | 3,355 | 3,833 | 4,501 5,041
9 0,703 1,383 1,833 | 2,262 | 2,821 3,250 | 3,690 | 4,297 | 4,781
10 0,700 1,372 1,812 2,228 2,764 | 3,169 3,581 4,144 | 4,587
1 0,697 1,363 1,796 | 2,201 2,718 3,106 3,497 4,025 4,437
12 0,695 1,356 | 1,782 | 2,179 | 2,681 3,055 | 3,428 | 3,930 | 4,318
13 0,694 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012 3,372 3,852 | 4,221
14 0,692 1,345 1,761 2,145 2,624 | 2,977 3,326 3,787 | 4,140
15 0,691 1,341 1,753 | 2,131 2,602 | 2947 | 3,286 | 3,733 | 4,073
16 0,690 | 1,337 1,746 | 2,120 | 2,583 | 2,921 3,252 | 3,686 | 4,015
17 0,689 1,333 1,740 | 2,110 2,567 2,898 3,222 3,646 3,965
18 0,688 1,330 1,734 | 2,101 2,552 2,878 3,197 3,610 3,922
19 0,688 1,328 1,729 | 2,093 2,539 2,861 3,174 3,579 3,883
20 0,687 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,153 3,552 3,850
21 0,686 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831 3,135 3,527 3,819
22 0,686 1,321 1,717 2,074 | 2,508 2,819 3,119 3,505 3,792
23 0,685 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807 3,104 3,485 3,768
24 0,685 1,318 1,711 2,064 | 2,492 2,797 3,091 3,467 3,745
25 0,684 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787 3,078 3,450 3,725
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ESTATISTICA BASICA
PARA OS CURSOS DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGICAS
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Area na cauda superior
gl 0,25 0,10 0,05 | 0,025 | 0,01 0,005 | 0,0025 | 0,001 | 0,0005
26 0,684 1,315 1,706 | 2,056 | 2,479 | 2,779 | 3,067 3,435 3,707
27 0,684 1,314 1,703 2,052 | 2,473 2,771 3,057 3,421 3,689
28 0,683 1,313 1,701 2,048 | 2467 | 2,763 3,047 3,408 3,674
29 0,683 1,311 1,699 | 2,045 2,462 | 2,756 | 3,038 | 3,396 | 3,660
30 0,683 1,310 1,697 2,042 | 2457 | 2,750 | 3,030 | 3,385 3,646
35 0,682 1,306 1,690 | 2,030 | 2438 | 2,724 | 2,996 | 3,340 | 3,591
40 0,681 1,303 1,684 | 2,021 2,423 2,704 | 2,971 3,307 | 3,551
45 0,680 1,301 1,679 | 2,014 | 2412 | 2,690 | 2,952 3,281 3,520
50 0,679 1,299 1,676 | 2,009 | 2,403 2,678 | 2,937 3,261 3,496
z 0674 | 1,282 | 1,645 | 1,960 | 2,326 | 2,576 | 2,807 | 3,090 | 3,291
Distribuicao
F de Snedecor
o=0,10
F (valor tabulado)
gl graus de liberdade no numerador
denom. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 39,86 | 49,50 | 53,59 | 5583 | 5724 | 5820 | 5891 | 5944 | 59,86 | 60,19
2 853 | 900 | 916 | 924 | 929 | 933 | 935 | 937 | 938 | 939
3 554 | 546 | 539 | 534 | 531 528 | 527 | 525 | 524 | 523
4 454 | 432 | 419 | 4m 405 | 4,01 398 | 395 | 394 | 392
5 406 | 378 | 362 | 352 | 345 | 340 | 337 | 334 | 332 | 330
6 378 | 346 | 329 | 318 | 31 305 | 3,01 298 | 296 | 294
7 359 | 326 | 307 | 29 | 288 | 28 | 278 | 275 | 272 | 270
8 346 | 31 2,92 | 281 273 | 267 | 262 | 259 | 256 | 254
9 336 | 3,01 2,81 269 | 261 2,55 | 2,51 247 | 244 | 242
10 329 | 292 | 273 | 261 252 | 246 | 241 238 | 235 | 232
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AucusTUs CAESER FRANKE PORTELLA
ILbON RODRIGUES DO NASCIMENTO
ANATERCIA FERREIRA ALVES
GEssIEL NEWTON SCHEIDT

gl graus de liberdade no numerador
denom. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 3,23 2,86 2,66 2,54 2,45 2,39 2,34 2,30 2,27 2,25
12 3,18 2,81 2,61 2,48 2,39 2,33 2,28 2,24 2,21 2,19
13 3,14 2,76 2,56 2,43 2,35 2,28 2,23 2,20 2,16 2,14
14 3,10 2,73 2,52 2,39 2,31 2,24 2,19 2,15 2,12 2,10
15 3,07 2,70 2,49 2,36 2,27 2,21 2,16 2,12 2,09 2,06
16 3,05 2,67 2,46 2,33 224 2,18 2,13 2,09 2,06 2,03
17 3,03 2,64 2,44 2,31 2,22 2,15 2,10 2,06 2,03 2,00
18 3,01 2,62 2,42 2,29 2,20 213 2,08 2,04 2,00 1,98
19 2,99 2,61 2,40 2,27 2,18 2,11 2,06 2,02 1,98 1,96
20 2,97 2,59 2,38 2,25 2,16 2,09 2,04 2,00 1,96 1,94
21 2,96 2,57 2,36 2,23 2,14 2,08 2,02 1,98 1,95 1,92
22 2,95 2,56 2,35 2,22 2,13 2,06 2,01 1,97 1,93 1,90
23 2,94 2,55 2,34 2,21 2,11 2,05 1,99 1,95 1,92 1,89
24 2,93 2,54 2,33 2,19 2,10 2,04 1,98 1,94 1,91 1,88
25 2,92 2,53 2,32 2,18 2,09 2,02 1,97 1,93 1,89 1,87
26 2,91 2,52 2,31 2,17 2,08 2,01 1,96 1,92 1,88 1,86
27 2,90 2,51 2,30 2,17 2,07 2,00 1,95 1,91 1,87 1,85
28 2,89 2,50 2,29 2,16 2,06 2,00 1,94 1,90 1,87 1,84
29 2,89 2,50 2,28 2,15 2,06 1,99 1,93 1,89 1,86 1,83
30 2,88 2,49 2,28 2,14 2,05 1,98 1,93 1,88 1,85 1,82
35 2,85 2,46 2,25 2,11 2,02 1,95 1,90 1,85 1,82 1,79
40 2,84 2,44 2,23 2,09 2,00 1,93 1,87 1,83 1,79 1,76
45 2,82 2,42 2,21 2,07 1,98 1,91 1,85 1,81 1,77 1,74
50 2,81 2,41 2,20 2,06 1,97 1,90 1,84 1,80 1,76 1,73
100 2,76 2,36 2,14 2,00 1,91 1,83 1,78 1,73 1,69 1,66
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ESTATISTICA BASICA
PARA OS CURSOS DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGICAS
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Distribuicao
F de Snedecor
o.=0,05
F (valor tabulado)
gl graus de liberdade no numerador
denom. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 161,45 | 199,50 | 215,71 | 224,58 | 230,16 | 233,99 | 236,77 | 238,88 | 240,54 | 241,88
2 18,51 19,00 19,16 19,25 19,30 19,33 19,35 19,37 19,38 19,40
3 10,13 9,55 9,28 9,12 9,01 8,94 8,89 8,85 8,81 8,79
4 7,71 6,94 6,59 6,39 6,26 6,16 6,09 6,04 6,00 5,96
5 6,61 579 541 519 5,05 4,95 4,88 4,82 4,77 4,74
6 599 | 514 | 476 | 453 | 439 | 428 | 421 415 | 410 | 4,06
7 5,59 4,74 4,35 4,12 3,97 3,87 3,79 3,73 3,68 3,64
8 532 4,46 4,07 3,84 3,69 3,58 3,50 3,44 3,39 3,35
9 512 4,26 3,86 3,63 3,48 3,37 3,29 3,23 3,18 3,14
10 4,96 4,10 3,71 3,48 3,33 3,22 3,14 3,07 3,02 2,98
1 4,84 3,98 3,59 3,36 3,20 3,09 3,01 2,95 2,90 2,85
12 4,75 3,89 3,49 3,26 3,11 3,00 2,91 2,85 2,80 2,75
13 4,67 3,81 341 3,18 3,03 292 2,83 2,77 2,71 2,67
14 460 | 374 | 334 | 31 296 | 285 | 276 | 270 | 265 | 260
15 454 | 368 | 329 | 306 | 29 | 279 | 271 264 | 259 | 254
16 449 | 363 | 324 | 301 285 | 274 | 266 | 259 | 254 | 249
17 4,45 359 | 320 | 29 | 281 2,70 | 261 2,55 249 | 245
18 4,41 355 | 316 | 293 | 277 | 266 | 258 | 251 246 | 241
19 438 | 352 | 313 | 290 | 274 | 263 | 254 | 248 | 242 | 238
20 4,35 3,49 3,10 2,87 2,71 2,60 2,51 2,45 2,39 2,35
21 432 | 347 | 307 | 284 | 268 | 257 | 249 | 242 | 237 | 232
22 4,30 3,44 3,05 2,82 2,66 2,55 2,46 2,40 2,34 2,30
23 428 | 342 | 303 | 280 | 264 | 253 | 244 | 237 | 232 | 227
24 426 | 340 | 3,01 2,78 | 262 | 251 242 | 236 | 230 | 225
25 4,24 3,39 2,99 2,76 2,60 2,49 2,40 2,34 2,28 2,24
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AucusTUs CAESER FRANKE PORTELLA
ILbON RODRIGUES DO NASCIMENTO
ANATERCIA FERREIRA ALVES
GEssIEL NEWTON SCHEIDT

gl graus de liberdade no numerador
denom. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
26 423 3,37 2,98 2,74 2,59 2,47 2,39 2,32 2,27 2,22
27 421 3,35 2,96 2,73 2,57 2,46 2,37 2,31 2,25 2,20
28 4,20 334 2,95 2,71 2,56 2,45 2,36 2,29 224 | 219
29 4,18 3,33 293 2,70 2,55 243 2,35 2,28 2,22 2,18
30 417 332 2,92 2,69 2,53 2,42 2,33 2,27 2,21 2,16
35 4,12 327 2,87 2,64 2,49 2,37 2,29 2,22 2,16 2,11
40 4,08 3,23 2,84 2,61 2,45 2,34 2,25 2,18 2,12 2,08
45 4,06 3,20 2,81 2,58 2,42 2,31 2,22 2,15 2,10 2,05
50 4,03 3,18 2,79 2,56 2,40 2,29 2,20 2,13 2,07 2,03
100 3,94 3,09 2,70 2,46 2,31 2,19 2,10 2,03 1,97 1,93
Distribuicao
F de Snedecor
o =0,01
F (valor tabulado)
gl graus de liberdade no numerador
denom. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 4052,2 | 4999,3 | 5403,5 | 5624,3 | 5764,0 | 5859,0 | 59283 | 5981,0 | 60224 | 60559
2 98,50 | 99,00 | 99,16 | 99,25 | 99,30 | 99,33 | 99,36 | 99,38 | 99,39 | 99,40
3 34,12 | 30,82 | 2946 | 2871 | 2824 | 27,91 | 27,67 | 2749 | 2734 | 27,23
4 21,20 | 1800 | 16,69 | 1598 | 1552 | 1521 | 1498 | 1480 | 1466 | 1455
5 16,26 | 1327 | 1206 | 11,39 | 1097 | 1067 | 1046 | 1029 | 10,16 | 10,05
6 13,75 | 1092 | 9,78 9,15 8,75 8,47 8,26 8,10 7,98 7,87
7 12,25 9,55 8,45 7,85 7,46 7,19 6,99 6,84 6,72 6,62
8 11,26 8,65 7,59 7,01 6,63 6,37 6,18 6,03 591 5,81
9 10,56 8,02 6,99 6,42 6,06 5,80 561 547 5,35 5,26
10 10,04 7,56 6,55 5,99 5,64 5,39 5,20 5,06 4,94 4,85
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ESTATISTICA BASICA
PARA OS CURSOS DE CIENCIAS EXATAS E TECNOLOGICAS
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gl graus de liberdade no numerador

denom. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 9,65 7,21 6,22 5,67 5,32 5,07 4,89 474 | 463 4,54
12 9,33 6,93 595 541 5,06 4,82 4,64 4,50 4,39 4,30
13 9,07 6,70 5,74 5,21 4,86 4,62 444 | 430 4,19 4,10
14 8,86 6,51 5,56 5,04 4,69 4,46 4,28 4,14 4,03 3,94
15 8,68 6,36 542 4,89 4,56 4,32 4,14 4,00 3,89 3,80
16 8,53 6,23 5,29 4,77 4,44 4,20 4,03 3,89 3,78 3,69
17 8,40 6,11 519 4,67 4,34 4,10 393 3,79 3,68 3,59
18 8,29 6,01 5,09 4,58 4,25 4,01 3,84 3,71 3,60 3,51
19 8,18 593 5,01 4,50 4,17 3,94 3,77 3,63 3,52 343
20 8,10 5,85 4,94 4,43 4,10 3,87 3,70 3,56 3,46 3,37
21 8,02 578 4,87 4,37 4,04 3,81 3,64 3,51 3,40 3,31
22 7,95 572 4,82 4,31 3,99 3,76 3,59 3,45 3,35 3,26
23 7,88 5,66 4,76 4,26 3,94 3,71 3,54 341 3,30 3,21
24 7,82 561 4,72 4,22 3,90 3,67 3,50 3,36 3,26 317
25 7,77 5,57 4,68 4,18 3,85 3,63 3,46 3,32 3,22 3,13
26 7,72 5,53 4,64 4,14 3,82 3,59 3,42 3,29 3,18 3,09
27 7,68 5,49 4,60 4,11 3,78 3,56 3,39 3,26 3,15 3,06
28 7,64 5,45 4,57 4,07 3,75 3,53 3,36 3,23 3,12 3,03
29 7,60 5,42 4,54 4,04 3,73 3,50 3,33 3,20 3,09 3,00
30 7,56 5,39 4,51 4,02 3,70 3,47 3,30 317 3,07 2,98
35 7,42 527 4,40 391 3,59 3,37 3,20 3,07 2,96 2,88
40 7,31 518 4,31 3,83 3,51 3,29 3,12 2,99 2,89 2,80
45 7,23 5,11 425 3,77 3,45 3,23 3,07 2,94 2,83 2,74
50 717 5,06 4,20 3,72 341 3,19 3,02 2,89 2,78 2,70
100 6,90 4,82 3,98 3,51 3,21 2,99 2,82 2,69 2,59 2,50
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